IL PROBLEMA DI WARING

ALESSIO DEL VIGNA

1. INTRODUZIONE

Il problema di Waring nasce con il problema dei quadrati. Gia FEulero, benché non sia stato lui a
dimostrarlo, si era accorto che ogni intero si puo esprimere come somma di quattro quadrati. Questo
risultato ¢ noto come Teorema di Lagrange (1770). La generalizzazione di Waring ¢ la seguente:
dato un intero k > 2, esiste un numero minimo s di potenze k-esime tale che ogni intero si puo
scrivere come somma di s potenze k-esime? Hilbert, nel 1909, dimostro un teorema che da risposta
affermativa a tale questione. In questo modo risulta ben definita la seguente funzione.

Definizione 1. Per k£ > 2 denotiamo con g(k) il numero minimo di potenze k-esime necessarie a
rappresentare ogni intero come loro somma.

Il Teorema di Lagrange implica che g(2) < 4. Per vedere se vale o meno 1'uguaglianza dobbiamo
investigare le somme di 3 quadrati. Lavorando modulo 8 i quadrati sono 0, 1 e 4, cosi le possibili
somme di tre quadrati danno tutte le classi modulo 8 tranne la classe del 7. Cio implica che gli interi
della progressione 8k + 7 non si possono scrivere come somma di tre quadrati, e cio ¢ sufficiente per
concludere che

9(2) = 4.
Ad oggi é noto che

9(2) =4, g(3)=9, g(4)=19, g¢(5)=37, e g(6)="T3.

In generale possiamo dare la seguente limitazione dal basso a g(k).

o]

Dimostrazione. Fissiamo k e mostriamo che esiste un intero my che si scrive come somma di un

Teorema 2. Per ogni k > 2 vale

g(k) > 2F +

numero minimo di potenze k-esime pari al secondo membro della disequazione. Sia

(]

Dato che nj, < 3*, per scriverlo come somma di potenze k-esime possiamo utilizzare solo 2 e 1, e

per avere il numero minimo di potenze k-esime dovremo utilizzare il massimo numero di 2¥. Quanti
addendi 2F al massimo possiamo utilizzare? Certamente tale numero & ag = {(%) } — 1. Utilizzati
questi, gli 1 che possiamo mettere sono in numero di a; = ny — 2 - as = 2¥ — 1. Dunque per scrivere

ny come somma di potenze k-esime abbiamo bisogno di almeno a; + as = 2% + [(%)k} — 2 potenze

k-esime.



Adesso riportiamo qualche curiosita relativa al problema di Waring. E noto che se vale

A1)

allora nel precedente teorema vale 'uguaglianza, e che se questa ¢ falsa lo ¢ solo in un numero
finito di casi. Questi risultati portanto a congetturare che la maggiorazione data per g(k) sia in
realtd un’uguaglianza. Il lettore pud controllare che per i valori di k riportati sopra in effetti la

maggiorazione ¢ un’uguaglianza.

E chiaro che g(k) & determinato sostanzialmente dal contributo di pochi e relativamente piccoli
interi eccezionali. Cosi ¢ piul interessante la stima del numero G(k), definito per k > 2, che esprime
il minimo s tale ogni intero sufficientemente grande ¢ somma di al massimo s potenze k-esime.
Vediamo che cosa & noto al giorno d’oggi. Sicuramente abbiamo G(k) < g(k), e dunque questo
rende la valutazione di G (k) piu difficile. Infatti il valore di G(k) & noto solo per k =2 o k = 4, per
i quali si ha

G2)=4=g(2) e GM4)=16<g(4)=19.
Linnik ha mostrato che G(3) < 7 (1934), ed ¢ semplice vedere che G(3) > 4. Infatti modulo 9 i cubi
sono 0, 1 e —1, per cui sommandone tre si ottengono tutte le classi modulo 9 tranne la classe 4 e la
classe 5, per le quali servono almeno 4 cubi.

In questa nota vedremo come applicare il metodo del cerchio di Hardy e Littlewood al problema
di Waring, e in particolare per stimare G(k). Seguiremo essenzialmente [3, Chapter 4].

2. LA STIMA PIU SEMPLICE

Rs(n) = Z 1,

mb4tmbk=n

Poniamo

ossia il numero di rappresentazioni di n come somma di s potenze k-esime. Mostriamo adesso
brevemente il percorso per ottenere la stima dall’alto G(k) < 2¥ + 1. Sia n grande e poniamo

N=n'* ¢ P=Nmw =N

Per 1 <a<q¢< Pe(a,q)=1 definiamo I'arco principale

om, . — {a : < ]@} 1)

e definiamo l'insieme degli archi principali come unione tutti questi archi al variare di a e ¢. Una

. . / . . . . .
semplice osservazione mostra che se % #* % allora My, e My o sono disgiunti. Infine gli archi

P P

o — —

secondari sono l’insieme

A questo punto definiamo
N
ok
f(a) — 2 :62mo¢m ,
m=1

cosl con la formula di inversione di Fourier si ha subito
1
Rs(n) :/ f(a)sef%man da :/ f(a)86727mom d()[—l—/ f(a)sef27nom da.
0 m m
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Il percorso consistera nel dare delle stime per i contributi che derivano dagli archi principali e da
quelli secondari, cosi da arrivare ad una formula asintotica. Data una stima asintotica in n per
Pespressione di Rs(n), trovare il minimo s per cui la formula asintotica vale significa trovare G(k).
Introduciamo innanzitutto la funzione

n
L 14 origm
= — k .
v(B) Z LmE e
m=1
Tra i primi fatti che si dimostrano nella stima di R,(n) abbiamo il seguente: se s > 2% 4- 1 allora

Ry(n) = &(n)J(n) + o(ns/k—l—é) ,

dove
© g

o =Y s =Y 3 T

q:l q:l a=1
(a,q)=1

N

T(n) = / u(@) e ag,

2
Queste due quantita appena definite si chiamano rispettivamente serie singolare e integrale singolare.

Per queste espressioni abbiamo le stime fornite dai seguenti risultati.
Teorema 3 (|3|). Se s > 2% +1 allora &(n) > 1.

Teorema 4 (|3]). Per s > 2 si ha

J(n) =T (1 + i)r (%)_1 ni-l 4 o(n%l—l) .

Cosi per s > 2% 4+ 1 vale la stima asintotica

1

Ry(n) =T <1 + }{)F (%)_ nt=16(n) + 0(&—1-&) |

dove la serie singolare soddisfa &(n) > 1, il che ha come immediato corollario la stima G'(k) < 2F+1.

3. SOMME ESPONENZIALI

Poniamo
q 2 -azk+bz
S(q,a,b) = Ze ™
z=1
Un risultato noto (la cui dimostrazione si trova su |3, pag. 38|) é il seguente.
Lemma 5 (Hua). Supponiamo che (q,a) = 1. Allora
S(q,a,b) < q5+%(q,b).

Ricordiamo alcune notazioni che abbiamo introdotto. Poniamo

q »amk .
f(a) = Z eZm’omck7 S(q, a) = Z eleT’ e U(,B) — %x%flemmﬁx.
m=1

x<nl/k z<n



Introduciamo poi la quantita

V(a,q,a) = S(‘;’“)v <a— “) :

Adesso seguiranno alcuni lemmi di natura tecnica che serviranno per dare una stima sulla som-
ma esponenziale S(g,a) quando (¢,a) = 1, e che saranno utili nel seguito, dato che tale somma
esponenziale interviene nella definizione della serie singolare.

Lemma 6. Supponiamo che pta. Allora
S(p,a) = Y x(a)r(x);
XE€A

dove &/ ¢ linsieme dei caratteri non principali modulo p la cui potenza k-esima ¢ il carattere
principale, € dove 7(x) denota la somma di Gauss Y b_, X(m)e%z?. Inoltre

Tl =p? e #o = (kp-1) -1
Dimostrazione. 11 gruppo dei caratteri modulo p ¢ isomorfo a (Z/pZ)*, e inoltre &/ U{ xo} rappresenta
I'insieme delle radici k-esime dell’unita in (Z/pZ)*, che sono (k,p — 1)E| Da questo si ha subito
#od = (k,p—1)—1.
Sia g una radice primitiva modulo p. Adesso affermiamo che
o ={xn:1<h<(kp-1}

dove xp, € il carattere modulo p definito da

27‘(‘2’% indg x

Xh(x) =€ 1) )
per gli x primi con p. Effettivamente ciascuno di questi caratteri appartiene ad <7: non & principale,
mentre Xﬁ é proprio il carattere principale (come mostra un rapido calcolo). Del resto pero sappiamo
anche che & contiene (k,p— 1) — 1 caratteri, dunque li abbiamo trovati tutti. Cosi 143, ., x(z)
¢ il numero di soluzioni in  della congruenza y* = x (mod p). Infatti

(kp—1)—
1+ ZX( _1+ Z 271'1(}”7 1)mdgm:
xXEA
k,p—1 .
_(pz)gm(kmh—l)indﬂ_ 0 se (k,p—1){indgz
— (k,p—1) se(k,p—1)|indgx

e I'ultima espressione scritta ¢ proprio il numero di soluzioni in y della congruenza y* = = (mod p)
[2, pagg. 47-49]. In questo modo abbiamo che

P p
= Z e2miay = Ze 1+ Z x(x)
m=1 z=1 xed
P
b

627ria% +§ :2 :eQﬂzaf 2 :j :627na;
(4

r=1 =1y xe« =1

"@\H

1Cio si pud vedere contando le soluzioni della congruenza z* = 1 (mod p). Tale numero di soluzioni & proprio
(k,p — 1), e la dimostrazione si pud trovare ad esempio in |2, Teorema 7.1].
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Adesso osserviamo che, dato che p 1 a, quando x percorre gli interi modulo p anche ax fa altrettanto.
Dunque ponendo y = ax si ha che

= > Z )X = 3 X(a) ().

xEA y=1 XE

0

Dato p primo, definiamo 7 = 7(p) coma la massima potenza di p che divide k, e dopodiché
poniamo

T7T+1 sep>2o0sep=2e7=0
727(19)2{

T+2 sep=2e717>0
Osservazione 7. Notiamo che v < k, tranne nel caso k = p = 2 per il quale v = 3.
Lemma 8. Supponiamo che pta el > . Allora

=1 1<k
S | — D BICAIARS
(' a) { pFlS(p! =k a) sel>k

Dimostrazione. Si ha

1 1—1
P k P! k p ko k
2mia *Ll 2mia ™1
DS D
m=1 m=1 mi=1
ptm

avendo scritto m = pmy quando p | m. Ricordiamo adesso che un residuo modulo p' ¢ una potenza
k-esima modulo p' se e solo se lo & modulo p?: cosi nella prima sommatoria al posto del ridotto

modulo p! di m* possiamo scrivere zp?” + y*, con z =1, ..., p"V ey =1, ..., p? ed anche p ty.
Quindi
! 0% l % 1—1
u 27 m—k < 2mia 22 Yyt 4 27riapkm,1€
SUOES ST 9) S i
m=1 y=1 z=1 mi=1
Pty

La somma interna nella doppia sommatoria ¢ nulla, pertanto dobbiamo analizzare la seconda. Se
| < k abbiamo

v k—1, k
§ : e271'zap my :pl—l’

mi=1
e se invece [ > k possiamo scrivere
pl—l - pkmlf k 1_1 [L’pl k+pl k ori mlf
mia Ta ——1 — —
§ : e ol § : § : e pl—F :pk 1S(pl k,a)
m1=1 =0 my=zpl—F+1

-k
;

poiché la somma interna ¢ S(p a) per ogni x, dato che m'f pud essere ridotto modulo p'=*. O

Lemma 9. Supponiamo che (q,r) = (qr,a) = 1. Allora
S(gr,a) = 5(g,ar*")S(r,ag"™").
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Dimostrazione. Dall’algoritmo di Euclide ogni classe m modulo gr puo essere scritta univocamente

nella formam =tr4+wugcont=1,...,geu=1,...,r. Coslsi ha
~ omia™t N 2miqrtua®
S(qr,a) = E e e = g E e ar
m=1 t=1 u=1

La potenza k-esima all’esponente puo essere ridotta modulo gr, cosi si ottiene

q T 27riatkrk+uqu
S(gria)=)_ > =
t=1 u=1
4 omiark—115 - 27riaqk_1£ k—1 k—1
:Ze a -Ze = 85(q,ar" ")S(r,aq"" ).
t=1 u=1

Teorema 10. Supponiamo che (q,a) = 1. Allora
S(g,a) < ¢' =Mk,

Dimostrazione. Affrontiamo dapprima il caso in cui k = 2. Si ha

1S(q,a)]* = S(q,a)S(q,a) =

z=1y=1
q q q 9

2 :j : omiqZ=22)2 j :(j : 2mia i 27m'a2“>
g [ q = e q9 -e q =

z=12=1 z=1 \z=1

q 5 q

z : 2miaZ~ z : ( —27rza2—z>‘r

= (& q . (& q

Se ¢ | 2z la sommatoria in = da come risultato ¢ (in quanto si somma ¢ volte il numero 1), mentre
se q 1 2z la sommatoria da come risultato 0. Cosi possiamo scrivere

q 2
S(q,a)l* =q)_ T
7
Ora, q | 2z se z = q oppure se z = ¢/2 quando ¢ ¢ pari: con questa osservazione si ottiene subito
che |S(q,a)|? < 2q, che da la tesi nel caso in cui k = 2.
Dunque adesso possiamo supporre k > 2, e scriviamo | = uk+vconu > 0el < v <k, e
supponiamo che p{ a. Grazie al Lemma [8| e all’osservazione [7|si ha

S, a) = pF DS (p", a). (2)

Se u = 0 'uguaglianza ¢ banale. Se w > 0 allora [ > k e k > v (grazie all’'osservazione) e allora
siamo nelle ipotesi del Lemma [8| che va applicato u volte. Per proseguire, consideriamo dapprima
il caso v > 1. Se p > k allora v = 1: essendo v > v = 1 e v < k possiamo applicare il Lemma [§] e
concludere che S(p¥,a) = p*~!. Se p < k allora banalmente |S(p®,a)| < p* < kp¥~t. Cosi nel caso

v>1

1—1/k k
1 < P se p > ‘
sohal< {4 07 )



Per ottenere ’esponente [ — [/k si deve osservare che nella moltiplicazione delle due potenze di p
dovute alla ([2) si ha

1 1 l
(k—Du4+v—1=l-u—-1=1——(uk+k)<l——(uk+v)=1——.
k k k
Consideriamo adesso il caso v = 1. Dal Lemma [0l si ottiene
|S(pv’a)| < kpl/Q < kpfl/fiplfl/la
in quanto 1/2 < —1/6 4+ 1 — 1/k quando k > 3. Usando questa stima si ha
1S(p!, )] = p*=D - kp=/Op! =k =

1—1/k 16
_ g l—l/k, _—1/6 p sep >
= kp p < { k‘pl_l/k sep < L6 (4)

Adesso scriviamo g = H?:l péi e applichiamo il Lemma |§| pitl volte per ottenere

h h ; k—1
li j
S(g,a) =[5 | »i 7a<Hpj>
i=1 j=1
J#i
Per ogni ¢ scriviamo [; = u;k + v; nel solito modo e applichiamo e . Quello che si ottiene &

h h N
1S(g,a)| < H k - H k - Hpi.“li/k < gk H k< gk

i=1 =1 i=1 i=1
i v;=1 pi<kS

ossia quanto richiesto. O

Lemma 11. Supponiamo che (a,q) = 1. Allora

1
1 AN E
|4 <a —|—B,q7a> < {min (n,|ﬁ] 1)} )
q q
Dimostrazione. Ricordiamo un lemma classico: se || < 1/2 allora
. 1 _1
v() < min (nf,[B]7F).

Sfruttando il lemma appena citato e il teorema precedente si ottiene facilmente

v ( N Ma) _5@:9) gy < L1k (nh.1817+) =
q q q

_ {;min (n ym—l)}k,

che é quanto voluto. ]

[un



4. LA SERIE SINGOLARE

Per ogni intero h poniamo

s = 3 (S0 e

a=1
(a,q)=1

Inoltre poniamo per comodita S,(q) = S(g) e definiamo la serie singolare &(n) = >-2, Sn(q).

Lemma 12. Supponiamo che s > 1 e scriviamo | = uk +v con 1 < v < k. Allora

285 (0) < p=2 (P2 h) 4+ (P h)) sel=1 (mod k)
& p~*(pl, h) sel#1 (mod k)

Inoltre, quando X\ =1 — max(k,~y) soddisfa A >0 e p* { h si ha Sy (p') = 0.

Dimostrazione. Supponiamo dapprima p > k, cosi v = 1. Allora

I I l v S(pl CL) ° —2mia L -1\ i —2mia
PESh(p) =p" > < , ) e = (p“( - )) ST St a)e
a=1 p a=1

(a,p)=1 pta
dove nel secondo passaggio abbiamo applicato ’equazione . Chiamiamo S la sommatoria in
a rimasta. Ognuno di questi @ pud essere scritto in modo unico nella forma a = xp” + y con

0<z<pel<y<p’conpty, cosi

pv pl—v_l pv pl—v_l
—2mialy —2miy Ly —2miz
S = g g S(p¥,a)’e = g e Y g S(p?,a)’e P
y=1 =0 y=1 =0
ply ply
Inoltre S(p”, a) puo uscire dalla sommatoria in z (tanto a pud essere preso modulo p¥). In questo
modo
p'u . lfv_l N
—2miy —2mix —*—
S = g e YIS (pYa)® E e o=
y=1 x=0

Py

Y. mettiamoci

La somma in 2 ¢ nulla tranne nel caso in cui p!~ | h, nel quale da come risultato p
dunque nel caso p!~¥ | h. Per facilita di comprensione suddividiamo i due casi che affronteremo

adesso.

(i) Supponiamo dapprima v > 1 (ossia [ Z 1 (mod k)). Essendo v =1 < v < k grazie al Lemma
si ha S(p¥,a) = p°~ !, e allora

<

p .

S = pluplv=s Z eI
y=1
Y

Pt



Dato che p!—v | h scriviamo h = p'~Ur, cosi la sommatoria in y precedente diventa una somma
di Ramanujan:

. . . )
Zgyl lﬁyl i <(pv’r))
« ) <o) < ) =
¥ ((p'”ﬂ’)>

Quindi in questo caso
Sh(pl) < pflspu(kf1)spl7vp(vfl)spvfl(pl? h) — pfusfs(pl7 h)
(ii) Adesso invece consideriamo il caso v = 1. Stavolta

h

p ,

S S

y=1

ply

Osservato che S(p,a) = S(p,y) e applicando il Lemma |§| si ha
P 727riy£
S=p" D )Tl xa e xawe T,
X1; s Xs € y=1

e sia 51 la somma in y che qui compare. Quando x; - - - xs non € principale abbiamo

Si=x1-xs(hp" T (X7 X5) -

Per questa uguaglianza dobbiamo distinguere due casi: se p' | h allora le due espressioni sono
uguali perché sono entrambe nulle. Se invece p! { h (ossia p { hp'~?)
quando (n,q) = 1 si ha

allora basta osservare che

q
_ —, 2wy
X(n)T(X) =Y _X(y)e™ ™.
y=1
La dimostrazione di questa identita si effettua partendo da destra, ponendo ny = x e riscrivendo

-1

la sommatoria. Quando invece x1s--- X5 € principale, si scrive h = p'~"r e la sommatoria in y

diventa

p—1 sep'|h
si=e)={ "

Sfruttando questa distinzione si arriva alla formulazione

S=p oo+ D> T(x1) -+ 7(xs)S1

X1y, Xs€EX X1,y XsEL
X1 Xs=1 X1 XsZ1
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Dal Lemma |§| ricordiamo che |7(x;)| = p'/? e stimiamo banalmente #4 = (k,p —1) — 1 < k.
Adesso se p! | h abbiamo

S < ! (ps/z(p 1) +ps/2p1/2) — 22 1 p 1) <
< PR 4 p) = 2 (0L + (0 R))
Se invece p' { h si ha subito
S < pLpt2(1 4 pb/2) = p*/? ((pl—1’ R)pY2 + (o, h)) .

Eseguendo il calcolo per p**Sy(p') si arriva dunque al risultato voluto.

Adesso dobbiamo ottenere la tesi nel caso in cui p < k, e anche qui separiamo il problema in due

casi.

(i)

Supponiamo dapprima ! < max(k,7), cosi u =0el=wv. Se v =1 =1 allora dall’equazione di
inizio dimostrazione abbiamo

p
—2mial s s s
PSulp) = Y S(p,a)e 5 < p ey (h) < pP(p - 1) <972 (512 4 (0,1)
=1

a
pta
avendo utilizzato la stima S(p,a) < p'/2 nel secondo passaggio. Se invece v = [ > 1 allora
abbiamo
P ,
—2mialy —1\*% _
pvsSh(pl) _ Zs(pl’a)se mia T < <pl 1) Cpl(h) < pls 3(pl’ h),
a=1

a

dove stavolta abbiamo usato il Teorema nella prima stima. Quindi abbiamo la tesi del
teorema in questo primo caso.

Supponiamo adesso [ > max(k, ) e scriviamo | = uk + v dove pero stavolta max(k,y) — k <
v < max(k,v). Se p!~¥ { h sappiamo che Sy (p!) = 0. Se invece p'~? | h allora dall’equazione di
inizio dimostrazione si ha

Yy

P’ wh
s us(k— —v v s —2mi us(k—
PPSu(ph) = p I T S(pY a)te T < pt Dl by,
y=1
pty

dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato S(p¥,a) < p¥ < k¥ < 1 e la solita stima con le
somme di Ramanujan. Cosi Sy (p!) < p~"*~v*(p', h), che & pit di quanto richiesto.

0

Teorema 13. Supponiamo che s > 4. Allora

&)= 5u(q)

g=1

converge assolutamente e &(n) > 0. Inoltre, quando s > max(5, k + 2) vale &(n) < 1, e quando
max(4, k) < s < max(5,k + 2) vale S(n) < nc.



Dimostrazione. Un lemma classico mostra la moltiplicativita di S(g), come in |3, Lemma 2.11].
Grazie al precedente lemma possiamo dare la stima

Z!S D <p~ 7 -n<np/2,

grazie al fatto che s > 4. Sfruttando adesso la formula del prodotto di Eulero si ha

S Isa@l < TI Y 1su@)) < [T o2 < T (1+ 0w ¥2)" < e,

<Q p<Q 1=0 p<Q p<Q

dove C; e (3 dipendono solo da k e da s. Questo mostra l’assoluta convergenza di &(n). Il fatto
che &(n) > 0 si ha dall’applicazione di alcuni lemmi svolti durante il corso e della prima parte di
questo teorem

Sia ¥ la massima potenza di p che divide n. Vogliamo adesso stimare S, (p') al variare di I. Intanto
se | > ¥ 4+ max(k,~) abbiamo che | — max(k,7) > ¢ > 0 e p' ™2k 4 e dunque per la seconda
parte del Lemma|12(si ha 5, (pl) = 0. Supponiamo adesso [ < J+max(k,~) e distinguiamo tre casi:

(i) se v > 1 siusa il lemma precedente e si ha

- l
! —us—s/, 1 T sed >0 e cimin(o).
Sn(p)<<p v S(p7n)— { p,usfsplg so <1 =p s min( )7

(ii) sewv=1el> 1 sihainvece
Sn(pl) < pfusfs/2 <p1/2(plfljn) + (pl’n)) _ pfusfs/Q ( 1/2 0) +p ) < pfusfs/2+1/2+19;
(iii) infine se v =1e¢el < ¥ allora
Sn(pl) < p—us—s/2 <p1/2pl—1 +pl> _ p—us—s+l(p—1/2 + 1) < p—us—s/2+l.

Riassumendo questi casi possiamo dire che per I < ¥ 4+ max(k,v) si ha S,(p') < p* con

—1/2s sel<dev=1
w+us—min(l,9) = ¢ —1/2(s—1) sel>dev=1
-5 se v # 1.

Per arrivare a delle stime sulla serie singolare &(n) dobbiamo passare dalla stima della quantita
3721 1Sn(PY)]. Anche qui daremo questa stima in tre diversi casi, che separiamo subito.

(i) Se ¥ = 0 allora per w si danno soltanto due dei tre casi scritti (precisamente il secondo e il

terzo), e vale

s—1<§
5 =73 us.

w< —us —

Cosi la serie scritta € O(p_3/2) in quanto

max(k,7y) max(k,y)

31800 < Z P < Z p3? < p
=1

21 lemmi citati si trovano in [3], e sono i Lemmi 2.12, 2.13 e 2.15.
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(ii) Se ¥ >1e s> max(5,k+ 2) scriviamo

00 9 J9+max(k,y)
DS =D 18+ DY 1Sa()-
1=1 =1 I=9+1

In ciascuna delle due sommatorie precedenti si utilizza S, (p') < p* e dunque come al solito
dobbiamo stimare w:

fus+lf%s sel<dev=1
w=1{ —us+9—1(s—1) sel>dev=1 <
—us+19—s se v # 1.
—uk —2u+1—-5/2 sel<dev=1 —% sel<dev=1
< —uk —2u+1-5/24+1/2 sel>vev=1 < 0 sel>%ev=1
—uk —2u+l—k—2 se v # 1. 0 se v # 1.

Da cio si deduce che la serie iniziale & (’)(p_3/ 2).

(iii) Se ¥ > 1 e s > max(4,k) allora con il medesimo procedimento si puo stimare w, e stavolta si
ottiene w < 0 in tutti i casi. Pertanto stavolta la serie iniziale ¢ O(9).

Dalla formula di Eulero abbiamo

6(77,) = an(Q) = HZSn(pl)a

q=1 p =0
equindise 9 =009 >1e s > max(5,k+ 2) abbiamo &(n) < 1, mentre se ¥ > 1 e s > max(4, k)
abbiamo &(n) < logn < d(n)®, dove C dipende solo da k e da s. O

Lemma 14. Supponiamo che s > max(4,k +1). Allora
> 0H18a(0)] < (nQ)".
q<Q

Dimostrazione. Come primo passo occorre stimare la quantita (p')'/*S,(p!) al variare di I. Se
[ > 9 4+ max(k,v) abbiamo gia mostrato che tale quantita ¢ nulla. Consideriamo adesso il caso
¥ <1 <9+ max(k,7): qui dobbiamo distinguere due casi a seconda della classe di congruenza di (
modulo k.

(i) Sel=1 (mod k) allora
(pl)l/ksn(pl) < pu—i-%pw _ pu—&-%—%sﬁ-%—us—}-ﬁ’
esihau%—%—%s—k%—us—i—ﬁSu—i—%—Q—i—%—uk—u—i—l—l:—l.
(ii) Sel#1 (mod k) allora
() /*Sn(p') < pU i p = pUrrE Tt
einoltreu—l—%—s—us+19§u—|—1—k—1—uk—u+l—1§—1.

In entrambi i casi scritti abbiamo dunque (p')'/#S,(p') < p~'. Infine ci rimane da stimare
(P"H/% S, (p) quando I < 9: semplici stime come le due precedenti ci conducono a quantita che

12



risultano < 1 < [ < 9, pertanto stavolta abbiamo (p")'/¥S,(p!) <« ¥. Adesso sfruttiamo la
moltiplicativita di (p!)'/*S,(p') e la formula di Eulero:

> dMSu@)l < ] <1+Z )RS, (p ) <
9<Q p<Q
CH( ><<d(n)CH<1+;>C§

p<Q

< d(n)“(log Q)¢ < (nQ)*.

O
5. IL CONTRIBUTO DEGLI ARCHI PRINCIPALI
Sia n un intero grande e poniamo
N
N = [nl/k} e P=—.
2k
Definiamo degli archi principali pitt piccoli di quelli che abbiamo definito nella , e in particolare
per 1 <a<gq<Pe(aq) =1 poniamo
P
Qﬁqﬂ:{a : a,, <}
q qan

Come al solito denotiamo con 9t 'unione di tutti questi archi. Con queste ipotesi gli archi sono a
due a due disgiunti e sono contenuti nell’intervallo unitario

P P
(4— < 14 ] .
n n
Poniamo infine Ron(m) = [y, f(a)%e™ 2™ dav.

Lemma 15. Supponiamo t > max(4,k) e poniamo A =0 set > k+1 e X =1/k quando t = k. Sia
inoltre

Allora

Dimostrazione. In modo analogo a quanto fatto per S,(¢q) e con le stesse notazioni del Lemma
si dimostra che S’(¢) ¢ moltiplicativa e che

2 sel=1 dk
ut—1 g p se (mo )
PrSHe) < { p~t sel#1 (mod k)

In questo modo grazie alla formula di Eulero abbiamo
dasi <] (1 + Z PS5 (p ) : (5)
q<Q P<@Q

13



A questo punto vogliamo dare una stima per la serie in [ presente dentro la parentesi. Con pasaggi
ovvi abbiamo

0o oo k
ZP_MS: (pl) _ Z Zp—kuk—/\vsrt* (puk—l—v) _
=1 u=0v=1
[e%s) k
_ pr)\uk <p)\S£k (puk+1) + pr)\vsgk (pukJrv)) <
u=0 v=2
k
< pr/\uk <p)\t/2ut+uk+1 + Zp)\vtut+uk+v> _
u=0 v=2
[e%s) k
— pr/\ukfut+uk <p1)\t/2 + Zp)\ervt) ’
= v=2
e dato che A\ > max (% +1—-4,2- 7) possiamo concludere la stima precedente con
k
ZP—MS* < Zp FH1— £ )uk—ut+uk <p—1 _|_Zp—t (p~ A1y ) <
u=0 v=2
s 1 t k 1
< ZP(E-&-l—E)ukz—ut—i-uk <p—1 +p—t Z(p_k+£)k> _
u=0 v=2

={p ' +p '+ D} pr<p

Sostituendo questa stima nell’equazione si ha

Zp‘”S* < 1_£ <1+ ) < 112 <1+ > < (logQ)° < @,
p< p<

ossia la tesi. 0

Teorema 16. Supponiamo che s > max(5,k + 1). Allora esiste 6 > 0 tale che se 1 <m <n si ha

Royp(m) =T (1 + ;)s r (z)_l m*/* 16 (m) + O(ns/kAﬂs) .

Dimostrazione. Ricordiamo che

/ fa)se ?™em qo = Z Z / fla)se?™em dq.

q<P a= 1
(a,9)=

La prima parte della dimostrazione consiste nell’ottenere un’espressione di Rgn(m) che coinvolga
Vintegrale di V(e ¢, a) anziché di f(a). Sia o € Mg q € poniamo f = a — 7. Dalla definizione degli
archi maggiori si ha
P N 1 N
<= = (2kQ) T = < (2kg)TInt/RE
81 < o= g e = (K@) < (k) Tt
e allora abbiamo [3, pag. 43]

fla) = V(a,q,a) < ¢'/?+e.

14



Da cio abbiamo

fle)y = Viag.a) = (V(ag.0)+0(¢/2)) = V(e g, )" <
< 0(((11/“5)5) + 50 (qm*e) V(ia,q,0) ' <

< (q"77%)° 4+ ¢' 7V (@, g, )P

Quindi con delle semplici manipolazioni

Z /zm V (e, q,a)®)e ™M do <

(a ‘1)

q
< Z | {4 e eviagar} o<
M

71 q,a

) s—1
< /{m o(8)* da <

no q
a,q)=1
,
P an
< <q1/2+€>85 +a st [ @) as, (©

Adesso ricordiamo la definizione di Rgn(m) e si ha
Ron(m) = [ (F(0)* = Viaug.a)) e 2 dat [ Viag.ape > da =
m m

=F+ Z Z / Vi, q,a e 2miam (. (7)

q<P a=1
(a,q)=1

Vogliamo ora dare una stima su F, e per far cio prendiamo la @ e utilizziamo anche il lemma citato
a inizio dimostrazione del Lemma [Tk

E < Z(ql/Z—i-a)s 1y qu/Q-i-aS* 'U(,@)‘S_l 4B <

|\
v S

qSP q<P qn
P P
< Pn—l/ q(1/2+a)s dg + Z q1/2+5S;k_1(q)7n(s—1)/k <
0 q<PpP an
< Pn—lp(1/2+s)s+1 +P3/4+€ Z q—1/4S;<_1(q)n(s—1)/k—1 <
q<P
< P2n—1(P1/2+5)s + P3/4+€ Z q_1/4S;k_1(q)n(s_l)/k_HE,
q<PpP
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dove n® nasce dall’aver considerato anche il caso s = k 4+ 1. Dato che A < % per ogni k e per ogni t
si ha

E < P2n71(P1/2+5)s +P3/4+z—:n(sfl)/k71+€ qu)\s;kil(q) <
q<pP

< Panl(Pl/Zﬂf)s +P3/4+z—:n(sfl)/k71+sps < ns/kflf(s

per un certo § > 0. Sin qui abbiamo dunque mostrato che

Z Z / V(a,q,a —2miom da+(9< s/k—1—§> '

q<P a=1
(a,q)=1

< L ¢ dato che £ < 1 vorremmo prolungare
qn qn 2

L’integrale sull’arco 9, , ¢ fatto per ‘a —%

I'integrale sull’arco M, , a un integrale su ‘oz — g) < % Per fare cid6 poniamo

allora si ha

q
Z / Via,q, a)se—2m'am do = (/ / ) ) o~ 2mifm ,—2mia ' a8 =
Ng.a a= 1 %

a=1
(a,q)=1 (a,9)=1
s ([ yeomag < Sulo)l [ o7 as < ()" 50
m 7% m\q P 2 m\qd)|-
qn
Adesso applichiamo il Lemma [T4] e teniamo conto che m < n: si ha
Z Z / Oé .q,a —27riam da <
q<P a= 1
(a,q)=
L s—1)/k—1 1/k
<> |Sm(g ( > < S -PEUALN S, ()lg!r <
q<P q<P

< ns/k—lp—l/k<mp)5 < ns/k—l—(i'
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Riprendiamo adesso 1’equazione per Rgp(m), utilizziamo la stima per F e la stima appena

Z Z (a, g, a)%e”2mom da—|—(’)< S/k*1*5) _

<P a=1 mqa
(a,q)=1

—zz/

g<P a=1 mqaumqa

conclusa:

Oé q,a)sef%riam do + O(,ns/kflfé) _

(a,9)=1
1
_ Z Z —27ria% /2 v(/@)se—Qﬂiﬁm dg + O<n8/k—1—5) _
¢<P a=1 -3
(a,9)=1
=3 Sula /éwwmv@%+ﬂ=

q<P
=G&(m, P)I(m) + (’)(ns/k_l_5> ,

con le ovvie definizioni di &(m, P) e I(m). L’ultimo passaggio consiste nel sostituire la serie alla
somma troncata &(m, P). Applicando il Lemma [14] abbiamo

Z 1Sm(q)| < Q7V/* Z 0¥ (q)| < nEQ=VE,

Q<q<2Q Q<q<2Q

e quindi

SUSa@ =Y > Smle) <’

q>P J=02iP<¢<2it+1pP
Cosi possiamo scrivere che &(m, P) = &(m) + O(n™%). Per il Teorema 4] abbiamo anche che

st = s = (14.3) 1 (5) " (v 0.

da cui abbiamo la tesi grazie al Teorema ([

6. IL RISULTATO FINALE
Dati n e ¢ interi definiamo M, (q) come il numero di soluzioni della congruenza
mi+--+mf=n (mod g),

con 1 < m; < ¢q. Denotiamo invece con M;(q) il numero di soluzioni della stessa congruenza con
I'ulteriore proprieta che (mq,q) = 1.

Teorema 17. Supponiamo che s > max(4,k+1) e M (pY) > 0 per ogni primo p. Allora &(n) > 1.
Dimostrazione. Ricordiamo due lemmi mostrati durante il corsoﬂ: il primo afferma che per ogni ¢

S Su(d) = ' Ma(a).

dlq

vale

3Tali lemmi sono il Lemma 2.12 ¢ il Lemma 2.13 in [3].
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Il secondo afferma che se M (p?) > 0 e t > ~ allora M;(p') > p*=7(=1) Ricordando che la serie
S(n) converge assolutamente grazie al Teorema [13| possiamo scrivere

00 N
D> Su(p) = lim > S,(p) = lim Sp(d) =
=0

N—oo N—oo
1=0 dlpN

= lim pVO=IM,(pY) > lim pNI=9FW==) — jpi=s),

N—oo ~ N—oo
N>~

A questo punto per avere la tesi ¢ sufficiente mostrare che se p > k allora si ha >, Sn(ph) >
—C'p~3/2: infatti poi

S(n) = HiSn(pl) > H (1 - C’p*3/2> > 1.
p =0 p

Con argomenti analoghi a quelli del Lemma [12] possiamo mostrare i seguenti due lemmi.

Lemma 18. Sel =uk+v con 2 <v <k allora
1-1/p sep'|n

p(u-i-l)s—lsn(pl) _ —l/p se plfl H n
0 sep =l in

Dimostrazione. Se p'~¥ | n allora dal Lemma [12] abbiamo

(3

p o
plsfus(kfl)sn(pl) _ plfvp(vfl)s Z 6—271’19;’
y=1

ply

da cui, ponendo n = rp!~?, otteniamo

o)1 ((f;v))
¢ ()

Nei casi p! | n e p'~! || n la tesi segue sviluppando I’espressione precedente. Per I'ultimo caso

p(u—i-l)s—lsn(pl) _ p—vcpv (7“) _ p—v

dobbiamo osservare che se p!~* { n allora S,(p') = 0 e abbiamo concluso. Se invece p!~¥ | n ma
p!~! { n allora scriviamo n = p!="**n’ dove 0 <2 <v—2e (n',p) =1, e si ha

(r,p%) = p".
Cosi u(p”~*) = 0 in quanto v — x > 2. O
Lemma 19. Sel =1 (mod k) allora S, (p') = 0 tranne quando p'~' | n, caso in cui
p—[l/k](k—s)sn(pl) _
p—1 S
=p" Y Tlxa) () D Xa e Xa(a)e A
X1s-oes XsEL a=1
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Dimostrazione. Dal Lemma abbiamo che

pls—us(k—l)sn(pl) S -

p—1
_ _ . . —2mia %
=p T YT ) T(x) D Xa e Xala)e e
Xty s X6 € a1

Portando p!~1** al primo membro otteniamo p~“*=5) G, (p'), e si conclude osservando che se v = 1

allora [I/k] = u. O

Adesso dobbiamo dare una stima per le somme di S, (p') su [ nei due casi in cui I = 1 (mod k) e
I #1 (mod k). Iniziamo dapprima da una stima per » 1 (1moq 1) Su(p!). Sia ¥ tale che p? || n,
allora grazie al Lemma

Yoo S = Y Sh+ D S0 =

I#£1 (mod k) I#1 (mod k) 1#1 (mod k)
plin Pl
= > Suh+ DD S0
I#1 (mod k) 1#1 (mod k)
<9 I=9+1

Se ¥ # 0 (mod k) allora compare ’addendo dato dalla seconda sommatoria, ossia compare

1 —(uw S
Sn(p”t) = —Epl (wtb)s =

dove nel primo passaggio abbiamo usato nuovamente il Lemma Cosi nel caso ¥ # 0 (mod k)

abbiamo
Z Sn(pl) > _pﬂ—(u—‘rl)s'
I#1 (mod k)

-é_el<é<k_1
3 B T 7

_pﬁ—(u—i-l)s’

Un semplice calcolo mostra che

dove u ¢ tale che [ =¥+ 1 =wuk + v con 2 < v < k. In questo modo

9= (u+1)s = [i:k+{2}k— ms—sg m (h—s)+k—1—s,

e si deve osservare che tale esponente, che chiamiamo A, soddisfa A < —2. Cosi nel caso 9 # 0

(mod k) abbiamo ottenuto
S S0h = (8)
1#1 (mod k)
e questa stima del resto vale banalmente se ¥ = 0 (mod k). Adesso invece consideriamo ) ,_, (mod k) Sn(ph):
grazie al Lemma [I9] intanto abbiamo

Z Sn(pl) = Z Sn(pl) + Z Sn(pl)a
=1 (mod k) =1 (mod k) =1 (mod k)
pl‘n pl_lHn

dato che S, (p!) = 0 se p'~! t n. Nei casi restanti sviluppiamo ora S, (p') grazie al Lemma Dal

s+1)/2

Lemma |§| segue che i termini in cui i - - - xs # Xo contribuiscono < p' , mentre per quelli con
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X1---Xs = Xo dobbiamo distinguere due casi: se p { np'~ (ossia p'~! || n) questi termini danno un

s/2

contributo < p*/2, mentre se p! | n danno un contributo < p*/ 2+1 Dunque

Z Sn(pl) _ p[l/k](k—s)p—s/2+1/2 < p—3/2’

=1 (mod k)
P!t

dato che se p!~! || n allora | =9 + 1, [I/k] = u e dunque [I/k](k — s) = uk — us < —u. Cosi intanto

abbiamo ottenuto
>oseh= > seh+o(r?).
=1 (mod k) =1 (mod k)

p'n
Adesso ci rimane da stimare la sommatoria in cui pl | n: in questo caso
Sn(pl) < p[l/k](k—s)p—s/2+l.
Cosi se s > b allora sempre dal Lemma@ abbiamo S, (p') < pl/Kk=5)=3/2 & dunque

S S0 <

=1 (mod k)
plin

Dunque rimane da considerare S, (p') quando p' | n e s = 4. Si ha

p! 1 s
S(p',a)
l/k](k—s 4 u(k—s
p[/]( )S(p)—p( )E( l )—

s
!
_ rutheg P S (Sm a))s -
p(l—l)s pot D
pta
=it (41 s
_ —u(k_s)Pu(kfl)Sp (]Z)p S(p,a)\”
=p p—1s D =
j=0 a=jp+1
pta

) pu(k—l)s 1

ed é quindi sufficiente mostrare che Sy,(p) > 0. Notiamo che

Sp(p) = pi (S(Z’a)y,

a=1
e dunque la dimostrazione é conclusa mostrando che quando k =2 o0 3 e p > k allora S(p, a) é reale
o immaginario puro. I due valori di k indicati provengono dal fatto che s > max(4,k + 1) e s = 4.
Se k = 2 allora il Lemma [6] da

S(p; a) = x(a)7(x),
dove x ¢ il simbolo di Legendre x(a) = (a/p). Cosi

S(p,a) = S(p, —a) = x(—a)7(x) = x(~=1)S(p, a),

4Basta ricordare che I7(x:)| = p*/? e poi stimare >-PZ1 X1 - - Xs(a)e rl mnei vari casi.

20



e dunque S(p, a) ¢ reale o immaginario puro a seconda che x(—1) =10 x(—1) = —1. Quando k = 3

invece vale (—z)* = —2* ¢ dunque

S(p7 a) = S(pa —(I) = S(p7 Cl),
e dunque S(p,a) é reale. g

Teorema 20. Supponiamo che s > 5 quando k = 2, che s > 4k quando k & una potenza di 2 e che
s > 3k altrimenti. Allora &(n) > 1.

Dimostrazione. Ricordiamo un lemma del testo: se
p/lp=1(kp"(p—1)) sey=7+1
s> 27+2 sey=7+2ek>2
5 sep=k=2
allora per ogni n vale M} (p?) > 0 [3], Lemma 2.15. La dimostrazione di questo teorema consiste
nel far vedere che sotto le ipotesi date sono rispettate le condizioni appena scritte su s. In questo

modo otteniamo la positivita di M, (p?) per ogni p, e questo grazie al teorema precedente ci da
S(n) > 1. O
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