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1 Integrali tripli

Esercizio 1. Calcolare

2,z
dzxdyd
JiRe=ttts

doveQ:{(:U,y,z)e]RS a4yt <2241, —1§z§1}.

Soluzione. In coordinate cilindriche I'insieme € si scrive come ) = {p2 <2241, -1<z2< 1}.
Cosi abbiamo

x2e? p3e? cos® 0 2m
///1+ 2duvdydz—///s~2 o1 dpdzd&—/ coS Hdﬁ// 22+1dpdz:
1
:Z/_lez(22+1)dz:72r<ez>,

dove nell'ultima uguaglianza abbiamo utilizzato [ z%e*dz = e*(z? — 2z + 2), che si ottiene
integrando per parti due volte.

Esercizio 2. Calcolare il volume dell’ellissoide di semiassi a, b e c¢ utilizzando la tecnica di
integrazione per fili.

Soluzione. L’ellissoide di cui dobbiamo calcolare il volume & definito da

2 2 2
SZ{(m,y, 2)eRrd: L +‘ZQ+Z§1}.

Applicando la tecnica dell’integrazione per fili possiamo scrivere la misura di £ come

1_7_ 72 2
///dz:dydz—// / dz dxdyz?c// 1—— — 5 dzdy,
—ca/l— — E a b

dove E = {(x,y) eER2: % 4 y < 1} Per lintegrale doppio passiamo alle coordinate polari
ellittiche, date dal cambio d1 coordlnate ¢ : RT x [0,27) — R? definito come

¢(p,0) = (apcost, bpsind),

per il quale Jo(p,0) = abp. Si ha dunque
2 1 1 4
&)= 2abc/ / pvV1—p?dpdf = 47rabc/ p\V1—p2dp = gﬂ'abc.
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Esercizio 3. Calcolare

/// vz dx dydz,
Q

dove Q = {(:E,y,z) ER3 : 2?2+ 92 +22<1,2>0, 3z +47) §22}.

Soluzione. Passando a coordinate cilindriche, possiamo riscrivere 2 comeE]

~ 1
Q:{zzo,p2§1—z2,3p2§z2}={Jﬁpszsx/l—p%os/)s2}.

) 2 e % V1—p? 5 T
yzdedydz = sin” 6 df plzdzdp = —.
Q 0 0 JV3p 384

2 Integrali curvilinei e di superficie

Dunque

Esercizio 4. Calcolare la lunghezza del sostegno della curva « : [0,1] — R? definita da v(t) =
(arcsint, log(1 + t)).

Soluzione. Per t € [0,1) si ha +/(t) = ( 1 ’%th)’ da cui

\/§
= (14+)V/1T—t

La lunghezza del sostegno I' della curva sara pertanto

|/ (t

! 1 V241
E(P):/Fds:\/i/o mdt:logﬁ,

dt = —v2log g*‘\/ivt

= 1 — t, per poi proseguire decomponendo in

dove abbiamo usato il fatto che Questo integrale si puo

| T
calcolare operando dapprima la sostituzione u
frazioni parziali I'integrale in u che ne risulta.
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Esercizio 5. Calcolare la lunghezza della porzione di grafico della funzione f(z) = logcosx
corrispondente all’intervallo [O, %]

Soluzione. Il grafico I' puod essere parametrizzato come curva cartesiana mediante ~ : [0, §] —
R? data da (t) = (t,logcost). Si ha poi ¥/(t) = (1, —tant), da cui

1
7@ = V1+tan?t = —
cost
Cosi T
5 dt 1+tani 3
€(I‘):/ lgi = log +v3
0 cost 1 — tan 0 3 — \/§
dove % =1 ?_: 2 +c con ¢ € R, puo essere ottenuto con la sotituzione data dalle formule
parametrichd?}

La condizione su p puo essere ottenuta osservando che 3p? < 2% <1 — p?, che vale se e solo se 4p> < 1.
dt = dz.

2Con z = tani si ha cost =

1+12 ) 1+12



Esercizio 6. Calcolare I'integrale di linea
/(ar2 +y? + 2% ds,
r

dove T ¢ il sostegno di v : (—1,1) — R3 definita come ~(t) = (cost,sint,t).

Soluzione. Dato che 7/(t) = (—sint,cost, 1) si ha ||¥/(t)|| = V2, da cui

! 8
/(az2+y2+z2)ds:/ (1+2)vV2dt = V2.
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Esercizio 7. Calcolare I'area della superficie
Y= {(x,y,z) eR3 : 2?4+ ¢% =22, 0§z§2}.

Soluzione. La superficie ¥ pud essere parametrizzata come superficie di rotazione mediante
o :[0,2] x [0,27) — R? definita da

o(s,0) = (scosb,ssinb, s).

I1 vettore normale alla superficie ¥ nel punto o(s, ) é dato da n(s,0) = os(s,0) x gg(s,0) =
(—scosf, —ssinf, s?), da cui area di ¥ risulta

.A(E)://Zda:/OQW/OQ||n(s,9)||dsd0:277\/5/023ds:4\f27r.

Esercizio 8. Calcolare I'area della superficie
Y= {(:anvz) ER? : 22 + 47 —z:O}ﬂ {(az,y,z) eR3: 2?2+ 4% < 1}.

Soluzione. La superficie ¥ ¢ costituita dalla porzione del paraboloide definito da z = 22 + y?
che si trova nella regione racchiusa dal cilindro di equazione % +y? = 1. Pertanto si pud scrivere

Z:{(x,y,z)eRg:z:x2+y2,0§z§1}

e si pud parametrizzare ¥ come superficie di rotazione mediante la mappa o : [0, 1] x[0, 27) — R3
definita da o(s,0) = (y/scosf, /ssinf, s). Pertanto ||n(s,0)| = y/s+ 3, da cui

A(E):27r/01\/s—|—ids:2(5\/5—1).

Esercizio 9. Calcolare 'area della superficie
E:{(:c,y,z)ER3 Dz =4/2x ,0<x<1,0<y<1}.

Soluzione. E naturale parametrizzare ¥ come superficie cartesiana mediante la mappa o :

(0,1) x (0,1) — R? definita da o(u,v) = (u, v, V2uv). Risulta n(u,v) = (—/5, —/5, 1), da

- AE 11,/1 U quav=v2 [ Lav [ vadu=1v2
()/0/0 + oo T oy dudv= /Oﬁv/o\/ﬂug.
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