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Operatori differenziali a coefficienti costanti

Un operatore differenziale a coefficienti costanti € una scrittura del tipo
L() = Z CaD&(')v ca €C,
|| <m
con questa notazione:

D;=—id;, D% =D{'- Dpn = (=)ot a5
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L puo essere applicato a qualsiasi oggetto che sappiamo derivare: funzioni,
distribuzioni, ...
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Operatori differenziali a coefficienti costanti

Un operatore differenziale a coefficienti costanti € una scrittura del tipo
L() = Z CaD&(')v ca €C,
|| <m
con questa notazione:
D;=—id;, D% =D{'- Dpn = (=)ot a5

L puo essere applicato a qualsiasi oggetto che sappiamo derivare: funzioni,
distribuzioni, ...

P(D):= Y caD".

la|<m

¢ il simbolo dell’operatore L ~ P(D).
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Soluzioni distribuzionali

Data ® € D’ o in &', cerchiamo una soluzione distribuzionale di

cio¢ distribuzione u (eventualmente temperata) tale che per ogni funzione test f
ammissibile (in D’ o §’) valga

< Lu), f >=<®,f >.
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cio¢ distribuzione u (eventualmente temperata) tale che per ogni funzione test f
ammissibile (in D’ o §’) valga

< Lu), f >=<®,f >.

Passando in trasformata, le equazioni
differenziali diventano polinomiali.
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Soluzioni distribuzionali

Data ® € D’ o in &', cerchiamo una soluzione distribuzionale di

cio¢ distribuzione u (eventualmente temperata) tale che per ogni funzione test f
ammissibile (in D’ o §’) valga

< Lu), f >=<®,f >.

Passando in trasformata, le equazioni
differenziali diventano polinomiali.

Formalmente, data una distribuzione ®, vale

b=L(u)= Y caf®t=P()i.

la|<m
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Soluzioni distribuzionali

Data ® € D’ o in &', cerchiamo una soluzione distribuzionale di

cio¢ distribuzione u (eventualmente temperata) tale che per ogni funzione test f
ammissibile (in D’ o §’) valga

< Lu), f >=<®,f >.

Passando in trasformata, le equazioni
differenziali diventano polinomiali.

Formalmente, data una distribuzione ®, vale
b=L(u)= Y caf®t=P()i.
la|<m

Se ha senso, almeno come distribuzione temperata, vale che

AN )
u=F (P(&))
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Soluzioni fondamentali

Soluzione fondamentale

Una soluzione fondamentale dell’operatore P(D) a coefficienti costanti & una
distribuzione ® (in D’ o &’) tale che

P(D)® = 6.
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Soluzioni fondamentali

Soluzione fondamentale

Una soluzione fondamentale dell’operatore P(D) a coefficienti costanti & una
distribuzione ® (in D’ o &’) tale che

P(D)® = 6.

Proposizione

Se ® € D' (oppure in §’) & una soluzione fondamentale per I’operatore P(D), data
f € D (oppure in S), la funzione u = f * ® € C°°(R"™) & soluzione del problema

P(D)u=f (1)

Infatti, si ha
P(D)(f x®) = fx[P(D)®] = f o = f.
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’
tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

<A, f >=< o, f >= f(0) VfeS.
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’
tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

<A, f >=< o, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.

1

(2m)

<AD,f>= <&, ——Af>
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’
tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

<A, f >=< o, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.

1

<AD, f>= <, Af >

(2m)"
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’
tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

<A, f >=< o, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.

I NSRSty
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’

tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

<A, f >=< o, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.

(%)HP(ﬁ)f >

<AD f>= < &,
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’

tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

<A, f >=< o, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’

tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

< AP, f >=<do, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.

1 X 2 1 <
AD, f>= < <I> = = 0
<AQ, f Gy PE)f> = f(0) (27T)nf( )
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’

tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

< AP, f >=<do, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.

| NIV PE)f(©
<avfom <h o rof > L0 - o [ B0 g
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’

tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

< AP, f >=<do, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.

X

<AD, f>= <, (g)f ;f() 1 / P(f)g(f) de

1
(2m)"

(2m)" P(¢)
Possiamo ben definire (n > 3) la distribuzione temperata
f(6) f(6)
v = = dE = — dg.
<vso [ g [ i
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’

tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

< AP, f >=<do, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.

X

1 X7 1 P(§)f(&)
<A, f>= < CD (27r) (g)f = f( )= (271.)”/R P(¢) dg

Possiamo ben definire (n > 3) la distribuzione temperata

[ L& e[ IO
<, f>i= /]R ) % Bk

Poniamo ® = F~*(¥); troviamo che

<AD f >=< T P(g)f >= f(0).

1
" (2m)n
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L’esempio del laplaciano

Cerchiamo soluzioni fondamentali associate all’operatore A in R™ (n > 3), cioe ® € S’

tale che A® = §y come distribuzioni, ovvero

< AP, f >=<do, f >= f(0) VfeS.

Il simbolo dell’operatore & P(£) = —|¢|>.

X

<AD, f>= <, (g)f ;f() 1 / P(f)g(f) de

1
(2m)"

(2m)" P(¢)
Possiamo ben definire (n > 3) la distribuzione temperata
f(6) f(6)
v = = dE = — dg.
<vso [ g [ i

Poniamo ® = F~*(¥); troviamo che

1 X
AP =<V P =
<AD, f>=< T, G (&) f >= £(0)
Calcoli espliciti mostrano che
FU0) = d(@) = cn—— ) n>3

n |$|n72 , N2
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Cosa deduciamo?

Si puo procedere come nell’esempio del laplaciano ogni volta che

©
v, = —d
< I== B

¢ ben definita come distribuzione temperata: una soluzione fondamentale ¢ data da

o =F (D).
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Cosa deduciamo?

Si puo procedere come nell’esempio del laplaciano ogni volta che

<V, f >= ﬁdﬁ

R" P(g)
¢ ben definita come distribuzione temperata: una soluzione fondamentale ¢ data da

o =F (D).

Questa formula non funziona sempre! Se P ha degli zeri, potrebbero esserci problemi... |

Facendo attenzione agli zeri di P, possiamo adattare questa idea al caso generale. )
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Enunciato del teorema

Teorema di Malgrange-Ehrenpreis

Sia P(D) un operatore differenziale a coefficienti costanti. Esiste u € D'(R™) soluzione
fondamentale per 1'operatore P (D).
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Enunciato del teorema

Teorema di Malgrange-Ehrenpreis

Sia P(D) un operatore differenziale a coefficienti costanti. Esiste u € D'(R™) soluzione
fondamentale per I'operatore P (D).

La dimostrazione descrive la soluzione fondamentale tramite una formula "esplicita":

o 1 T f(=l —ie(€), ~€) ) ,
iz [ ([ R ) € @

con la notazione £ = (£1,¢') € R x R* ™1,
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Enunciato del teorema

Teorema di Malgrange-Ehrenpreis

Sia P(D) un operatore differenziale a coefficienti costanti. Esiste u € D'(R™) soluzione
fondamentale per 'operatore P (D).

La dimostrazione descrive la soluzione fondamentale tramite una formula "esplicita":

o 1 T f(=l —ie(€), ~€) ) ,
iz [ ([ R ) € @

con la notazione £ = (£1,¢') € R x R* ™1,

o Bisogna scegliere ¢ in modo che (2) abbia senso e u sia una soluzione
fondamentale.
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Enunciato del teorema

Teorema di Malgrange-Ehrenpreis

Sia P(D) un operatore differenziale a coefficienti costanti. Esiste u € D'(R™) soluzione
fondamentale per 'operatore P (D).

La dimostrazione descrive la soluzione fondamentale tramite una formula "esplicita":

-1 T —ie(€), € ) :
<wt=go [ (/m Pt ) ?
con la notazione £ = (£1,¢') € R x R* ™1,

o Bisogna scegliere ¢ in modo che (2) abbia senso e u sia una soluzione
fondamentale.

@ Se p = 0 fosse ammissibile, potremmo procedere come nell’esempio del laplaciano.
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Enunciato del teorema

Teorema di Malgrange-Ehrenpreis

Sia P(D) un operatore differenziale a coefficienti costanti. Esiste u € D'(R™) soluzione
fondamentale per 'operatore P (D).

La dimostrazione descrive la soluzione fondamentale tramite una formula "esplicita":

-1 T —ie(€), € ) :
<wt=go [ (/m Pt ) ?
con la notazione £ = (£1,¢') € R x R* ™1,

o Bisogna scegliere ¢ in modo che (2) abbia senso e u sia una soluzione
fondamentale.

@ Se p = 0 fosse ammissibile, potremmo procedere come nell’esempio del laplaciano.

e f & lestensione olomorfa della trasformata di Fourier.
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Aggirare le singolarita

e Senza perdita di generalita

m—1
P&,g)=&"+ ) q;(€)el.
j=0
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Aggirare le singolarita

e Senza perdita di generalita

m—1
P&, &) =&"+ ) q;(€)el.
j=0

o Fissato & € R™™! siano z1(¢'),. .., zx(¢) le radici distinte in C del polinomio di
grado m

& — P(&,¢).
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Aggirare le singolarita

e Senza perdita di generalita
m—1
P&,g)=&"+ ) q;(€)el.
§=0

o Fissato & € R™™! siano z1(¢'),. .., zx(¢) le radici distinte in C del polinomio di
grado m

& — P(&,¢).

Lemma

Dati & € R ed £ > 0, esiste § > 0 tale che, se |¢ — £)| < J, ognuna delle radici
2, (¢") dista meno di € da almeno una delle radici 2; ().

Marco Inversi Il teorema di Malgrange-Ehrenpreis 10/06/2020 11 /20



Aggirare le singolarita

@ Per continuita, esiste 6 > 0 tale che, se

€' =&l < 6= P(.¢) #0sul JoBy;

7 @
B (€0) \

( e ¢ }/
4

) &)

T a Bl
Z
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Aggirare le singolarita

@ Per continuita, esiste 6 > 0 tale che, se

€' — &l < 5= P(.¢) #0sul JoB;;

/’.dr_\\aBl
(L)
/ AlE) \ — 9B @ per |[¢' — &)| < § & ben definito
l (‘E,le: EEI) 3 , / z? f’) \ 1 8]_P<Z, 5/) p (5/)
- ATNES ) sy — s
NGH7CT T
S (&) /
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Aggirare le singolarita

@ Per continuita, esiste 6 > 0 tale che, se

€' — &l < 5= P(.¢) #0sul JoB;;

yai -G \
A1) _—_ 98 @ per |[¢' — &)| < § & ben definito
£ e,

( 21 Eru) 2 / #1(¢) 1 8]_P<Z, 5/)

@ B
N &) /{ 2 %EL__A i [y P(28)
/

\ * g @ per il teorema dei residui, p;(£') ¢ la
HE) R
“"\-...__.,/ somma delle molteplicita degli zeri di

=g P(,€) in B;

dz = p;(€)
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Aggirare le singolarita

/".(d;—\\aBl
Z“; &1 \ !
IS
( g ¢ & =
e (&) /
£ 4
T

Marco Inversi

Il teorema di Malgrange-Ehrenpreis

@ Per continuita, esiste 6 > 0 tale che, se

€' — &l < 5= P(.¢) #0sul JoB;;

@ per |[¢' — &)| < § & ben definito

1 81P(z,§’) o Ny
i ), Pgy 1)

@ per il teorema dei residui, u;(£') & la
somma delle molteplicita degli zeri di
P(-,¢) in By

Q ¢ — p;(¢) & continua, quindi

13 (&) = 15 (£0);
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Aggirare le singolarita

@ Per continuita, esiste 6 > 0 tale che, se

€' — &l < 5= P(.¢) #0sul JoB;;

0.5 h\\aBl
(L) \
AlE) — 9B, @ per |[¢' — &)| < § & ben definito
d _— 225 ) Ay = (€
Q = / ( e ,u‘(_iL__A 2mi Jop, P(5,€) #=na(€)
SR zi(&p) /
° @ per il teorema dei residui, p;(¢') & la
\ FEENE LI .1
TETE S = somma delle molteplicita degli zeri di

Y U P(,€) in Bj;

Q ¢ — p;(¢) & continua, quindi

13 (&) = 15 (£0);

@ P(-,¢') ha m radici e ne ha almeno m
(con molteplicita) in | J B;.
|
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Definire ¢

o Sia i (&) = S(2x(¢)).
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Definire ¢

o Sia nx(§') = S(2k(£"))-
o Fissato &) € R™™! esiste v(£)) € [-m — 1,m + 1] tale che

v(€0) — nk(&o)| > 1.
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Definire ¢

o Sia nx(§') = S(2k(£"))-
o Fissato &) € R™™! esiste v(£)) € [-m — 1,m + 1] tale che

v(€0) — nk(&o)| > 1.

o Per il lemma, esiste d¢; € (0,1) tale che

(&) —me(€) > 1 V€' € Bs,, (€0) k.
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Definire ¢

Sia i (§') = S(zk(£))-
Fissato &) € R™™! esiste v(€)) € [-m — 1,m + 1] tale che

v(€0) — nk(&o)| > 1.

o Per il lemma, esiste d¢; € (0,1) tale che

(&) —me(€) > 1 V€' € Bs,, (€0) k.

Estraiamo un sotto-ricoprimento di R"~! localmente finito e numerabile
{Bi = B(sg, (f{)} . Prendiamo un raffinamento disgiunto {V;}:en tale che
i ieN

Vi: C B; per ogni i.
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Definire ¢

Sia i (§') = S(zk(£))-
Fissato &) € R™™! esiste v(€)) € [-m — 1,m + 1] tale che

v(€0) — nk(&o)| > 1.

o Per il lemma, esiste d¢; € (0,1) tale che

(&) —me(€) > 1 V€' € Bs,, (€0) k.

Estraiamo un sotto-ricoprimento di R"~! localmente finito e numerabile
{Bi = B(sg, (f{)} . Prendiamo un raffinamento disgiunto {V;}:en tale che
i ieN

Vi: C B; per ogni i.

Detto v; = v(£]), poniamo
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Definire ¢

e Detto v; = v(£}), poniamo

e(€) =Y vixv ().

i=1

[e'e]

@ ¢ ¢ misurabile e limitata (da m + 1).
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Definire ¢

e Detto v; = v(£}), poniamo

[e'e]

e(€) =Y vixv ().

i=1

@ ¢ ¢ misurabile e limitata (da m + 1).

o Per costruzione, vale

lo(€) —me(€)] >1 V& e R™! V.

Marco Inversi Il teorema di Malgrange-Ehrenpreis 10/06/2020 14 /20



Definire ¢

e Detto v; = v(£}), poniamo

[e'e]

e(€) =Y vixv ().

i=1
@ ¢ ¢ misurabile e limitata (da m + 1).

o Per costruzione, vale
lp(€) —me(€)] > 1 v e R™ k.

Per ogni ¢’ € R"™!, si ha
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Definire ¢

e Detto v; = v(£}), poniamo

[e'e]

e(€) =Y vixv ().

i=1
@ ¢ ¢ misurabile e limitata (da m + 1).

o Per costruzione, vale
lp(€) —me(€)] > 1 v e R™ k.
Per ogni ¢’ € R"™!, si ha

|P(&1 +ip(E), &)
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e Detto v; = v(€}), poniamo
= v (€)
i=1

@ ¢ & misurabile e limitata (da m + 1).

o Per costruzione, vale
[p(€) —m(€)] > 1 V& eR™T ik

Per ogni ¢’ € R*™!, si ha

[P(€1 + ip(€ |—Hm+w ) — 2 (€)]
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Definire ¢

e Detto v; = v(€}), poniamo

oo

e(€) =Y vixvi ().

i=1
@ ¢ & misurabile e limitata (da m + 1).

o Per costruzione, vale
lp(€) —me(€)] > 1 v e R™ k.

Per ogni ¢’ € R*™!, si ha

P& +ip(€), &) = [ Jle(€) = m(&)
k
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Definire ¢

e Detto v; = v(£}), poniamo

[e'e]

e(€) =Y vixv ().

i=1
@ ¢ ¢ misurabile e limitata (da m + 1).

o Per costruzione, vale
lp(€) —me(€)] > 1 v e R™ k.
Per ogni ¢’ € R"™!, si ha

[P(&1 +ip(€), &)l > 1. ®3)
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Dimostrazione del teorema di M-E

Data f € D, poniamo

1 T f(—& —ip(€), —€) ) y
< f>= G / (/w Ple Tipe) &) ) % @)
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Dimostrazione del teorema di M-E

Data f € D, poniamo

_ 1 T f(—& —ip(€), —€) ) )
< >= / (/w Ple T ip@), &) “1) %

f(z) = / f@)e ™% de, z=(z1,...,2n) € C".
]R’VL
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Dimostrazione del teorema di M-E

Data f € D, poniamo

o1 T f(—& —ip(€), —€) ) )
< >= / (/w Ple T ip@), &) “1) %

f(z) :/ f(x)e ™% de, z=(z1,...,2n) € C".
]Rn

Per verificare che u ¢ ben definito ed & in D’, bisogna stimare f!

Per costruzione, il denominatore & sotto controllo!
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B,.
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B;.

/ f(:n)efiz'z dx
IRTI,

f(2)] =
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B,.

f@l< [ 1@l w (©
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B,.

@) < PP [ 1 ()] de (6)
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B,.

/(@) < war” || fllooe > (6)
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B,.

1F(@)] < wnr"[[£]lsoel "

|2;1™1F ()]
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B;.

/(@) < wnr || flloe >

‘Zj|N|f(z)|: ‘/ f(a:)(_l‘zj)Nefiz-z de
R™
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B;.

/(@) < wnr || flloe >

|sz|f<z>|—‘ / F(@)o e da
Rn
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B;.

/(@) < wnr || flloe >

e ‘/ 0} fla)e™™* da
R
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B,.

1£(2)] < wnr™[| flloce!> =1

Nig n N S(z)|r
12|V 1 f(2)] < wnr™ [0 flloce ™)
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Dimostrazione del teorema di M-E
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B,.

(@) < war” || fllooe >
12| 1f (@)] < war™ 0] flloce >

I fllB, nr"e" 5@

(1 + (=)™

B Y feg —ip(e), —€) > '
|< U7f >| - ‘(27‘.)11 /]R"_l (/—oo P(é.l +7«§0(§l)5’£/) dgl dg

|f(z)] < Cn
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B;.

/(@) < war || flloce >

Ny £ n N S(z)|r
1211 £ (2)] < wnr™ (18] fllooe!S ™)

norS(2)]|

A I fllB. . nT"e
[f(z)| < CRW

<. o ||f||B,.,n+1r"e’"|<P(§')| . I
|<wu, f>< "/Rn—l (/oo I+ &) + €]+ [T §1> ¢
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B,.

1F(@)] < wnr™[[fllooe! @

12|V 1f ()] < war™ 0] flloce >

; £, e S
Z < C T
n_(m+1)r 1
< 21 € Gl sar™e ™ [ e
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Dimostrazione del teorema di M-E

Sia f € D con supporto in B,.

1F(@)] < wnr"[[£]lsoel "

Nig n N S(z)|r
12|V 1 f(2)] < wnr™ [0 flloce ™)

I fllB, nr"e" S

[f(z)| < Cn (1+ [z~

|<u, f>[= Corll fllBnta

Marco Inversi Il teorema di Malgrange-Ehrenpreis 10/06/2020

16 / 20



Dimostrazione del teorema di M-E

Dobbiamo verificare che

< P(D)u, f >=<bo,f > VYfeD.
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Dobbiamo verificare che
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Dimostrazione del teorema di M-E

Dobbiamo verificare che

< P(D)u, f >=<bo,f > VYfeD.

< PD)u, f> =<u,P(-D)f >
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Dimostrazione del teorema di M-E

Dobbiamo verificare che

< P(D)u, f >=< o, f > VfeD.

1 T PCD)f)(—61 — ipl€!), —€) ,
<PDuf> = /R (/m P& + ip(€), ) d€1> a

(2m)"
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Dimostrazione del teorema di M-E

Dobbiamo verificare che

< P(D)u, f >=<bo,f > VYfeD.

! O Pf)(=& —ip(€), =€) ) /
<POui> =g | (/oo P@+ipe)e) )
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Dimostrazione del teorema di M-E

Dobbiamo verificare che

< P(D)u, f >=<bo,f > VYfeD.
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Dimostrazione del teorema di M-E

Dobbiamo verificare che

< P(D)u, f >=<bo,f > VYfeD.

too
<P f > = o / (/ f(£1+w<£>,§>d&> d
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Dimostrazione del teorema di M-E
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Dimostrazione del teorema di M-E

Dobbiamo verificare che

< P(D)u, f >=<bo,f > VYfeD.
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Dimostrazione del teorema di M-E

Siano f € D con supporto in B, e ¢ € R*™!. Concludiamo se mostriamo che

+oo ¥ ” +oo x
/ fl&+ip€),€) da i/ f€1,€) d&

oo —o0
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Dimostrazione del teorema di M-E

Siano f € D con supporto in B, e ¢ € R*™!. Concludiamo se mostriamo che

+oo ¥ ” +oo x
/ fl&+ip€),€) da i/ f€1,€) d&

oo —o0

(£ '

) 1

-R -8 =7 -6 -5 r.; -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 T R
"

La funzione z — f(z,£') & olomorfa:

0— / Fer€) de+ / Fer€) de+ / Fer€) de+ / a8 de.
rt 2 4

R R R R
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Dimostrazione del teorema di M-E

* 1
ip(¢)
il 1
1
'k
-R-8 -7 -6 -5 l-\;BAl -3 -2 -1 0 4 2 6 7 R
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Dimostrazione del teorema di M-E

ip(£) %
£ 1
i1 r}?
-R -8 -7 -6 -5 r.] —4 -3 -2 -1 0 4 2 3 4 & 6 7 R
"

R—+oc0

L too
lim / F(er€) dz = - / (e +ip(€). € de
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Dimostrazione del teorema di M-E

ip(¢) T}
ri :
Rj l"};
-R-8 -7 -6 -5 r.] —4 -3 -2 -1 0 1 Z 3 4 5 6 7 R
R

R—+oc0

tim / F€) / fene) de’
—+oo
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Dimostrazione del teorema di M-E

ip(¢) T}
ri :
Rj l"};
-R-8 -7 -6 -5 r.] —4 -3 -2 -1 0 1 Z 3 4 5 6 7 R
R

R—+oc0

+oo
lim / f(z.€) / f&,¢) a¢’
—+oo
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e[ s
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Dimostrazione del teorema di M-E

ip(£) %

oo 1
A =T
g
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Dimostrazione del teorema di M-E

i(£) i

3
Iy i L
R

=
¥
w
-
o
@
~
A

R -7 s 5 14 -4 -3 2 -1
Iz

||f||BT,1T"eT|“"(§’)|
14 |R+it| + |¢|

< lm lole)  suwp [cn
R—+o0 te[0,|e ()]
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Dimostrazione del teorema di M-E

ip(¢) T}
ri :
Rj l"};
-R-8 -7 -6 -5 r.] —4 -3 -2 -1 0 1 Z 3 4 5 6 7 R
R

R—+oc0

+oo
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Dimostrazione del teorema di M-E

(g ri
1’33 1 l"};
R -2 -7 -6 -5 1-\.134 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 R
L too
im [ fe€) dz= - / (e +ig(e).€) de’
R—+oc0 2 oo
. too
im [ f(ae) dz = / Fen€) ae
R— o0 4 o
] f(z.6) dz| =0
e[ e
1 F(2,6) dz| =0 n
o[ e
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Grazie per ’attenzione!
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