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Introduzione

Preso un arrangiamento di iperpiani H in uno spazio affine, gli possiamo associare il
gruppo di riflessione W generato dalle riflessioni ortogonali rispetto agli iperpiani di
‘H. Viceversa, dato un tale gruppo W possiamo considerare 'arrangiamento di tutti gli
iperpiani fissati da un elemento di W — {0}. Dato adesso uno spazio vettoriale reale V,
sia V¢ il suo complessificato. Lo scopo della trattazione ¢ quello di dimostrare che se
Iarrangiamento H & associato a un gruppo di riflessione finito, lo spazio

Y=V - |J He
HeH

ha rivestimento universale contraibile.

Questo risultato verra dimostrato seguendo la traccia dell’articolo di Pierre Deligne
”Les immeubles des groupes de tresses généralisés”, ma per poter rendere accessibile la
trattazione sono stati inseriti tutti i preliminari necessari, con relative dimostrazioni.

In particolare nel Capitolo 1 vengono enunciate delle definizioni di base su gruppi,
azioni di gruppo e gruppi di Coxeter; inoltre vengono richiamate le definizioni di categoria
e di complessi simpliciali.

Nella prima sezione del Capitolo 2 introduciamo una relazione di equivalenza sullo
spazio affine E basata sull’arrangiamento di iperpiani. Introduciamo cosi una suddivi-
sione dello spazio in faccette e chiamiamo camere le faccette che sono aperti non vuoti
di V.

Nella seconda sezione associamo ad H il gruppo W generato dalle riflessioni ortogonali
rispetto agli iperpiani di H. Nell’ipotesi che 'arrangiamento sia anche W —invariante e
che W agisca in modo proprio su F, dimostriamo quindi che W agisce in modo sempli-
cemente transitivo sull’insieme delle camere.

Diamo poi delle condizioni per la finitezza di W. Questa ipotesi ¢ fondamentale per
dimostrare che le camere sono dei coni simpliciali aperti: tale dimostrazione sara svolta
nella quarta sezione e sara il collegamento con il Capitolo 3.

A completamento del Capitolo 2 richiamiamo la classificazione dei gruppi di riflessione
finiti mediante i grafi di Cozeter, grazie ai quali sara possibile dare una lista di tutti i
possibili gruppi di riflessione.

Introduciamo nella prima sezione del Capitolo 3 il concetto di galleria ovvero un
cammino tra camere adiacenti. Definiamo una distanza tra camere basata sulle gallerie.
Grazie all’ipotesi di coni simpliciali possiamo definire la camera opposta a una camera



data rispetto a una qualsiasi intersezione di iperpiani di H che sono muri di una camera
C.

Nella seconda sezione diamo la definizione formale di categoria delle gallerie, cioé I'in-
sieme di tutte le gallerie munite di una operazione naturale che ¢ la composizione.
Partendo dalla categoria delle gallerie costruiamo nella terza sezione uno spazio I con-
traibile. Infine, nell’ultima sezione, definiamo uno spazio Y che riveste il nostro spazio
Y e mostriamo grazie al Lemma del nervo che Y ha lo stesso tipo di omotopia di [
completando la dimostrazione.
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Capitolo 1

Preliminari

In questo primo capitolo vengono richiamate alcune definizioni e qualche risultato utile
per il seguito della trattazione. Assumiamo come noti questi risultati senza dimostrarli.

Azioni di gruppo su un insieme

Definizione 1. Sia G un gruppo e X un insieme. Una azione di G su X € una mappa:

GxX — X
(g,x) +— g-x

che soddisfa le seguenti proprieta:

1. id -z = x per ogni = € X;

2. (g192) -x =¢1- (g2 - x) per ogni g1,92 € G, x € X.
Definizione 2. Sia G un gruppo che agisce su un insieme X. Chiamiamo stabilizzatore
di x, stab(z) = {g € G|g - x = x}. Chiamiamo inoltre orbita di x, orb(x) = {y € X|3g €
G,g-y=ux}.
Definizione 3. Sia G un’azione di un gruppo su un insieme X; 'azione si dice:
Transitiva: se esiste una unica orbita: Vz,y € X,3g € G tale che g-x = y;

Semplicemente transitiva: se Vz,y € X,dlg € G tale che g-x = y.

Definizione 4. Sia X uno spazio topologico e G un gruppo topologico; allora una azione
di G su X si dice propria se la mappa:

GxX — XxX
(g,l') — (ng,ﬂZ)

¢ una mappa propria (i.e. controimmagine di compatti & compatta).

Definizione 5. Uno spazio topologico si dice localmente compatto se ogni punto am-
mette una base fondamentale di intorni compatti.



Cenni sui sistemi di Coxeter

Le dimostrazioni delle proposizioni enunciate si possono trovare in Bourbaki [3], Parte
4, Capitolo 1.

Definizione 6. Dato un gruppo W e un suo insieme di generatori S tale che ogni
suo elemento abbia ordine 2, diciamo che la coppia (W, S) ¢ un sistema di Cozxeter se
soddisfa la seguente condizione: per s,s’ in S, sia m(s,s’) Pordine dell’elemento ss’ e
sia I l'insieme delle coppie per cui m(s,s’) & finito; allora 'insieme generatore S e le
relazioni (ss')"(*5') = 1 per (s,s') € I danno una presentazione di W.

Definizione 7. Sia (W, S) un sistema di Coxeter, la lunghezza di w € W (rispetto a
S), indicata con lg(w) o semplicemente I(w), & il pit piccolo intero ¢ > 0 tale che w & il
prodotto di una sequenza di g elementi di S. Una decomposizione in forma ridotta di w
¢ ogni sequenza s = (s, ..., 54) di elementi di S tale che w = s1...54 € ¢ = l[(w).

Definizione 8. Diremo che (W, S) soddisfa [’ezchange condition se rispetta la seguente
proprieta: siano w € W e s € S tali che I(sw) < I(w). Per ogni forma ridotta (s, ..., s4)
di w, esiste un intero j taleche 1 < j <gqe

§81...8j—-1 = S1...5j-155

Proposizione 1. (W,S) ¢é un sistema di Cozxeter se e solo se soddisfa ’exchange con-
dition.

Proposizione 2. Sia (Ps)ses una famiglia di sottoinsiemi di W che soddisfa le sequenti
tre condizioni:

A’ 1€ P; per ogni s € S;
B’ Gli insiemi Py e sPs dono disgiunti per ogni s € S;
C Siano s,s' € S, we W; sew € Ps; e ws' € Py, allora sw = ws';

Allora (W, S) ¢é un sistema di Cozeter e Py é formato dagli elementi w € W tali che
l(sw) > l(w).

Proposizione 3. Supponiamo che (W, S) sia un sistema di Coxeter. Per ogni s € S,
sia Py Uinsieme degli elementi w € W tali che l(sw) > l(w), allora valgono le sequenti
proprieta:

A Nyes Ps = {1}

B Per ogni s € S, gli insiemi Ps e sP; danno una partizione di W.



Simplessi e CW-complessi

Definizione 9. Siano z1, ..., 11, n+1 punti in posizione generale in uno spazio euclideo
R™. Allora un simplesso n-dimensionale & 'inviluppo convesso degli n + 1 punti dati.

Definizione 10. Una cella m—dimensionale ¢ uno spazio omeomorfo al disco B™. Si
dice che una cella ¢ aperta se omeomorfa alla parte interna di B". In entrambi i casi m
& univocamente determinato.

Definizione 11. Un CW-complesso € uno spazio X e una collezione di celle aperte
disgiunte {e,} la cui unione & X e tale che:

1. X & di Hausdorff;

2. per ogni m-cella aperta ey, esiste una funzione continua f, : B™ — X che & un
omeomorfismo tra la parte interna di B,, e e, e manda il bordo di B™ in una
unione finita di celle aperte di dimentsione minore di m;

3. Un insieme A & chiuso in X se A Ne, ¢ chiuso in €, per ogni a.

Categorie e Funtori

Definizione 12. Una categoria C & definita dai seguenti dati:

Una classe Ob(C) i cui elementi sono chiamati oggetti della categoria C;

Una classe Mor(C) i cui elementi sono chiamati morfismi. Indichiamo con
Morc(A, B) i morfismi di dominio A e codominio B;

Una legge di composizione tra morfismi associativa;

L’esistenza per ogni A € Ob(C) del morfismo identico 14 : A — A tale che per
ogni f € Morc(A, B) e per ogni g € More(C, A) vale che

fola=Ff
lgog=g

Definizione 13. Siano C e D due categorie. Un funtore da C in D & una coppia di
funzioni, generalmente indicate con lo stesso simbolo,

F=(F:00bC)— Ob(D),F: Mor(C) — Mor(D))
che verifichi le seguenti proprieta:
1. Se A,A €0b(C)e f: A— A allora F(f): F(A) — F(A);
2. Se A, AL,A" e Ob(C), f: A=A eg: A — A" allora F(go f) = F(g) o F(f);
3. F(14) = 1p(a) per ogni A € Ob(C).

Definizione 14. Un funtore F si dice fedele se per ogni A, B € Ob(C), Fiaore(a,B) :
Mor¢(A,B) — Morp(F(A), F(B)) ¢ iniettiva.



Capitolo 2

Arrangiamenti per gruppi di
riflessione finiti

In questa secondo capitolo vengono date le definizioni di base degli elementi che costitui-
scono uno spazio affine E' con associato uno gruppo delle traslazioni 7" e un arrangiamento
di iperpiani H. In particolare verranno introdotti i concetti di faccetta, camera, muro
e le loro principali proprieta. Ci concentreremo poi sul gruppo di riflessione generato
a partire dall’arrangiamento di iperpiani, dando delle condizioni per la sua finitezza e
mostrando il modo in cui il gruppo agisce sulle camere dello spazio. Grazie a questi pre-
liminari, arriveremo ad un risultato fondamentale per il seguito della trattazione, ovvero
la dimostrazione che per gruppi di riflessione finiti associati ad arrangiamenti essenziali,
le camere sono coni simpliciali aperti. A completamento del capitolo verranno dati dei
cenni sulla classificazione dei gruppi di riflessione finiti passando dai grafi di Cozxeter.

2.1 Arrangiamenti di iperpiani, faccette, camere, facce,
muri

Denotiamo con FE lo spazio reale affine di dimensione d e chiamiamo 7' il gruppo delle
traslazioni di F. Adesso Ve € E si ha che la mappa da T ad E tale che t — e+t & un
omeomorfismo tra i due spazi.

Definizione 2.1.1. Un arrangiamento di iperpiani H € un insieme di iperpiani affini
dello spazio E. Un arrangiamento H si dice localmente finito se per ogni punto e € F
esiste un intorno I di e tale che I interseca solamente un numero finito di iperpiani di

H.

Osservazione 2.1. Ogni arrangiamento finito e localmente finito.

Esempio 2.1. Consideriamo F = R? e H I'insieme delle rette di coefficiente angolare %
Allora ogni punto della retta {y = 0} non possiede l'intorno richiesto dalla definizione e
dunque H non e localmente finito.



Se non diversamente specificato, H sara sempre un arrangiamento localmente finito.
Sia adesso H un iperpiano; lo spazio £ — H ha due componenti connesse che chiameremo
semispazi aperti con frontiera H. Le loro chiusure prendono il nome di semispazi chiusi
con frontiera H. x,y € E si dicono dalla stessa parte di H se appartengono allo stesso
semispazio aperto; da parti opposte di H se appartengono a semispazi opposti. Sia
A un insieme connesso e non vuoto di E; per ogni iperpiano H che non interseca A,
definiamo Dy (A) l'unico semispazio aperto con frontiera H che contiene A. Se adesso
N & larrangiamento di iperpiani formato dagli H € H tali che A non interseca H,
poniamo:

Dy(A)= (1] Du(A)
HeN

Fissato un arrangiamento di iperpiani H, definiamo una relazione su F che sara di
fondamentale importanza per tutto il resto della trattazione: Vx,y € F, x ¢ in relazione
con y (x ~ y) se e solo se:

per ogni iperpiano H € H, o x e y appartengono entrambi a H, o z e y sono dalla
stessa parte di H.

Si verifica facilmente che la relazione ~ ¢ di equivalenza su F e pertanto abbiamo una
partizione dello spazio.

Definizione 2.1.2. Una faccetta di E relativa a H € una classe di equivalenza relativa
alla relazione sopra definita.

Consideriamo adesso una faccetta F' e un punto a € F'; dalla relazione introdotta
risulta che un iperpiano H € H contiene F' se e solo se a € H. Questo vuol dire che
I'insieme degli iperpiani che contengono una faccetta F' e finito: infatti se I'insieme degli
iperpiani che contiene F' fosse infinito, dato un a appartenente a F' allora a € H per
infiniti H contro la locale finitezza di H. Inoltre, sempre per come sono state definite le
faccette, vale che per ogni a,a’ € F, Dy (a) = Dg(a’) e per ogni H che non contiene F,
Dpy(a) = Dy(a).

Definizione 2.1.3. Sia Hp l'insieme degli iperpiani che contengono una certa faccetta
F. Chiamiamo supporto affine di F l'intersezione degli iperpiani in Hg:

P= ﬂ H
HeHp

Per quanto detto, P ¢ una intersezione finita. Poniamo inoltre dimensione di F la
dimensione del supporto affine P.

Osservazione 2.2. Sia a € F, P il supporto affine di F', allora:
F=pPn () Dula)
He{H—HF}

F=Pn ﬂ DH(CL)
He{H—-HFr}




In entrambe le relazioni e chiaro che il membro di sinistra e contenuto in quello di destra.
Vediamo l’altro contenimento. Nel primo caso sia @’ nel membro di destra; vogliamo
mostrare che a’ € F, cioé che a’ ~ a, ovvero che si comporta come a rispetto a ogni
iperpiano; dall’appartenenza a P si ha che sta in tutti gli iperpiani in cui sta anche a;
dall’appartenenza a D (a) per ogni H € H —Hp si ha che sta dalla stessa parte di a per
ogni altro iperpiano; dunque a ~ a’. Nel secondo caso sia a” € PN ﬂHe{H—HF} Dy (a),

allora il segmento aperto ]a”, a[ & contenuto in P e in Dy(a) per ogni H € H — Hp in
quanto sono spazi convessi; dunque ]Ja”, a[€ F per la relazione sopra e o’ € F.

Esempio 2.2. Sia E lo spazio affine bidimensionale e H = {H;, Ha} due rette incidenti;
con riferimento alla Figura si hanno le seguenti faccette:
e L’origine O (con supporto se stesso);

e Le 4 semirette aperte con inizio O e giacenti sulle rette Hj, Hy (con supporto la
retta su cui giacciono);

e I 4 coni aperti Cy,...,Cy delimitati dalle rette H; e Hy (con supporto tutto lo
spazio).

Hoy Cy Hy
0]

03 Cl
Cy

Figura 2.1: Esempio di faccette in uno spazio affine bidimensionale

Proposizione 2.1.4. Sia F' una faccetta e P il suo supporto affine, allora:

1. L’insieme F' €& un sottoinsieme aperto e convesso di P;

2. La chiusura di F' & unione di F e di faccette di dimensione strettamente minore
della sua;

3. Nello spazio topologico P, l'insieme F' ¢ la parte interna della sua chiusura.

Dimostrazione. 1. Dato che i semispazi e gli iperpiani sono sottoinsiemi convessi di
FE, allora anche F', che ¢ intersezione di questi, € convessa. Mostriamo adesso
che ¢ aperta: sia a € F e sia U un intorno aperto convesso di a in E che non
incontra nessun iperpiano nell’insieme N = {H € H|a ¢ H} (I'intorno U esiste, si
puo prendere ad esempio (e Dr(a)). Per ogni H € N, abbiamo dunque che
U C Dg(a), dunque PNU C F e pertanto F' & intorno di ogni suo punto in P;



2. Sia b € F — F, appartenente alla faccetta F' e sia N' = {H e N|b€ H} = {H €
Hla ¢ H,b € H}. Poniamo N = N — N'. Per ogni H € N” abbiamo che b ¢ H

e b € Dg(a), dunque b € Dg(a) (Dg(a) UH = Dg(a)) e Dy(b) = Dg(a); dalle
formule viste si ha adesso (posto Dy (b) = Dy (a) per H € N"):

F'=pPn () Hn () Dula)

HeN’ HeN"
F=Pn () Dula)n () Daula)
HeN’ HeN"

quindi F/ C F. Non possiamo avere N’/ = (), perché questo implicherebbe che
F = F’ (contraddicendo l'ipotesi b ¢ F' e b € F’). Il supporto di F’ & I'insieme
P" = PN (\genr H; abbiamo adesso a € P, ma a ¢ H per ogni H € N, dunque
P’ # P e finalmente dimP’ < dimP;

3. Sia H € N’ e sia D il semispazio aperto con frontiera H e distinto da Dy(a);
abbiamo b € H N P ed & immediato osservare che D N P ¢ il semispazio di P con
frontiera H N P. Di conseguenza, ogni intorno di b in P incontra DN P e dato che
DNP & disgiunto da F, osserviamo che il punto b di F— F non pud appartenere alla
parte interna di F nello spazio topologico P. Dato che F & aperto in P abbiamo
la tesi.

DI

Corollario 2.1.5. Siano F e F' due faccette. Se F = F', allora le faccette F e F' sono
uguali.

Dimostrazione. Segue direttamente dal punto (3) della proposizione precedente. D>

Definizione 2.1.6. Una camera C di E relativa ad H (o semplicemente una camera se
‘H & noto dal contesto) & una faccetta di E relativa ad H che non & contenuta in nessun
iperpiano di H.

Esempio 2.3. Con riferimento alla Figura[2.T] le camere sono i coni aperti Cy, Cs, Cs, Cy.

Sia U l'aperto di E fatto dai punti che non appartengono a nessun iperpiano di H;
dato che un iperpiano di H deve contenere ogni faccetta che incontra, allora le camere
sono le faccette contenute in U. Dalla proposizione vista si ha che ogni camera ¢ convessa
(quindi connessa) in E, che ogni camera ¢ parte interna della sua chiusura e che, dato
che le camere partizionano U, sono proprio le sue componenti connesse. Ogni insieme
non vuoto e convesso A di U & contenuto in una e una sola camera ed & chiaro che il
supporto di una camera C' & tutto lo spazio E. Le formule viste in generale diventano
dunque (posto A un sottoinsieme non vuoto di C):

C= () Dula) C= () Du(a)

dove Dy (a) = Dy (A) per ogni a € A.
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Proposizione 2.1.7. Sia C' un insieme non vuoto di E. Supponiamo che esista un
sottoinsieme H' di H con le sequenti proprieta:

e Per ogni H € H', esiste un semispazio aperto Dy con frontiera H tale che C' =
Neew P
e L’insieme C non interseca nessun iperpiano appartenente a H — H'.

allora, sotto queste condizioni, C' é una camera relativa ad H e Dy = Dy (C) per ogni

HeH.

Dimostrazione. Le due condizioni mostrano come C sia un sottospazio convesso di U e
dunque, per quanto gia detto, esiste una camera C’ che contiene C. Inoltre, abbiamo
Dy = Dy (C) per ogni H € H' e dunque C' = D3/ (C) D Dy(C) (poiché H' C H). Ma
dalle formule delle faccette abbiamo Dy (C) = C’ e dunque C = C". D

Proposizione 2.1.8. Ogni punto di E appartiene alla chiusura di almeno una camera.

Dimostrazione. Sia a € E e siano Hi, ..., H,, gli iperpiani che passano per a (sono in
numero finito per la locale finitezza). Sempre per la locale finitezza esiste un intorno di
a che interseca solamente gli iperpiani Hq, ..., H,,. Sia adesso D un segmento passante
per a, ma non contenuto in nessuno degli iperpiani H;; sia adesso z € D con z # a;
se adesso z & sufficientemente vicino ad a, allora il segmento aperto ]a, x| non interseca
nessuno degli H; e pertanto sara contenuto in U. Essendo un sottoinsieme connesso e
convesso deve essere contenuto in una camera C e dunque a € C. >

Proposizione 2.1.9. Sia P un sottospazio affine di E e ) un aperto non vuoto di P;
allora:

1. Esiste un punto a € £ che non appartiene a nessuno degli iperpiani di H che non
contengono P;

2. Se P ¢ un iperpiano e P ¢ H, allora esiste una camera che interseca );

3. Se P ¢é un iperpiano e P € H, allora esiste un punto a € £ che non appartiene a
nessun iperpiano H # P di ‘H.

Dimostrazione. Chiamiamo N = {H € H|P ¢ H} e sia P l'insieme degli iperpiani dello
spazio affine P della forma PN H con H € N. 1l sottoinsieme P & localmente finito in
P e la proposizione precedente mostra che €2 incontra una camera I' definita da P in P.
Se adesso a € ' N (), allora a ¢ H per ogni H € N e dunque si ha il punto (1).

Supponiamo adesso che P sia un iperpiano; ogni iperpiano che lo contiene & uguale
a P stesso; distinguiamo dunque due casi:

P¢?H : allora N = H esihaa¢ H per ogni H € H. Dunque a appartiene a una
camera definita da H in E e questo ¢ il punto (2) della proposizione;

P e M : allora N =H — {P} e dunque (3).

11



Definizione 2.1.10. Sia C una camera di . Una faccia di C' & una faccetta contenuta
nella chiusura di C' il cui supporto ¢ un iperpiano. Un muro di C' € un iperpiano che &
il supporto di una faccia di C. Indichiamo con M l'insieme dei muri di C.

Osservazione 2.3. Ogni muro di C' appartiene a ‘H. Un iperpiano H € H & un muro di
C se e solo se C' # Dy (C). Inoltre, ogni muro di C' ¢ il supporto di una singola faccia
di C (altrimenti C' non sarebbe pill convesso).

Esempio 2.4. Sempre con riferimento a Figura fissata la camera C4, le sue facce
sono le semirette aperte che partono da O e delimitano . I suoi muri sono i supporti
di tali semirette, in questo caso Hy e Ho.

Proposizione 2.1.11. Ogni iperpiano H € H é muro di almeno una camera.

Dimostrazione. Grazie al punto (3) della Proposizione scegliendo €2 = H si ha che
da € H che appartiene solamente ad H e a nessun altro iperpiano di H. Inoltre sappiamo
che a appartiene alla chiusura di una certa camera C. Vorremmo allora dimostrare che
H & muro della camera C e dunque, in particolare, che tutta la faccetta F' che contiene
a appartiene a C' (che poi il supporto sia H viene ancora dalla Proposizione . Dato
che adesso C & unione di faccette (Proposizione e contiene a, allora contiene tutta
F (perché a sta solo in F'), dunque la tesi. D

La seguente proposizione (di cui si puo trovare la dimostrazione in Bourbaki [3], n.
1, Sezione 4, Proposizione 9) ¢ utile a capire la struttura delle camere e verra richiamata
pil avanti nel capitolo.

Proposizione 2.1.12. Sia C una camera e sia M Uinsieme dei muri di C. Allora C =
Dm(C) e ogni sottoinsieme N di H tale che C' = Dar(C) contiene M. Un sottoinsieme
F di C & una faccetta se e solo se € una faccetta di E relativa alla famiglia M.

Osservazione 2.4. Sia F' una faccetta con supporto un iperpiano P; vogliamo mostrare
che F ¢ faccia di due camere: sia A I'insieme degli iperpiani H # P appartenenti a H.
Poniamo A = Dyr(F) e denotiamo con DT e D~ i due semispazi aperti con frontiera P.
L’insieme A & aperto e contiene F' C P e dato che ogni punto di P sta nella chiusura
di Dt e di D™, linsieme CT™ = AN D" e C- = AN D~ sono non vuoti; queste
sono camere (ho intersecato anche gli ultimi semispazi). Inoltre, I'iperpiano P incontra
Dy (F) = D (CT); dunque, ragionando come nella Proposizione si ha che P
¢ muro di Ct e F, che incontra P N Dy/(F) ¢ una faccia di C*. Allo stesso modo si
ragiona per C'~.

Infine, sia C' una camera di cui F & faccia e supponiamo per esempio DT = Dp(C);
I'insieme Dyr(C) incontra F' e dunque si puo verificare che € uguale a Dys(F'), quindi si
ha:

C = Dy(C) = Dp(C)NDx(C) =D NDy(F)=C"

Esempio 2.5. Consideriamo per semplicita uno spazio vettoriale reale V' di dimensione
d e sia vy, ...,vq una base di V. Ogni vettore w € V si scrive in forma unica come

W = a1v1 + ... + aqvq

12



Chiamiamo 7; : V' — R il funzionale lineare tale che m;(w) = a; e denotiamo con H; gli
iperpiani Kerm;. Chiamiamo infine H 'arrangiamento di iperpiani Hy, ..., Hy.

Denotiamo con J ogni sottoinsieme di indici di I = {1,...,d} e poniamo H; =
(ics Hi. Inoltre, per ogni sequenza (1, ...,£4) con &; € {—1,0, 1}, poniamo F(e1,...,eq)
I'insieme dei w € V tali che il segno di m;(w) sia uguale a quello di ¢; per ogni i € I.
E immediato constatare che con questa notazione abbiamo individuato tutte le faccette
relative a H. Osserviamo anche che la faccetta F'(e1,...,£4) ha come supporto H; dove
J ¢ l'insieme degli indici ¢ € I tali che ¢; = 0 e che, in particolare, le camere sono le
faccette F(eq,...,eq4) con g; # 0 per ogni i.

La camera C' = F(1,...,1) formata dai vettori w che sono combinazioni lineari stret-
tamente positive dei v; prende il nome di cono simpliciale aperto con vertice nell’origine
definito dalla base (v1,...,vq). La sua chiusura consiste nei w tali che m;(w) > 0 per
ogni ¢. Per ogni sottoinsieme J di I poniamo C; l'insieme dei vettori w € V tale che
mi(w) =0 peri € J e mj(w) > 0 per i € I — J. Allora C; ¢ una faccetta con supporto
Hj; ed ¢ un cono simpliciale aperto di vertice 'origine nel sottospazio Hj; inoltre vale

che:
c=Jcy
JCI
In particolare, i muri di C' sono gli iperpiani H; con i € I, e le faccia di C' contenuta in
H; ¢ proprio C;.
Nessuna delle strutture analizzate nell’esempio cambia se viene manipolata la base
moltiplicando ogni vettore v; per uno scalare \; > 0.

2.2 Riflessioni ortogonali e proprieta sui gruppi di rifles-
sione

Sia V' uno spazio vettoriale e sia (-,-) un prodotto scalare definito positivo su V. Sia

adesso H, = {v € V|(v,a) =0} con v € V, a« # 0.

Definizione 2.2.1. Posto H, come sopra, una riflessione € un operatore lineare s =
sm, 'V — V tale che manda «a nel suo opposto e lascia invariato I'iperpiano Hy,.

Lemma 2.2.2. Posto H, come sopra, una riflessione si puo esprimere attraverso la
sequente semplice formula: sia v € V allora:

s, (v) =v—

Inoltre, l’operatore sy, € ortogonale.

Dimostrazione. Sappiamo che V' = span(a) & H,. La formula da il risultato corretto
sia per v € span(a) (sg,(v) = —v), sia per v € H, ((v,a) = 0) e dunque, essendo ben
definita su una base, ¢ ben definita su tutto V. Mostriamo che sy € ortogonale: per
ogni v,w € V:




>

D’ora in avanti parleremo di riflessione rispetto all’iperpiano H e non specificheremo
il vettore o ortogonale. Scriveremo pertanto sy al posto di sg,,

Osservazione 2.5. Ogni riflessione sy ha ordine 2 (s%, = id).

Possiamo definire le riflessioni ortogonali anche in uno spazio affine E con T spazio
delle traslazioni. In particolare sia H un iperpiano affine di E, allora la riflessione
ortogonale ¢ la simmetria rispetto ad H che chiameremo ancora sy : E — FE. Anche
in questo caso abbiamo una comoda scrittura per sg: dato che ogni punto x di £ puo
essere scritto nella forma x = h + v con h € H e v ortogonale ad H allora:

sg(h+v)=h—-v

Definizione 2.2.3. Dato un arrangiamento di iperpiani H in uno spazio affine reale di
dimensione d definiamo il gruppo di riflessione relativo ad H il gruppo W generato dalle
riflessioni ortogonali sy con H € H.

Esempio 2.6. Sia V = R? e sia H I'insieme delle bisettrici e delle rette {z = 0} e {y = 0}
come mostrato in Figura [2.2

Figura 2.2: 1l gruppo diedrale come gruppo di riflessione

Sia W generato dalle riflessioni ortogonali s1, ..., s4 rispetto alle rette Hy,...Hy. Vor-
remo mostrare che W = Dy =< o, p|lo? = id, p* = id,opoc—" = p~! >. Svolgendo dei
facili conti si puo mostrare che W e generato solamente da s; e s5. Adesso s1s2 ha ordine
4 e vale che (s2)(s152)(s2)7' = 5251 = (5152)"!. Posto dunque s3 = o e 5152 = p si ha
I’isomorfismo con il gruppo diedrale Dy.

D’ora in avanti e per tutto il resto della trattazione assumeremo che le seguenti
condizioni siano sempre soddisfatte:
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P1 Per ogni w € W e per ogni H € H, l'iperpiano w(H ) appartiene a H;
P2 Il gruppo W, munito della topologia discreta, agisce in modo proprio su E.

Se lo spazio E ¢ localmente compatto segue da Osservazione 4, n.5 di Bourbaki [4],
Capitolo 3 che la seconda condizione & equivalente a:

P2’ Per ogni coppia di sottoinsiemi compatti K e L di E, I'insieme dei w € W tali che
w(K) interseca L & finito.

La proprieta P1 esprime il fatto che le camere date dall’arrangiamento H danno una
tassellatura regolare dello spazio, ovvero sono ottenute I'una dall’altra tramite isometria
come mostrato dalla figura seguente

Figura 2.3: Ruolo della proprieta P1

La proprieta P2 (o equivalentemente P2’ dato che siamo in uno spazio localmente
compatto) avra un ruolo importante nei prossimi risultati, a partire dal seguente.

Lemma 2.2.4. Un arrangiamento di iperpiani H con le proprieta sopra € localmente
finito.

Dimostrazione. Sia K un sottoinsieme compatto di £. Se un iperpiano H di ‘H interseca
K, anche l'insieme sy (K) incontra K dato che ogni punto di K N H & fissato da sy.
L’insieme degli H € H che incontrano K & dunque finito per la proprieta P2’. B>

Grazie a quanto appena dimostrato possiamo utilizzare tutti i risultati della prima
sezione: possiamo dunque parlare di faccette, camere, facce e muri relativi a W gruppo
di riflessione associato a H.

Osservazione 2.6. Ogni riflessione w € W agisce in modo naturale sui punti di £. In
particolare, permuta le faccette, le camere, i muri e le facce relative a H.

Nel nostro spazio E munito di 7" poniamo adesso ||t|| = (t,t)% la norma su T e
d(z,y) = || — y|| la distanza tra due punti di E.

Lemma 2.2.5. Sia C una camera, allora:
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1. Per ogni x € E, esiste un elemento w € W tale che w(x) € C;
2. Per ogni camera C', esiste un elemento w € W tale che w(C') = C;

3. 1l gruppo W ¢ generato dall’insieme delle riflessioni ortogonali rispetto ai muri di

C.

Dimostrazione. Chiamiamo M l'insieme dei muri di C' e sia Wy il sottogruppo di W
generato dalle riflessioni rispetto ai muri di C.

1. Sia x € F e sia orbp(x) Vorbita di x sotto I'azione naturale di Wy. E dunque
sufficiente provare che orby(x) interseca C. Sia a € C; esiste una palla chiusa
B di centro a che interseca orbp(z); dato che B & compatto, allora la proprieta
P2’ mostra che BNorby(x) ¢ finito (altrimenti, in BNorba(x) avremmo almeno
w;(x) per ogni i € Nyw; € W distinti e applicando la proprieta P2’ ai compatti
B, B si ha un assurdo). Dunque esiste y € orby(z) tale che:

d(a,y) < d(a,y) Vy' € orba(x)

Vogliamo provare che y € C. Per farlo ¢ sufficiente mostrare che se H ¢ un muro
di C, allora y € Dg(C) e dunque la relazione segue dalla Proposizione [2.1.12| Se
sg € Wiy, abbiamo sy (y) € orba(x) e dunque (grazie alla relazione precedente):

d(a,y)? < d(a,su(y))?

Dunque esiste un b € H e due vettori t e u taliche a = b+t ey =5b+u con u
ortogonale a H. Allora sy (y) = b — u, e la formula ¢ equivalente a:

(t—ut —u) < (t+ut+u) — (t,u)>0

e questa disuguaglianza implica che y € Dy (C) e il punto (1);

2. Sia €’ una camera e sia a’ € C'. Grazie a quello che abbiamo provato, esiste un
w € Wy tale che w™!(a’) € C; dunque, la camera C’ interseca la camera w(C);
dato adesso che w(C) & I'unione di w(C) e di faccette di dimensione strettamente
minore di w(C') (Proposizione abbiamo che C' = w(C);

3. Dobbiamo provare che W = W e per far questo ¢ sufficiente mostrare che
s € Wy per ogni H' € H. Adesso H' & muro di almeno una camera C’ (Propo-
sizione . Abbiamo visto allora che esiste w € Wy, tale che C' = w(C); di
conseguenza esiste un muro H di C tale che H' = w(H) e dunque sg = wsyw™! €
W

>

Il seguente teorema & di fondamentale importanza in quanto fornira il collegamento
tra il lavoro svolto fino ad adesso e la classificazione dei gruppi finiti di riflessione.

Teorema 2.2.6. Sia C' una camera e sia S linsieme delle riflessioni rispetto ai muri
di C. Allora:
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1. La coppia (W, S) é un sistema di Cozeter;

2. Sia w € W e sia H un muro di C. La relazione [(sgw) > [(w) implica che le
camere C e w(C) sono dalla stessa parte di H;

3. Per ogni camera C', esiste un unico elemento w tale che w(C) = C';

4. L%insieme degli iperpiani H tali che sgp € W é uguale a H.

Dimostrazione. Ogni elemento di S ha ordine 2 e il Lemma [2.2.5| mostra che S genera
tutto W. Per ogni muro H di C, chiamiamo Py l'insieme degli elementi w € W tali
che le camere C' e w(C) siano dalla stessa parte di H. Vogliamo adesso verificare le
condizioni A’, B’ e C della Proposizione 2] presente nei preliminari:

A’ 1 € Py e banale;

B’ Py e sy(Pg) sono disgiunti: infatti, w(C) e sgw(C) sono da parti opposte di H,
dunque se w(C) ¢ dalla stessa parte di H rispetto a C, allora non ¢ dalla stessa
parte di sy (C);

C Sia w € Py e sia H un muro di C tale che wsy ¢ Py; allora wsy: = sgw: per
ipotesi, w(C') ¢ dalla stessa parte di C rispetto ad H e wsy/(C') & nel semispazio
opposto. Dunque wspy/(C) e w(C') sono da parti opposte di H; allora le camere
s (C) e C sono da parti opposte rispetto all’iperpiano w™!(H). Sia adesso a un
punto della faccia di C' con supporto H'. Il punto a = sgs(a) sta nella chiusura
delle due camere C' e sy (C') che sono contenute rispettivamente nei due semispazi
aperti con frontiera w=!(H). Dunque a € w™!(H), quindi H' = w™(H). Da
questo deduciamo che s}, = wlsgw, cioe wsy = sgw;

Grazie adesso alla Proposizione [2|si hanno i primi due punti del teorema. Inoltre, grazie
alla Proposizione [3| abbiamo la proprieta:

) Pu={1}

HeM

Il Lemma mostra come W agisca in maniera transitiva sull’insieme delle camere.
Inoltre, se w € W ¢ tale che w(C) = C, allora w € Py per ogni muro H di C e per
la condizione appena vista, w = 1. Questo prova l'unicita: se infatti esistessero due
elementi wy,wy € W tali che w1 (C) = wy(C) = C’, allora wg_lwl =1= w; = ws.

Infine, sia H un iperpiano tale che sy € W. Se H non appartiene a H, allora c’e
almeno una camera C’ che interseca H (Proposizione . Ogni punto di H NC’ &
invariante sotto I’azione di sy e dunque appartiene sia alla camera C’ che alla camera
sp(C"). Questo vuol dire che sy (C’) = C’, che contraddice il punto (3) di questo
teorema. >

Osservazione 2.7. Grazie al punto (3) del teorema precedente si ha che il gruppo W
agisce in modo semplicemente transitivo sull’insieme delle camere.
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Definizione 2.2.7. Sia W un gruppo che agisce su un insieme E. Si chiama dominio
fondamentale un qualsiasi sottoinsieme D di F tale che ogni orbita di W in F interseca
D in esattamente un punto. Questa condizione & equivalente alle seguenti due:

A1l Per ogni z € E, esiste un w € W tale che w(z) € D;
A2 Se z,y € D e w € W sono tali che w(z) = y, allora x = y (anche se w # 1).
Lemma 2.2.8. Sia C una camera, x,y due punti di C' e sia w € W tale che w(z) = y.

Allora x = y e w appartiene al sottogruppo Wys, dove N & linsieme dei muri di C
contenenti x.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla lunghezza ¢ di w (relativa all’insieme S
di riflessioni rispetto ai muri di C); il caso ¢ = 0 & ovvio. Se ¢ > 1, allora esiste un
muro H di C e un elemento w' € W tale che w = sgw’ e l[(w') = ¢ — 1. Dato che
[(sgw) < l(w), la camere C' e w(C) sono da parti opposte di H per il Teorema [2.2.6]
Di conseguenza C Nw(C) C H e dunque y € H. Quindi y = w'(x) e l'ipotesi induttiva
implica che z = y e w’ € Wyr. Day € H, segue che H € N e anche che w = sgw’ € Wy,
e questo conclude la dimostrazione. B

Teorema 2.2.9. Per ogni camera C, la chiusura C di C' ¢ un dominio fondamentale
per lazione di W su F.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema e dal Lemma [2.2.8 >

Proposizione 2.2.10. Sia F una faccetta e C una camera tale che F C C. Siaw € W,
allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. w(F) interseca F';

2. w(F)=F;

3. w(F) =F;

4. w fissa almeno un punto di F;

5. w fissa ogni punto di F';

6. w fissa ogni punto di F';

7. w appartiene al sottogruppo di W generato dalle riflessioni rispetto ai muri di C

che contengono F'.

Dimostrazione. Sappiamo che due distinte faccette sono disgiunte e hanno chiusure di-
stinte (si veda Corollario [2.1.5). Di conseguenza segue Iequivalenza (1) < (2) < (3).
D’altra parte, ¢ evidente che vale (7) = (6) = (5) = (4) = (1) e infine il Lemma[2.2.§]
mostra che (1) = (7). <
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2.3 Teoremi di finitezza

In questa sezione vogliamo dare delle condizioni affinché il gruppo di riflessione relativo
ad un arrangiamento di iperpiani ‘H in uno spazio affine sia finito.

Sia C' una camera, sia S = S(C') I'insieme delle riflessioni ortogonali rispetto ai muri
di C e indichiamo con m(s,s’) 'ordine dell’elemento ss’ € W con s,s’ € S. Sia adesso
C’ un’altra camera, allora 1'unico elemento w € W tale che w(C) = C’ definisce una
bigezione

s+— f(s) = wsw™*

da S a S = S(C) e si ha che m(f(s), f(s')) = m(s,s'). Segue che, se W agisce
sull’insieme X delle coppie (C, s), dove C' & una camera e s € S(C):

w - (C,5) = (w(C),wsw™)

allora ogni orbita ¢ di W in X incontra ognuno degli insiemi {C'} x S(C) in esattamente
un punto che denoteremo con (C, s;(C)). Dunque, se I & I'insieme delle orbite e 4, j € I,
il numero m;; = m(s;(C), s;(C)) ¢ indipendente dalla scelta della camera C. Dunque da
ora in avanti potremmo fare riferimento agli ordini degli elementi del gruppo prendendo
una camera qualsiasi C'.

Sia C' una camera; per ogni ¢ € I, denotiamo con H;(C) il muro di C tale che s;(C)
¢ la riflessione rispetto a H;(C') e con e;(C) il vettore unitario ortogonale a H;(C') dalla
stessa parte di H;(C). La mappa ¢ — H;(C) prende il nome di famiglia canonica dei
muri di C.

Proposizione 2.3.1. Sia C una camera e siano i,j € I coni # j. Poniamo s; = s;(C),
H;, = H;(C) e e; =¢;(C) e allo stesso modo con j. Allora:

1. Se H; e Hj sono paralleli, allora lordine di s;sj (che denotiamo con m;;) vale
m;; = oo e inoltre e; = —e;;

2. Se H; e Hj non sono paralleli, allora m;; ¢é finito e vale:

T
1 i) = — COS
(6“63) (mw)

3. Vale che (e;,ej) <0

Dimostrazione. Se H; € parallelo ad H; allora s;s; € una traslazione (e ha pertanto ordine
infinito): infatti esiste un vettore v tale che H;+v = Hj; pertantose a € H; = a—v € H;.
Sia allora e = a +1t con a € Hj:

sisjla+t)=sila—t)=sila—v+v—t)=a—-v—(v—t)=a+t—2v

cioe s;s; ¢ la traslazione —2v. Inoltre deve valere che e; = e;, oppure e¢; = —e;. Adesso
esiste un punto b (rispettivamente b') in C che appartiene a H; (rispettivamente a H;),
ma non ad Hj (rispettivamente ad H;). Allora vale che (b—b,¢e;) > 0e (b —b,e;) >0
che esclude il caso e; = e; e prova (1).

Per il punto (2) rimandiamo a Bourbaki [3], n.3, Sezione 4, Proposizione 3.

Il punto (3) segue come banale conseguenza dei primi due punti. D
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Esempio 2.7. Sia E = R? con il prodotto scalare euclideo e consideriamo 1’arrangiamento
di iperpiani H che tassella il piano mediante triangoli rettangoli isosceli come mostrato
in figura

Hs
H,

H,

Figura 2.4: Tassellatura di R? con camere che di forma triangoli rettangoli isosceli

Consideriamo la camera C' indicata e i suoi muri Hy, Hs e Hs. I suoi vettori unitari
entranti sono dunque e; = (0,1), eo = (—=1,0) e e3 = (—@, —@) Vediamo adesso i vari
prodotti scalari: (e1,e2) = 0 e dunque, per la proposizione precedente, deve valere che
$182 ha ordine 2. Effettivamente questo € vero in quanto s1so € la simmetria rispetto al
punto di intersezione tra Hy e Hy che ha ordine 2. Il prodotto scalare (e, e3) vale *T‘/E:
dovrebbe valere quindi che m; 3 = 4. Effettivamente s1s3 non e altro che la rotazione di
5 rispetto all’intersezione tra Hy e Hj che ha ordine 4. II discorso ¢ analogo per quanto

riguarda sos3.

Avremo bisogno del seguente lemma per poter raggiungere la maggior parte dei
risultati di finitezza relativi al gruppo di riflessione W.

Lemma 2.3.2. Sia A un insieme di vettori unitart in T. Se esiste un numero reale
A < 1 tale che (a,a’) < X per ogni a,a’ € A e a # d, allora linsieme A ¢é finito.

Dimostrazione. Per ogni a,a’ € A con a # d, si ha:
la—d| =2-2(a,a’) >2-2X1>0

Consideriamo adesso la sfera unitaria S di T'; essendo compatta esiste un ricoprimento
finito di S di insiemi di ”diametro” strettamente minore di (2 —2\)2 e ognuno di questi
insiemi contiene al massimo un punto di A, dunque la tesi. D

Dato T spazio vettoriale delle traslazioni di E, chiamiamo U I’'omomorfismo di gruppi
U:W — GL(T) tale che U(w) & I'automorfismo associato alla mappa w € W da E in
se stesso. Abbiamo dunque per ogni t € T e per ogni z € E:

w(z +t) = w(z)+ U(w)(t)
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La mappa U ha immagine interamente contenuta in O(7"). Per semplicita di notazione
utilizzeremo la notazione U(w) = U,. Osserviamo infine che Ker(U) ¢ I'insieme delle
traslazioni appartenenti a W. U (W) ¢ dunque I'immagine di W visto come sottogruppo

di O(T).
Teorema 2.3.3. Valgono i sequenti fatti:

1. L’insieme dei muri di una camera € finito;
2. L’insieme delle direzioni degli iperpiani appartenenti ad H ¢ finito;

3. 1l gruppo U(W) ¢ finito.

Dimostrazione. 1l punto (1) segue direttamente dal lemma precedente e dalla Proposi-
zione 2.3.11

Sia C una camera e sia M I'insieme dei suoi muri. Le faccette di C' (relative a H) sono
le stesse di quelle relative a M in virtl della Proposizione Dato che M ¢ finito,
allora sono in numero finito. Dato che una faccetta incontra solo un numero finito di
iperpiani appartenenti a H, I'insieme degli iperpiani appartenenti ad H e che intersecano
C & finito. Sia dunque A(C) 'insieme dei vettori unitari di 7' che sono ortogonali a un
qualche iperpiano di H che incontra C. Esiste per la Proposizione un numero reale
A < 1 tale che (a,a’) < X per ogni a,a’ € A(C) e a # o'. Sia adesso A 'insieme dei
vettori unitari di 7" ortogonali ad almeno uno degli iperpiani appartenenti ad H. Siano
a,a’ € Acona# ad': seaeda sono paralleli, allora a = —a’ e (a,a’) = —1. Altrimenti, sia
H € H (risp. H' € H) tale che a (risp. a’) & ortogonale a H (H'). Abbiamo HNH' # ()
ese x € HN H' allora esiste un elemento w € W tale che x € w(C). I vettori Uy(a) e
Uy(a’) appartengono dunque ad A(C') e abbiamo:

(a,d") = (Un(a), Uu(d')) < A

e l'insieme A ¢ dunque finito per il Lemma [2.3.2

Sia adesso B l'insieme dei vettori unitari di 7" ortogonali agli iperpiani appartenenti
ad H, sia w € W tale che Uy,(b) = b per ogni b € B. Allora U,(t) = t per ogni ¢
appartenente al sottospazio di T' generato da B. Inoltre, se t € T ¢ ortogonale ad B,
abbiamo che Us, (t) = t per ogni H € H, dunque U,(t) = ¢ e infine U,, = 1. Dal
fatto che U, (B) = B per ogni w € W, deduciamo che U (W) ¢ isomorfo a un gruppo di
permutazioni dell’insieme finito B, dunque la tesi. >

Osservazione 2.8. Anche se il gruppo U(W) & finito, non & detto che W lo sia. Se ad
esempio ‘H e 'arrangiamento di iperpiani formato da infiniti iperpiani paralleli posti alla
medesima distanza, allora il gruppo W & chiaramente infinito, ma il gruppo U(W) &
semplicemente Zo.

Lemma 2.3.4. Sia (+,-) un prodotto scalare definito positivo in uno spazio vettoriale V.
Siano vy, ...,vn elementi di V' tali che (v;,v;) <0 per ogni i # j; supponiamo esista una
funzionale lineare f : V — R tale che f(v;) > 0 per ogni i; allora i vettori vy, ..., vy, sono
linearmente indipendenti.
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Dimostrazione. Lasciata al lettore (si tratta di una semplice verifica). >

Teorema 2.3.5. Sia C una camera e sia N un insieme di muri di C. Sia Wy il
sottogruppo di W generato dalle riflessioni ortogonali rispetto agli elementi di N'. Per
ogni H € N, denotiamo con ey il vettore unitario ortogonale ad H e dalla stessa parte
di C rispetto ad H. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. 1l gruppo Wys € finito;
2. FEsiste un punto di E invariante rispetto a ogni elemento di Wys;
3. Gli iperpiani appartenenti a N hanno intersezione non vuota;

4. I vettori (eg) genr sono linearmente indipendenti in T

Dimostrazione. Dalla proprieta P2’ che abbiamo considerato, lo stabilizzatore in W di
ogni punto di F ¢ finito e dunque (2) = (1).

Dato che il gruppo W & generato dall’insieme delle riflessioni rispetto ai piani che
appartengono a N, i punti fissi di W sono i punti di E appartenenti a ogni iperpiano
H € N; da questo si ottiene I'equivalenza tra (2) e (3).

Supponiamo che esista un punto a di F tale che a € H per ogni H e N esiat e T
tale che a +t € C. Da (ey,eg/) < 0 per H,H' € N tali che H # H' (Proposizione
2.3.1), e da (t,ey) > 0 per ogni H € N, il lemma appena enunciato implica che gli ey
con H € N sono linearmente indipendenti. Di conseguenza, (3) = (4).

Supponiamo infine che la famiglia (ef) gen sia libera. Sia a un punto di E. Per ogni
iperpiano H € N, esiste un numero reale cy tale che H ¢ formato dai punti a +t di FE
con (t,er) = cy. Dato che la famiglia (eg) ¢ libera, esiste t € T tale che (t,eq) = cy
per ogni H € N e il punto a + t di E appartiene a tutti gli iperpiani H € N. Dunque
4) = (3).

Infine se Wi ¢ finito allora possiamo prendere un punto qualsiasi a € E e fare la

media su Wy definendo: .
b= — w(a
Wl 2, v

weWnr

Allora il punto b che costruito & chiaramente Ws-invariante e quindi si ha (1) = (2).

Osservazione 2.9. Dato che I'insieme di riflessioni rispetto a tutti i muri di una camera
genera W, se scegliamo come A I'insieme dei muri di C, questo teorema ci fornisce un
criterio per determinare se il gruppo W é finito oppure no. Osserviamo comunque che
nella trattazione ci siamo messi nella forte ipotesi che I'arrangiamento di iperpiani sia
W-invariante.

I risultati ottenuti sono relativi a spazi affini F; se ci restringiamo a uno spazio vetto-
riale V' (con spazio delle traslazioni uguale a se stesso) e consideriamo un arrangiamento
di iperpiani omogeneo, allora il teorema precedente ci assicura che il gruppo W e finito in
quanto esiste sempre un punto di intersezione di iperpiani omogenei (’origine). Questo
ci dice che le condizioni P1 e P2 sono sufficienti per avere un gruppo di riflessione finito
dato un arrangiamento di iperpiani omogeneo e nel Capitolo 3 ci metteremo proprio in
questa ipotesi.
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2.4 Teorema di struttura simpliciale delle camere

In questa sezione enunciamo e dimostriamo il teorema si struttura simpliciale per arran-
giamenti di iperpiani essenziali con associato un gruppo di riflessione finito; tale risultato
sara indispensabile per la trattazione seguente.

Definizione 2.4.1. Consideriamo Ty il sottospazio di vettori dello spazio delle trasla-
zioni di T invariante sotto ’azione di U(W). Se vale che Ty = {0} allora diremo che W
& essenziale.

Teorema 2.4.2. Sia C' una camera, M insieme dei muri di C e per ogni H € M sia
eq il vettore unitario ortogonale ad H dalla stessa parte di C. Supponiamo che il gruppo
di riflessione W sia essenziale e finito. Allora:

1. Esiste un unico punto a di E invariante sotto l’azione di W ;
2. La famiglia (er)pgem € una base di T';

3. La camera C ¢ un cono simpliciale aperto con vertice a ed é definito dalla base
() Hem di T tali che (em,ely) = 0pmr.

Dimostrazione. 1. Dal Teorema[2.3.5 esiste un punto a € E invariante sotto 1’azione
di W. Sia adesso t € T tale che t + a sia invariante sotto 'azione di W. Per ogni
w € W si ha:
Up(t) +a=w(t+a)=t+a

dunque U, (t) = t; dato che W & essenziale, questo implica che ¢t = 0, e questo
mostra ['unicita di a;

2. L’esistenza di un punto a di E invariante sotto ’azione di W mostra che la famiglia
(err)Hem € linearmente indipendente (Teorema ; dobbiamo adesso mostrare
che tale famiglia genera 7. Dall’essenzialita di W si ha che gli iperpiani che formano
una camera C' sono almeno dimT = n: infatti per fare in modo che nessun punto
di T sia fissato sotto ’azione di W ¢ necessario avere almeno n iperpiani generati
da direzioni ortogonali distinte. Da qui la tesi.

3. Sia a 'unico punto di F invariante sotto 1’azione di W. Dato che (eq)pgem € una
base di T e, dal fatto che il prodotto scalare & non degenere su T, allora esiste una
base (€y)mem di T tale che (e, €%y) = dgm per ogni H, H' € M. Ogni punto
x € FE puo essere scritto in un unico modo come x =t 4+ a con

t= Z fHe/H

HeM

con gli &y reali. Allora x appartiene a C se e solo se per ogni iperpiano H € M,
x & dalla stessa parte di H rispetto a ep; in altre parole, se e solo se (t,eq) = &g
¢ strettamente positivo. Da qui la tesi.

>
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2.5 Cenni sulla classificazione dei gruppi di riflessione finiti

Da questo momento, e per tutta la sezione, ci metteremo in uno spazio vettoriale V'
e considereremo un arrangiamento di iperpiani omogeneo e il suo relativo gruppo di
riflessione finito. Scopo di questa sezione e riuscire a classificare questo tipo di gruppi.

Come abbiamo visto, dato un gruppo di riflessione W, la coppia (W, S) con S insieme
delle riflessioni ortogonali rispetto ai muri di una camera, ¢ un sistema di Coxeter (Pro-
posizione e W & completamente determinato dall’insieme degli interi m(s, s’) con
s,s" € S che sono gli ordini degli elementi ss’ € W. Un modo conveniente di utilizzare
questa informazione & quello di costruire un grafo:

Definizione 2.5.1. Un grafo I si dice grafo di Cozeter (finito) associato a (W, S) se:

e [ suoi vertici sono in bigezione con gli elementi di S}

e Ogni coppia di vertici tali che s # s’ ¢ unita da un lato se e solo se m(s, s’) > 3; se
non vi & una lato che li collega allora m(s,s’) = 2;

e Sopra ogni rispettivo lato & posta l'etichetta m(s,s’) (se m(s,s’) = 3 la omettere-
mo).

Esempio 2.8. 11 grafo di Coxeter associato al gruppo diedrale D,, é:

m
o——=O0

Definizione 2.5.2. Diremo che un sistema di Coxeter ¢ irriducibile se il grafo di Coxeter
associato € connesso.

Pit in generale, siano I'y,...,I'; le componenti connesse di I' e per ogni I'; sia 5;
il corrispondente insieme generatore. Per ogni s € I';,s' € I';, allora m(s,s’) = 2 se
i # j e dunque ss’ = s’s. Grazie alla prossima proposizione, di cui non riportiamo la
dimostrazione (per i dettagli si veda Humphreys [1], Capitolo 1, Sezione 2.2), potremmo
ricondurci solamente allo studio dei grafi connessi:

Proposizione 2.5.3. Sia (W, S) un grafo di Cozeter con componenti connesse I'y,...,T',
e siano Si,...,Sy 1 corrispondenti sottoinsiemi di S. Allora W ¢ prodotto diretto dei
sottogruppi Ws,, ...,Ws, e ogni sistema di Coxeter (Wg,,S;) é connesso.

T

Vogliamo adesso associare a un grafo di Coxeter con n vertici una matrice simmetrica:
per semplificare la notazione, posto si, ..., s, 'insieme di generatori, chiamiamo m;; =

m(s;, S5)-

Definizione 2.5.4. La matrice A = (a);; = —cos_ "~ prende il nome di matrice
ij
associata al grafo di Coxeter.

Ricordiamo che ogni matrice simmetrica identifica un prodotto scalare e che tutti i
suoi autovalori sono reali. Diremo che A & definita positiva se x* Az > 0 per ogni  # 0,
o semidefinita positiva se x'Ax > 0. Equivalentemente A & definita positiva se tutti
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i suoi autovalori sono strettamente positivi e semidefinita positiva se i suoi autovalori
sono non negativi. Diremo che A & di tipo positivo se ¢ definita o semidefinita positiva.
Per semplicita, useremo questi termini direttamente per il grafo di Coxeter a cui fa
riferimento la matrice.

Esiste un’altra utile caratterizzazione delle matrici di tipo positivo che useremo piu
avanti ed e il criterio dei minori principali: i minori principali di A sono i determinanti
delle sottomatrici ottenute rimuovendo le ultime £ righe e le ultime k colonne (0 < k <
n). Diremo allora che A ¢ definita positiva (risp. semidefinita positiva) se e solo se ogni
suo minore principale & positivo (risp. non negativo).

La seguente osservazione e il collegamento fondamentale tra le prime sezioni e la
matrice di Coxeter e rendera possibile la classificazione dei gruppi finiti di riflessione.

Osservazione 2.10. Sia I' il grafo di Coxeter ottenuto da un gruppo di riflessione finito W;
allora la matrice A & definita positiva in quanto rappresenta il prodotto scalare euclideo
ristretto ai vettori linearmente indipendenti ey, ..., e, che sono i vettori ortogonali agli
iperpiani che formano i muri di una camera dell’arrangiamento, come mostrato dalla

Proposizione dal Teorema e dal Teorema [2.4.2

La strategia che adotteremo sara quella di determinare tutti i grafi di Coxeter definiti
positivi irriducibili: in questo modo avremo limitato tutti i possibili gruppi di riflessione.
Dovremmo infine mostrare che ognuno dei grafi corrisponde a un gruppo di riflessione
ben preciso, ma questa parte non sara svolta nella trattazione.

Teorema 2.5.5. [ sequenti grafi sono tutti definiti positivi:

n>1
B, (n>2)
n>4

Ir(m) oo
Figura 2.5: Grafi di Coxeter definiti positivi
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Dimostrazione. Calcoliamo i minori principali delle corrispondenti matrici A. Dall’os-
servazione dei grafi, si puo notare che ogni minore & il determinante di una matrice
appartenenete a uno dei grafi della figura precedente. Ragionando dunque per induzione
su n numero di vertici, potremmo calcolare il determinante di A in ogni caso. Poiché
il denominatore 2 compare molto spesso, € pil conveniente calcolare det(24). Il caso
n < 2 si verifica direttamente. Per esempio, la matrice A che corrisponde al grafo Is(m)

¢ la seguente:
< 1 — cos ”)
. m
—COos .- 1

e dunque il determinante di 24 & 4(1 — cos? Z) = 4sin® = > 0.

Se n > 3, dando uno sguardo alla figura si nota che & possibile numerare i vertici in
modo che I'ultimo vertice (numerato con n) ¢ unito solo a un altro vertice (numerato
n — 1) e il lato ha etichetta m = 3 o m = 4. Sia d; il determinante della sottomatrice
principale i x i di 2A. Allora una espansione di det2A lungo 'ultima riga mostra che

det2A = 2dn71 — Cdn,Q (21)

dove ¢ = 1 (risp. 2) se m = 3 (risp. 4). Tenendo adesso a mente che ogni matrice ¢
moltiplicata per 2 € possibile completare induttivamente i valori delle seguenti tabelle:

Grafo Det2A4 Grafo Det24
A, n+1 Eg 1
B, 2 Fy 1
D, 4 Hy 3—5
Eg 3 Hy 1=
Ex 2 I(m) 4sin? T

A titolo di esempio, vediamo i casi di Hs e Hy: per Hs i minori piu piccoli vengono
dai grafi di tipo I5(5) e Ay, dunque la formula (2.1)) diventa:

det2A:8sin2§—2:3—\/5

Per H, i minori piu piccoli vengono dai grafi Hs e I5(5) e pertanto:

det2A = 2(3 — V/5) — 4sin? % _7 _2\/5

Esempio 2.9. 1l grafo:

A, (n>1) O—O—0-------- O——O0—>0
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rappresenta il grafo associato al gruppo simmetrico S, 1 che ¢ dunque un gruppo di
riflessione finito. In particolare sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione n + 1 e
consideriamo I’arrangiamento di iperipiani H formato dagli iperpiani H;; = {x; — z; =
0}. La riflessione ortogonale wj; rispetto all’iperpiano H;; permuta semplicemente la
coordinata ¢ con la coordinata j. Con un semplice calcolo si pud mostrare che tali
riflessioni commutano se permutano coordinate tutte distinte, altrimenti generano un
elemento di ordine 3 (vedi grafo). Di conseguenza ¢ facile creare un isomorfismo esplicito
tra W e Sy41: lo si fa mandando w;; — (4, ) e si ottiene il risultato cercato. Un altro
modo per mostrare l'isomorfismo ¢ quello di considerare 'azione di W su X insieme
delle coordinate e mostrare che il morfismo ¢ : W — S|x| = Sp41 indotto dall’azione &
iniettivo e surgettivo.

Per dimostrare che i grafi definiti positivi connessi sono tutti e soli quelli gia analizzati
abbiamo bisogno di introdurre i seguenti grafi ausiliari:

Ay o—0
By = Cy o4 o4 5
B, (n>3) >@—o ——————— o—o4 o
al(n>3) ot o—o0--oo- o—o-2t o

Es o o

E; o \T, o

Eé o T o
F, o 15 o

52 . . 6 .

Figura 2.6: Grafi di Coxeter semidefiniti positivi

Dimostreremo che tutti questi grafi sono semidefiniti postivi (ma non definiti positi-
vi). L’aspetto suggestivo & che ognuno di questi grafi & stato ottenuto da un grafo del
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primo tipo, aggiungendo solamente un vertice. In ogni caso, il pedice n indica che il
numero di vertici ¢ n + 1.

Proposizione 2.5.6. Ogni grafo della figura precedente é semidefinito positivo.

Dimostrazione. Dato che i grafi sono ottenuti aggiungendo un vertice ai grafi definiti
positivi, ¢ sufficiente calcolare il determinante di A e verificare che faccia 0. Questo
¢ ovvio per quanto riguarda i tipi A, dato che la somma di tutte le righe di A & 0.
Per gli altri tipi si puo ancora utilizzare la formula induttiva e la tabella riempita
precedentemente. Per esempio consideriamo ZATZ : 1 sottografi rilevanti sono di tipo Fy e
Bs e pertanto:

det2A=2-2=0

Continuando in questo modo si ha la tesi. D>
Osservazione 2.11. Definiamo anche i seguenti due grafi:

Zy O 050 O

Zs o2 o O—O0—0

Questi grafi non sono di tipo positivo come si puo dedurre calcolando i determinanti
delle matrici A associate. In particolare det2A relativo a Z4 vale 3 — 2v/5, mentre quello
relativo a Z5 vale 4 — 21/5 ed entrambi sono strettamente negativi. Come al solito il loro
calcolo deriva dalla formula e dall’osservazione della tabella gia compilata.

Definizione 2.5.7. Un sottografo di un grafo di Coxeter I' & un grafo I ottenuto
eliminando o qualche vertice (e gli adiacenti lati), o diminuendo l'etichetta di uno o piu
lati, o entrambe le cose. Diremo anche che I' contiene I".

Abbiamo bisogno adesso di qualche nozione sulle matrici:

Definizione 2.5.8. Sia A € Mat,x,(R), A & detta irriducibile se non esiste una
partizione di inidici in due insiemi non vuoti I, J tali che a;; = 0 per ognii € I,j € J.

Osservazione 2.12. Una matrice associata a un grafo di Coxeter ¢ irriducibile esattamente
quando il grafo € connesso.

Proposizione 2.5.9. Sia A una matrice n X n reale simmetrica semidefinita positiva e
irriducibile. Assumiamo che a;; <0 ogni volta che i # j; allora:

1. Detto N = {x € R"|2' Az = 0} coincide con il nucleo di A e ha dimensione < 1;

2. Il piv piccolo autovalore di A ha molteplicita 1, e ha un autovettore le cui coordinate
sono strettamente positive.

La dimostrazione di questa proposizione non viene riportata, per ulteriori dettagli si
rimanda a Humphreys [1], Capitolo 1, Sezione 2.6.
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Corollario 2.5.10. Sia I' un grafo di Cozeter connesso di tipo positivo, allora ogni
sottografo (proprio) é definito positivo.

Dimostrazione. Sia I un sottografo di I e denotiamo con A e A’ le matrici associate,
quindi A’ ¢ una matrice k x k per qualche k& < n. Le etichette dei lati di I soddifano

: / - : /I ™ _ o - : /
la relazione mg; < Mg, da cui @;; = —COS =~ > —COS g = Qi Supponiamo che A

ij
non sia definito positivo; allora esiste un vettore z € R¥ tale che #tA’z < 0. Chiamato

adesso 7 = (|z1, ..., |2/, 0, ...0) calcoliamo Z'AZ e otteniamo:
0< > aglallz;| < afslwillag] < ) ajziaz; <0
i,j<k i,j<k i,j<k

dove per la penultima disuguaglianza abbiamo usato il fatto che a;j < 0 per ¢ # j; si
ha quindi che le disuguaglianze sono in realta uguaglianze. Abbiamo dunque un vettore
isotropo per A (e percido un KerA non banale) che per la proposizione precedente ¢
possibile solo se k = n e tutte le coordinate di x sono diverse da 0; la seconda uguaglianza,
pero, forza a;; = a;j, in contraddizione con I’assunzione che I sia un sottografo proprio.

>

Teorema 2.5.11. [ graft mostrati in Figura e in Figura sono gli unici grafi di
Cozeter connessi di tipo positivo.

Dimostrazione. Supponiamo che esista un grafo di Coxeter I connesso di tipo positivo
non rappresentato nelle figure precedenti, allora, usando prepotentemente il corollario
appena dimostrato, otterremo una contraddizione. Supponiamo che I' abbia n vertici e
che D'etichetta massima di un lato sia m, allora:

1. Tuttii grafi di Coxeter con numero di vertici 1 o 2 sono chiaramente di tipo positivo
(A1, Ia(m), A1), dunque si deve avere n > 3;

2. Dato che E non puo essere un sottografo di I" (corollario), si deve avere m < oo;
3. Dato che :4\; non puo essere un sottografo di I' (corollario), I' non contiene circuiti;

4. Supponiamo per il momento che m = 3, allora:

e Dato che I' # A, allora I deve avere una diramazione;

e I' non puo contenere lf)vn, n > 4, quindi ha un’unica diramazione;

e I'non puo contenere bv4, quindi esattamente tre lati partono dalla diramazione
(con a < b < ¢ il numero di vertici nelle tre direzioni della diramazione);

e Dato che EE; non puo essere un sottografo di I', a = 1;

e Dato che EA]; non puo essere un sottografo di I', b < 2;

e Dato che I' # Dy, b non puo essere 1 e dunque b = 2;

e Dato che /Ev'g non puo essere un sottografo di I', ¢ < 4;

e Dato che I' # Eg, E7, Eg, il caso m = 3 & impossibile, dunque m > 4;

5. T' non puo contenere 6’;, dunque solo un lato puo avere etichetta > 3;
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6. ' non puo contenere B,,, dunque I' non ha diramazioni;

7. Supponiamo per il momento m = 4, allora:

e Dato che I' # By, i due lati estremali di I' hanno etichetta 3;
e I' non puo contenere Fy, quindi n deve essere 4;
e Ma I' # F}, quindi il caso m = 4 e impossibile; dunque m > 5;

8. Dato che I' non contiene G2, si deve avere m = 5;

9. I' non puo contenere il grafo non positivo Z4, dunque il lato con etichetta 5 deve
essere un lato estremo;

10. T non puo contenere il grafo Zs, dunque n < 4;

11. Adesso I' puo essere solamente Hs o Hy e questo & assurdo.
Avendo eliminato ogni possibilita, si ha la tesi. >

Il teorema appena enunciato limita il numero di gruppi di riflessione finiti che possono
esistere. Infatti, come abbiamo visto, a ogni gruppo di riflessione finito associamo un
grafo di Coxeter definito positivo, e dato che i grafi di Coxeter connessi definiti positivi
sono finiti, si ha la tesi. Il fatto che per ogni grafo di Coxeter esista un gruppo di
riflessione finito ad esso associato non ¢ trattato in questo lavoro, ma ¢ un risultato vero
di cui si possono trovare dettagli e dimostrazioni in Humphreys [I] e Bourbaki [3].

30



Capitolo 3

Il Teorema di Deligne

Siano V¢ e Mg i complessificati dello spazio vettoriale euclideo V' e di ogni iperpiano
M € H. In questo capitolo vogliamo dimostrare che lo spazio

Y =Ve- |J Mc
MeH

ammette un rivestimento universale contraibile (ovvero sia un K (7, 1)), sotto Iipotesi
che le componenti connesse dello spazio Y siano coni simpliciali aperti; questo sara il
punto di collegamento tra il Capitolo 2 e il Capitolo 3. In particolare nel Capitolo 2
abbiamo visto che 'arrangiamento essenziale associato a un gruppo di riflessione finito
ha come camere proprio dei coni simpliciali aperti. Pertanto potremmo applicare il
teorema a un tale arrangiamento di iperpiani. Partiremo introducendo e approfondendo
il concetto di galleria e di categoria delle gallerie. A partire da questa costruiremo uno
spazio contraibile T e troveremo un rivestimento di Y che dimostreremo avere lo stesso
tipo di omotopia di T grazie al Lemma del nervo.

3.1 Gallerie

Da qui in avanti faremo una ipotesi molto importante, che € quella che le camere siano
dei coni simpliciali aperti. Questa ipotesi ci viene direttamente da quanto visto nel
Capitolo 2 e cercheremo di porre 'attenzione ogni volta che entra in gioco.

In questa prima sezione introduciamo le gallerie, che non sono altro che i cammini
tra una camera e l’altra dello spazio vettoriale. In tutto il seguito chiameremo H 1’ar-
rangiamento di iperpiani omogenei di uno spazio vettoriale V' e chiameremo gli iperpiani
muri. Ricordiamo che Djs(A) € I'unico semispazio aperto che contiene la camera A.
Date inoltre due camere A, B poniamo:

D(A,B)= ()] Du(4)
MeHa,p

dove M € Hy p se A e B stanno dalla stessa parte rispetto M. Indicheremo inoltre con
M(A, B) I'insieme dei muri che separano A da B.
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Definizione 3.1.1. Sia C una camera, denotiamo con —C' la camera antipodale, ovvero
la camera opposta a C' rispetto all’origine.

Definizione 3.1.2. Due camere A, B si dicono adiacenti se hanno una faccia in comune.

Definizione 3.1.3. Siano A e B due camere; una galleria di inizio A e fine B (di
lunghezza n) ¢ una sequenza di camere G = (Cy,...,Cy,) con Cy = A, C,, = B e C;
adiacente a Cj;1 per ogni i = 0, ..., n—1. Due gallerie G = (Cy, ...,Cy), G = (CY, ...,C},)
si dicono componibili se C,, = C{,. La loro composizione la indicheremo con:

GG/ = (C’O7 ceey Cn, Ci) tee C;n)

e sara una galleria di lunghezza n + m.
Indicheremo inoltre con il simbolo A.G la camera finale della galleria G che inizia
con A.

Definizione 3.1.4. Sia G = (Cy,...,C,,) una galleria; definiamo la galleria opposta
di G come: G* = (Cy,...,Cp). Definiamo inoltre la galleria antipodale come: —G =

(_007 eeny _Cn)
Osservazione 3.1. Date G, G’ due gallerie valgono le seguenti utili relazioni:
(GGY = (@G —(GE)=(-G)(-C)  —()=(-G) =G

Lemma 3.1.5. Sia M un muro di una camera B; allora esiste un’unica camera B’
adiacente a B che abbia M come muro. M ¢ l'unico muro che separa B da B’

Dimostrazione. Segue direttamente dall’Osservazione [2.4] vista nel Capitolo 2 che mostra
che una faccia, ¢ faccia di esattamente due camere. D

Lemma 3.1.6. Siano By, By, Bs tre camere e sia M(B;, B;) linsieme dei muri che
separano B; da Bj. Allora:

M(By, B3) = (M(By, By) — M(Bs, B3)) U (M(Bs, B3) — M(Bi, B2))

Dimostrazione. Si tratta di semplici contenimenti insiemistici. Il membro di destra e
I’elenco di tutte le possibilita di comportamento di un muro che separa By da Bj rispetto
a una camera qualsiasi Bs. >

Possiamo a questo punto introdurre il concetto di distanza tra due camere:

Definizione 3.1.7. Siano A, B due camere, definiamo distanza tra A e B, d(A, B), la
lunghezza della galleria piu corta che congiunge A e B. Una galleria G da A a B che
verifica la distanza si dice minimale.

Proposizione 3.1.8. Siano A e B due camere; la distanza d(A, B) ¢ il numero di muri
che separano A da B. Una galleria ¢ minimale se e solo se attraversa 1 volta i muri che
separano A da B e 0 volte i rimanenti.

32



Dimostrazione. E banale osservare che ogni galleria da A a B attraversa ogni muro che
separa le due camere; ¢ sufficiente dunque provare che esiste una galleria G da A a B
di lunghezza esattamente k = numero di muri che separano A da B. Procediamo per
induzione su k. Se k = 0 allora A = B e si prende la galleria G = (A). Sia k > 0; allora
esiste un muro M di A che separa A da B. Sia A’ I'unica camera comunicante con A
avente M per muro (esiste per il Lemma ed M ¢ I'unico muro che separa A da A’.
Per ipotesi induttiva, 3G’ galleria che collega A’ ¢ B (non passa da M, altrimenti si ha
una contraddizione dei lemmi visti precedentemente) di lunghezza k — 1. Detta allora
G" = (A, A) si ha che G = G'G” & una galleria di lunghezza k da A a B. D

Corollario 3.1.9. Siano A, B,C tre camere. Allora le sequenti condizioni sono equiva-
lenti:

1. d(A,C) =d(A, B)+d(B, C), ovvero esiste una galleria minimale da A a C passante
per B;

2. Un muro separa A da C se e solo se separa A da B o B da C;
3. BC D(A,CQC).

Dimostrazione. (1) < (2) € ovvia; proviamo adesso che (2) = (3); sia M € H, ¢, allora
M non separa A da C allora (per ipotesi) M non separa A da B e non separa B da C.
Dunque B si comporta bene rispetto a tutti i muri M € H 4 c e dunque B C D(A,C).
Dimostriamo (3) = (2): sia M che separa A da C, allora M ¢ H 4 ¢ allora (ipotesi) M
separa A da B oppure M separa B da C; viceversa sia M che non separa A da C, allora
M € Hy,c e allora M non separa A da B e non separa B da C. >

La prossima proposizione ¢ molto importante in quanto permette di trasformare pro-
blemi n-dimensionali in problemi di dimensione minore attraverso proiezioni al quoziente.
La dimostrazione viene omessa poiché solamente tecnica.

Proposizione 3.1.10. Sia P una intersezione di muri; chiamiamo Vp = V/P e defi-
niamo la proiezione

VS Vp
Sia Hp Uinsieme degli iperpiani N di Vp tali che (7F)~1(N) & un muro di H. Chiamiamo
Fy Vinsieme delle faccette di (V,H) e definiamo 'unica mappa

mp s Fww) = Fve )
tale che w7 (F) C w/p(F) per ogni F € Fay- Valgono allora le sequenti proprieta:

1. La mappa m'p trasforma camere in camere; se A e B sono due camere adiacenti in
V, allora o mlp(A) = mp(B) oppure w'lp(A) e mp(B) sono adiacenti;

2. Sia F una faccetta di supporto P. Allora la restrizione di m'p all’insieme Et(F) =
{E € Foyw)l|F C E} (tale insieme prende il nome di stella di F), ¢ bigettiva.
Chiamiamo

T : ‘F(VP7HP) — Et(F)
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Utnversa di tale restrizione. mp, cosi come la sua inversa, mantiene ['incidenza
delle faccette e l'adiacenza fra le camere. Sempre con g denoteremo la bigezione
tra le intersezioni dei muri in Vp e le intersezioni det muri di V' che contengono
P;
3. Sia C = 7p(C"); allora, per ogni camera X di (V,H) si ha:
mr (D(C, X)) = D(C', 7p(X)) mp (M(C, X)) = Mp(C', 7p(X))
Se inoltre X = np(X'), allora:

mr(D(C', X)) = D(C, X) mr(Mp(C', X)) = M(C, X)

Inoltre wp induce una bigezione tra le gallerie minimali di Vp e quelle di V' fatte da
camere la cut chiusura contiene F'.

Data una faccetta I’ con supporto P useremo (con un piccolo abuso di notazione)
Vi, Hp, " 75 al posto di Ve, Hp, w7l

Definizione 3.1.11. Siano P una intersezione di muri e C' una camera. Supponiamo
che esista una faccetta di C' (cioe contenuta in C') di supporto P. Questa faccetta ¢
unica grazie all’ipotesi dei coni simpliciali; la denotiamo con F'(P) e poniamo

C.A(P) = Wp(p)(—ﬂ';(lp)(c))

Osservazione 3.2. Senza l'ipotesi di coni simpliciali non ¢ detto che esista la faccetta
F(P) corrispondente a una intersezione di muri della camera C. Se ad esempio consi-
deriamo in R? I'arrangiamento H = {{z = 42}, {y = £2}}} si crea una camera C che
¢ un cono a ”base quadrata”. Se ora considero l'intersezione dei supporti di due facce
opposte del cono, questa non e il supporto di alcuna faccetta contenuta nella chiusura
della camera C.

Esempio 3.1. Consideriamo V = R? e 'arrangiamento di iperpiani H costituito dai piani
coordinati H, = {z = 0}, Hy = {y = 0} e H, = {# = 0} mostrato in Figura 1l
gruppo associato ¢ finito e ’arrangiamento essenziale (W = Z%), dunque le camere sono
dei coni simpliciali aperti e siamo nelle ipotesi della trattazione. Chiamiamo, per fissare
le idee, Ay, ..., A4 le camere superiori (z > 0) percorse in senso antiorario e By, ..., By le
camere inferiori corrispettive. Consideriamo adesso P = {x = 0,y = 0} ovvero l'asse z e
facciamo il quoziente Vp: questo non & altro che R? e la mappa n & la proiezione sulle
prime due coordinate.

Nel quoziente si ha che le camere A; coincidono con le camere B; per ogni i (ab-
biamo proiettato lo spazio sul piano H.); chiamiamo tali camere A;. Fissiamo adesso
la camera C = A; C Vesia F = {z = 0,y = 0,z > 0} faccetta contenuta in C con
supporto P; cerchiamo di capire chi ¢ C.A(P). Per farlo osserviamo che la bigezione
mppy + (Ve,Hp) — Et(F) non ¢ altro la mappa che associa le faccette del piano alle
faccette superiori (z > 0) di V' poiché sono quelle che contengono F'. Seguendo adesso
la definizione di C.A(P) si ha:

C:A1—>Z1—>—g1223—>A3:C.A(P)
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Figura 3.1: Proiezione su Vp con P = {z = y = 0} di (V,H) con H arrangiamento
formato dagli iperpiani coordinati

Osservazione 3.3. Con la definizione appena introdotta abbiamo descritto formalmente
le camere opposte rispetto a ogni intersezione di iperpiani P tali che esiste una faccetta
F di C con supporto P e le abbiamo chiamate C.A(P). Nei casi limite: P = {0} e
P =V si ha rispettivamente C.A(P) = —C e C.A(P) = C. L’ipotesi di camere che
sono coni simpliciali aperti ci dice anche che le camere C.A(P) raggiungibili in R" sono
esattamente 2".

Lemma 3.1.12. Valgono i sequenti fatti:

1. Un muro M separa C da C.A(P) se e solo se P C M;

2. Sia M un muro di C, allora C.A(M) é l'unica camera adiacente a C che ha M
per muro;

3. Siano M # N due muri di C. Sia P = M N N tale che P contiene una faccetta
F di C aperta in P. Allora esistono esattamente due gallerie minimali da C a

C.A(P): la prima comincia per (C,C.A(M)), la seconda per (C,C.A(N)).

Dimostrazione. L’idea € quella di usare la Proposizione e I’Osservazione se P
¢ contenuto in M, allora passando al quoziente Vp, P diventa 'origine e M un iperpiano
di Vp. Dato che nel quoziente si passa all’opposto, 'immagine di M separa C dalla sua
opposta e di conseguenza M separa C' da C.A(P). Viceversa se P non & contenuto in
M, allora passando a Vp, M = Vp e, non essendo un iperpiano, non separa C' dalla sua
opposta. Questo ci da (1).
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Se M = P e un muro di C, allora in Vp = R esiste un unico muro che separa C
dalla sua opposta. Di conseguenza M C P (per il punto (1) di questo lemma e per la
Proposizione ¢ I'unico muro che separa C' da C.A(M).

Posto P = M N N, allora Vp = R? e dunque esistono esattamente due gallerie
minimali da C alla sua opposta. Di conseguenza (sfruttando anche il punto (2) di
questa lemma) esistono esattamente due gallerie minimali da C' a C.A(P) che iniziano
rispettivamente per (C,C.A(M)) e (C,C.A(N)). D

Osservazione 3.4. Data P una intersezione di muri, allora anche (Vp, Hp) hanno camere
che sono coni simpliciali aperti. Vedremo che questa osservazione sara molto importante
nel seguito della trattazione.

Introduciamo adesso una relazione tra le gallerie:

Definizione 3.1.13. Siano G, G’ due gallerie con le stesse estremita. Diremo che G &
equivalente a G' (G ~ G') se esiste una sequenza di gallerie G = Gy, ..., G, = G’ con
n > 0 tale che G4 si determina da Gj (0 < j < n) tramite le seguenti regole:

B1 Esistono delle decomposizioni di G, G11 tali che:

Gj = k1 FE, Gj+1 = ElF,EQ

B2 Esiste una camera C' e due muri M e N di C tali che F e F’ siano le due gallerie
minimali da C'a C.A(M N N).

Osservazione 3.5. La relazione introdotta e una relazione di equivalenza. La composi-
zione tra gallerie, le applicazioni antipodale e opposto, le funzioni ”inizio” e ”fine” e la
funzione lunghezza si comportano bene rispetto alla relazione e passano dunque al quo-
ziente. Per indicare le classi di equivalenza si utilizzeranno le lettere minuscole. Diremo
inoltre che una classe di equivalenza di gallerie e comincia (o inizia) per f se esiste g tale
che e = fg. Equivalentemente diremo che e termina per f’ se esiste ¢’ tale che e = ¢’ f’.

Esempio 3.2. Consideriamo come nell’esempio precedente V = R3 e I'arrangiamento di
iperpiani H costituito dai piani coordinati H, = {x =0}, H, = {y =0} e H, = {z = 0}.
Indichiamo di nuovo con Ay, ..., A4 le camere tali che z > 0 percorse in senso antiorario
e con By, ..., By le camere tali che z < 0 corrispettive. Un modo facile per visualizzare
la situazione ¢ il seguente grafo:
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dove i lati fra due camere rappresentano ’adiacenza. In particolare i piani corrispondo-
no ai 4 lati verticali, ai 4 orizzontali e ai 4 obliqui. Consideriamo adesso le due gallerie
G = (A1, A4, A3, B3) e G = (A4, By, B, B3) e mostriamo che sono equivalenti. Dob-
biamo quindi costruire una sequenza di gallerie G = Gy, ..., G, = G’ che rispettino le
condizioni B1 e B2. Descriviamo il primo passo della costruzione nel dettaglio: in par-
ticolare vogliamo mostrare che Go ~ Gy con G; = (A;, Ag, Az, Bs). Poniamo quindi
(con riferimento alla definizione) E; = (A1), E2 = (A3, Bs) e infine F' = (A;, Ay, A3),
F' = (Ay, Ag, As); le camere F e F’ soddisfano la proprieta B2 in quanto, ponen-
do M = H, e N = Hy (nel grafo stiamo contraendo le linee oblique), sono le gallerie
minimali che collegano A; a A; . A(H,NH,) = As. Ripetendo questo ragionamento (pos-
sibile per ogni 4 vertici che formano un quadrilatero nel grafo) si costruisce la seguente
successione di gallerie:

G = (A1, Ay, A3, B3) ~ (A1, Aa, A3, Bs) ~ (A1, Ag, Bo, Bs) ~ (A1, B1, Ba, B3) = G
e si ha la relazione tra G e G'.

Lemma 3.1.14. Due gallerie equivalenti attraversano lo stesso mumero di volte ogni
muro.

Dimostrazione. Mostriamo che due gallerie consecutive nella successione verificano la
proprieta. Dato che G; = E1FEs e Gj1 = E1F'Es ¢ sufficiente verificare che il lemma
¢ vero per ' e F' che verificano la proprietd B2. Ma questo segue direttamente dalla
riduzione al quoziente di dimensione 2 e dalla Proposizione [3.1.10] >

Proposizione 3.1.15. Due gallerie minimali con le stesse estremita sono equivalenti;
dunque nel quoziente per ~ si ha l'unicita della galleria minimale.

Dimostrazione. Siano G = (Cy, ...,Cy) e G' = (C}, ...,C},) minimali con le stesse estre-
mita A e B. Procediamo per induzione sulla lunghezza delle gallerie minimali. Il caso
n =0 & ovvio (esiste un’unica galleria). Sia ora n > 1 e supponiamo che C; = C1, allora
(Ch,...,Cy) e (C1,...,C}) sono minimali da Cy a B ed equivalenti per ipotesi induttiva
e dunque lo sono anche G e G’. Supponiamo dunque C; # C}. Chiamiamo M e M’ i
muri che separano rispettivamente A da C1 e A da C e poniamo C' = A.A(M N M').
I muri M e M’ separano A da B. Grazie alla Proposizione si ha che ogni muro
che separa A da C, separa anche A da B. Siano adesso F' e F’ le gallerie minimali da
A a C che passano rispettivamente per C; e C] e sia F una galleria minimale da C' a
B. Allora le gallerie FE e F'E sono minimali ed equivalenti. Adesso le gallerie G ¢ FE
sono equivalenti per ipotesi induttiva (iniziano entrambe per (A, C)) e allo stesso modo
G’ & equivalente a F'E. Dunque per la proprietd transitiva G ~ G’. DI

Osservazione 3.6. La relazione di equivalenza introdotta unisce in unica classe tutte le
gallerie che per giungere da una camera all’altra attraversano gli stessi muri lo stesso
numero di volte e per lo stesso verso di percorrenza.
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Da ora in avanti utilizzeremo la notazione u(A, B) per la galleria minimale che collega
A e B nel quoziente. Inoltre, data P una intersezione di muri di una camera C, poniamo
A(P) = u(C,C.A(P)) (di nuovo stiamo sfruttando 'ipotesi di coni simpliciali in quanto
consideriamo C.A(P) con P intersezione di muri di una camera C'). Poniamo infine
A = u(C,—C) cioe la galleria che passa da tutti i muri dell’arrangiamento. Osserviamo
anche che la notazione introdotta non dipende dalla camera C'; questo fatto sara molto
utile nella trattazione in quanto con questa notazione non avremo alcuna ambiguita.

Vediamo adesso un altro paio di importanti proposizioni:

Proposizione 3.1.16. Siano A una camera e G un insieme di classi di gallerie di
lunghezza finita di partenza A. Supponiamo che G verifichi le sequenti condizioni:

(a) (A)eg;
(b) SegheG=geg;

(c) Siano g di fine B; M, N due muri di B. Se gA(M) e gA(N) stanno in G, allora
anche gA(M N N) appartiene a G;

Allora 3! classe di gallerie x di partenza A tale che G = {g|x comincia per g}; cioé G ¢
formato da tutte le gallerie iniziali di x.

Dimostrazione. Dimostriamo prima 'unicita e poi I'esistenzas:

Unicita: Siano x e y con x # y verificanti la proprieta. Allora z comincia per y e y
comincia per x, ma allora z = y, assurdo.

Esistenza: Fissiamo z di lunghezza massimale in G (esiste per ipotesi in quanto G &
finito). Vogliamo dimostrare che tale x verifica la tesi. Per mostrarlo ¢ sufficiente provare
la seguente affermazione:

Siano g e M tali che:

1. x comincia per g;
2. x non comincia per gA(M) e gA(M) € G;

allora g’ ed esiste M’ che verificano ancora le condizioni precedenti con g’ strettamente
pit lungo di g.

Dim. affermazione: Poiché gA(M) € G e poiché x & massimale, allora g # x e pertanto
x comincia per gA(N) per un opportuno muro N distinto da M (sto prolungando g).
Grazie allora alla proprieta (c) di G vale che gA(M N N) € G. Poiché adesso, grazie
al lemma precedente, sappiamo che gA(M N N) comincia per gA(M), allora z non pud
cominciare per gA(M N N). Poniamo ora (Cy,...,Cp,) la galleria minimale da A.g a
A.gA(M N N) che comincia per (A.g, A.gA(N)). Sia adesso i (0 < i < m) il piu grande
indice tale che = comincia per ¢’ = g(Cy, ..., C;); allora ¢’ e il muro M’ tra C; e Cj4q
verificano le condizioni (1) e (2) e la lunghezza di ¢’ & strettamente maggiore di quella
dig.

L’affermazione appena dimostrata prova la tesi: supponiamo infatti che esista h (di
lunghezza minima) tale che x non comincia per h. Allora h = gA(M) per qualche g € G
tale che = comincia per ¢ (minimalita di h). g e M verificano le proprieta (1) e (2)
dell’affermazione e pertanto x dovrebbe avere lunghezza infinita, e cio e assurdo. D
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Proposizione 3.1.17. Siano A una camera e B un insieme di camere; allora le sequenti
condizioni sono equivalenti:

1. B soddisfa le sequenti proprieta:

(a) AeB;

(b) Se Be B= D(A,B) C B;

(c) Siano M e N due muri di una camera B. Se A e B sono dalla stessa par-
te rispetto a M e N e B.A(M), B.A(N) appartengono a B, allora anche
B.A(MNN) e B.

2. Esiste unica camera C' tale che B = D(A,C).

Dimostrazione. (2) = (1): i punti (a) e (b) sono ovvi. Per quanto riguarda (c), con-
sideriamo il quoziente in Vp con P = M N N; allora, usando la Proposizione si
ottiene la tesi poiché, nel quoziente bidimensionale, B.A(M) e B.A(N) sono le uniche
due camere adiacenti a B e, affinché entrambe siano contenute in un D(A, C), allora
deve essere contenuto anche B.A(M N N);

(1) = (2): utilizziamo la Proposizione appena dimostrata applicata all’insieme
G = {u(A, B)|B € B}: le ipotesi della proposizione sono implicate rispettivamente dalle
ipotesi che abbiamo. Esiste dunque una classe di gallerie z = u(A, X) massimale tale che
ogni galleria di G ¢ inizio di . Osserviamo adesso che restrizione di galleria minimale e
ancora minimale e applicando adesso I'equivalenza [d(A,C) = d(A,B)+d(B,C) < B €
D(A, ()] alla classe di gallerie massimale x ottenuta si ottiene la tesi. <]

Corollario 3.1.18. Valgono i sequenti fatti:

1. Siano A e B due camere adiacenti, separate dal muro M, e sia C una camera dalla
stessa parte di B rispetto a M (C C Dyr(B)). Allora esiste C' tale che

D(A,C)N Dy (B) = D(B,C");

2. Siano A, Cq,Cs tre camere. Allora esiste C camera tale che:

D(A,C) = D(A,C1) N D(A,Cs);

3. Siano A, Cy due camere e M un muro di A. Allora esiste C' tale che:

D(A,C") = D(A,C1) N Dy (A)

Dimostrazione. 1 punti (1) e (2) sono conseguenze della proposizione precedente; in
particolare si deve verificare che le intersezioni verificano le ipotesi (a), (b), (c). Mo-
striamo a titolo di esempio che vale la proprieta (a) in D(A,C) N Dy(B) (le altre si
svolgono in modo simile, ma in maniera piu tecnica). Dobbiamo dunque verificare che
B € D(A,C) N Dy(B): ovviamente B € Djys(B); per mostrare il secondo conteni-
mento basta far vedere che B si comporta nello stesso modo di A e C rispetto agli
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iperpiani di H4,c. Supponiamo per assurdo che esista un iperpiano H € Ha ¢ tale
che B ¢ Dy(A) = Dy(C), allora H divide B da C' e A da B. Ma l'unico iperpiano
che divide A da B ¢ M per la loro adiacenza; ma allora H = M e B appartiene a
Dy (B) = Dy (C), assurdo. Il punto (3) si ottiene come caso particolare del punto (2)
scegliendo Cy = —(A.A(M)). D>

Lemma 3.1.19. Siano M, M', M" tre muri distinti di una camera A. Poniamo:

A = AA(M) B=AAMNM nM")
B = AA(MN M) B" = AA(M N M")

Sia C una camera. Se B' € D(A;,C) e B" € D(A1,C), allora B € D(A;,C).

Dimostrazione. Le faccette F' di A, aperte in M N M’ N M" sono faccette di tutte le
camere A, A1, B, B’, B"” e dunque applicando la Proposizione ¢ possibile ridursi
ad uno spazio vettoriale di dimensione 3. Inoltre, grazie al corollario precedente punto
(3), possiamo anche supporre che A; e C siano dalla stessa parte di M. Per ipotesi
abbiamo che B’, B” € D(A;,C). Poiché adesso M’ (risp. M") separa Ay da B’ (risp.
B"), Ay e C sono separati da M’ e M” (e sono dalla stessa parte di M). A e C sono
quindi separate da M, M', M" e vale che C = —A = B. DI

Proposizione 3.1.20. Valgono i sequenti faitti:

1. Siano A, B,C tre camere, F una galleria da A a B e Fy, Es gallerie da B a C.
Se FE1 ~ FEy = Ey ~ E»;

2. Allo stesso modo, se FAE ~ GoFE = FE1 ~ Es;

3. Sia g una classe di gallerie di inizio A. Allora esiste un’unica camera C tale che
g comincia per u(A, B) se e solo se B € D(A,C).

Dimostrazione. 1l punto (2) dell’enunciato si deduce dal punto (1) per passaggio alle
gallerie opposte. Siano dunque G = (Cy,...,Cy) e G' = (C},...,C},) due gallerie di
lunghezza n con le stesse estremita: Cp = C| e C,, = CJ,. Se adesso n > 1 poniamo
G1 = (Cy,...,Cy) e G} = (C1,...,Cl). Se inoltre vale che Cy # C, denotiamo con M
e M’ i muri che separano rispettivamente Cyp = C da Cj e da C] e poniamo infine
A = Cyo.A(M N M'). Consideriamo adesso la seguente relazione definita sulle gallerie
sopra esposte: diciamo che vale R, (G, G") se e solo se vale una delle seguenti:

(@) n=0;

(B) n#0,Cr=0C] e G ~GY;

(7) n # 0, Cy # C] e esiste F galleria da A a C,, = C}, tale che G; ~ u(C1,A)F e
G, ~ u(C}, A)F

Vogliamo adesso provare per induzione su n che R, (G, G") & una relazione di equivalenza.
Il caso n = 0 e banale. Supponiamo dunque che R; sia relazione di equivalenza Vi < n
e proviamo preliminarmente i seguenti fatti:
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(i) Per le gallerie di lunghezza i < n, R;(G,G’') & G ~ G': infatti si osserva che

Ri(G,G") = G ~ G’ ('unico caso non ovvio ¢ il caso 7, ma basta accorgersi che
attaccare una galleria di lunghezza 1 a una galleria minimale realizza una galleria
minimale); viceversa, sfruttando la notazione della relazione di equivalenza, mo-
striamo che se G ~ G, allora vale R;(G;, Gj4+1) e questo ¢ sufficiente sfruttando la
transitivita che deriva dall’ipotesi induttiva. In particolare se G ~ G’, prendiamo
un passaggio della successione e, posto G = FiEjF> e Gj11 = F1Ej1F5, met-
tiamoci nel caso (). Dobbiamo allora mostrare che (G;)1 ~ (Gj+1)1 e questo &
vero perché (Gj) e (Gj+1)1 sono proprio nella forma richiesta dalla relazione di
equivalenza a meno di accorciare Fi.
Nel caso (), dalle ipotesi si ricava che F; ¢ la galleria banale e dato che F; ed
Ej41 sono minimali, allora accorciandole di una sola camera all’inizio continuano
ad essere minimali; questo fornisce una scrittura valida per (G;)1 e (Gj41)1 e la
test;

(ii) I punto (1) della proposizione, con F'G1, FGy di lunghezza minore di n, & vero:
infatti, per il punto (i) appena dimostrato FG; ~ FGy = R, (FG1, FG3) e per la
seconda condizione di R; (iterata piu volte) si ottiene la tesi;

(iii) Vale il punto (3) della proposizione per ¢ di lunghezza minore di n: infatti si applica
la Proposizione all'insieme B = {B|g comincia per u(A, B)}; ¢ necessario
perd verificare l'ipotesi (c) della proposizione e questo lo si fa grazie a (ii), al
lemma precedente e alla terza condizione di R;.

Adesso rimane da dimostrare il passo induttivo e cioe che se R; e relazione di equivalenza
per ogni i < n, allora anche R, & relazione di equivalenza. La proprieta riflessiva e quella
simmetrica sono banali; vediamo dunque la proprieta transitiva: se G,G’,G” sono tre
gallerie di lunghezza n che vanno da A a C e tali che R,(G,G’) e R,(G,G"), allora
R,(G',G"). Denotiamo con M, M’ , M" i muri che separano A = Cy = C| = C{ da
C1,C1, CY e distinguiamo due casi:

Caso 1: C1 #C{ =CY] : Sia B=AAMNM)=AAMNM"), allora:

G1 = (Cl, veey Cn) ~ u(C’l, B)F/ ~ U(Cl, B)F”
G = (O}, . CL) ~ u(CY, BYF
G =(CY,...,ClY ~u(C{,B)F"
Nella prima relazione, dato che u(C7, B)F’ ha lunghezza < n, si puod applicare

l'ipotesi induttiva e si ottiene F’ ~ F”. Sostituendo I'uguaglianza nelle ultime due
relazioni e ricordandoci che siamo nel caso C] = CY si ha R, (G',G");

Caso 2: C) # C1,C1 # C{ : Posti allora By = AAM' nM"), B = AAMnN M),
B"=AAMNM")e B=AA(MNM nM"). Siha allora:
Gy = (Cy,...,C) ~u(Cy, BYF' ~ u(Cy, B")F"
Gy = (C1,....,Ch) ~u(Cy, B F'
T=(Cy,...Cl) ~u(C{,B"F"
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In modo che la classe g; di Gy cominci per u(C1, B’) e u(Cy, B”). Risulta allora
dal punto (iii) (sfruttando l'ipotesi induttiva) e dal Lemma [3.1.19|che g1 comincia
per u(C1, B): Gy ~ u(Cy, B)F. Dal punto (ii) dimostrato si ha inoltre che F’ ~
uw(B',B)F e F" ~ u(B",B)F e dunque G ~ u(Cy,B)F, G} ~ u(C{,B)F e
GY ~u(Cy,B)F. Si ha infine (dato che il passaggio per B delle gallerie u(C}, B),
u(CY, B) ¢ obbligato) che

Gll ~ ’LL(C{,Bl)’LL(Bl,B)F
Glll ~ U(Ci’,Bl)u(Bl,B)F

in modo che valga R, (G',G").
D]

Definizione 3.1.21. Data una classe di gallerie g, chiamiamo camera indicatrice, la
camera C' descritta nella Proposizione [3.1.20] ovvero quella camera C' tale che, per ogni
camera B, g comincia per u(A, B) se e solo se B € D(A,C).

Corollario 3.1.22. Siano A una camera e G un insieme di classi di gallerie di lunghezza
finita di partenza A. Supponiamo che 3! classe di gallerie x di partenza A tale che
G = {g|x comincia per g}; allora G verifica le sequenti condizioni:

(a) (A)€g;
(b) SegheG=g€g;

(c) Siano g di fine B; M, N due muri di B. Se gA(M) e gA(N) stanno in G, allora
anche gA(M N N) appartiene a G;

Ovvero la Proposizione ¢ in realta un se e solo se.

Dimostrazione. Supponiamo dunque che G = {g|x comincia per g}. Le proprieta (a) e
(b) sono immediate. Supponiamo che z = gh (con h di inizio B) e che gA(N), gA(M)
stiano in G. Risulta allora dalla proposizione precedente punto (1) che h comincia per
A(N) e A(M). Sia C la camera indicatrice relativa alla classe di gallerie h. Poiché M
e N separano B da C, 7}, (C) non puo essere che 7}, (B).A e dunque la tesi segue

dalla Proposizione sui quozienti. D]

Osservazione 3.7. La Proposizione [3.1.20] mostra che una classe di gallerie g di inizio
A determina in modo naturale uno spazio D(A,C) in cui tutte le camere che ne fanno
parte sono tali che u(A, B) & segmento iniziale di g.

Osservazione 3.8. Riportiamo adesso un algoritmo per il calcolo della camera indicatrice
C': siano G = (Ay, ..., A;,) una galleria di lunghezza n > 1, G1 = (44, ..., A,,) e M il muro
che separa Ag da Ay, C la camera indicatrice relativa a G e C; la camera indicatrice
relativa a G1. Possiamo calcolare C' per induzione utilizzando la formula

D(Al, C) = DM(Al) N D(Al, 01)
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Poiché A; € D(A,C), M separa effettivamente A da C' e C € Djy(A;). Grazie ora al
punto (1) della Proposizione si ha anche D(A;,C) C D(A1,C1) con l'inclusione
che viene dal fatto che Cj ¢ la camera indicatrice di G;. Infine, se B € Dy (A1) N
D(A;,C4), allora Gp comincia per u(A;, B) e G comincia per u(A, Aj)u(A1, B) =
u(A, B).

Esempio 3.3. Vediamo adesso con un esempio come ci si comporta per la costruzione
della camera indicatrice. Consideriamo come al solito V = R3 e l'arrangiamento di
iperpiani # = {H,, H,, H.}. Chiamiamo Ay, ..., A4 le camere superiori numerate in senso
antiorario e By, ..., B4 le camere inferiori corrispettive; diciamo inoltre che Ay ¢ la camera
che ha tutte le coordinate positive. Supponiamo di avere G = (A1, A2, Ba, A2) galleria
e calcoliamone la camera indicatrice: seguiamo passo passo l'osservazione precedente
e troviamo per induzione tale camera. Chiamiamo G = G, Gy = (Ag, Ba, A2), G3 =
(B2, Az) e G4 = (A3); applichiamo il ragionamento induttivo descritto sopra partendo da
G4 e arrivando fino a G. Ovviamente la camera indicatrice Cy di G4 ¢ A4. Applichiamo
adesso la formula induttiva per Gj3; allora la sua camera indicatrice verifica:

D(AQ, 03) = DHz (A2) N D(AQ, Ag) = {AQ}

e I'unica camera che verifica tale relazione & C3 = Ay. Continuiamo a risalire: sia Cs la
camera indicatrice di G2, allora vale che:

D(B27 CQ) = DHZ (BQ) N D(BQ, Ag) = {AQ, BQ}

e 'unica camera che verifica la relazione ¢ Cy = By. Calcoliamo infine C; camera
indicatrice di G; = G. Applicando sempre la solita relazione:

D(AQ,Cl) = DHZ(AQ) N D(AQ,BQ) = {AQ,BQ}

e dunque C7 = Bs. Abbiamo quindi scoperto che la camera indicatrice della galleria
G = (A1, A2, B2, Ag) ¢ By e lo spazio identificato da G' ¢ D(Ay, B2) = Dy, (A1).

Corollario 3.1.23. Siano G e H due gallerie componibili. Siano A la provenienza di
G, B la provenienza di H e C la camera indicatrice di H. Si ha dunque H ~ u(B,C)H’
con H' eventualmente la galleria vuota; allora per ogni camera D la classe di GH inizia
per u(A, D) se e solo se quella di Gu(B,C) comincia per u(A, D).

Dimostrazione. Basta osservare che 1'unica cosa che conta ¢ la camera indicatrice. <

La prossima proposizione mostra il comportamento al quoziente di quanto visto fino
ad adesso.

Proposizione 3.1.24. Siano A una camera, P una intersezione di muri di A, F = F(P)
e g una classe di gallerie di inizio A. Allora esiste una classe ¢’ di (Vp,Hp) di inizio
7 (A) tale che, per tutte le gallerie H di (Vp,Hp), g comincia per mp(H) se e solo se
g comincia per H.

Dimostrazione. Sia G l'insieme delle classi h di inizio 75'(A) di (Vp,Hp) tali che g
comincia per mg(h). Applichiamo adesso la Proposizione aGin (Vp,Hp). Grazie
alla Proposizione [3.1.10| sono verificate le ipotesi e dunque esiste la classe di gallerie x
tale che ogni h € G & segmento iniziale di z. Segue dunque la tesi. B
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3.2 Categoria delle gallerie

Possiamo vedere l'insieme delle gallerie come 'insieme delle frecce (morfismi) di una
categoria Galp(V,H) con le camere come oggetti. Allo stesso modo, le classi di equi-
valenza delle gallerie sono le frecce di una categoria quoziente Galy(V,H). L’ope-
razione G —— G* (rispettivamente G —— —G) inducono una antiequivalenza (risp.
una equivalenza) di Galp(V,H) o di Galy(V,H) in se stesso e induce l'identita (risp.
C —— —C) sugli oggetti. Se non ci sara ambiguita non indicheremo lo spazio vettoriale
e l’arrangiamento.

Osservazione 3.9. Nel nostro setting di gruppo finito di riflessione, possiamo interpre-
tare le gallerie Galy come particolari stringhe di elementi del gruppo W. In partico-
lare se s1, ..., 8, sono le riflessioni associate agli iperpiani Hy, ..., H,, dell’arrangiamen-
to, allora una G € Galp di inizio C corrisponde a una stringa s;,...s;, con la regola
dell’adiacenza ovvero che s;; deve essere una riflessione associata a uno dei muri della
camera (s;,...s;;_,(C)), dove con questa scrittura intendiamo una azione destra dell’e-
lemento s;,...s;;_, su C. Unica precisazione in questa scrittura ¢ quella che se s; ¢ la
riflessione che manda la camera A nella camera B e viceversa, allora scrivere s;s;s; cor-
risponde alla galleria (A, B, A, B); ovvero nella stringa gli elementi non si semplificano;
sono soltanto dei simboli formali che nella notazione corrispondono agli elementi di W,
ma non vivono dentro a W. Potremmo dunque scrivere s;s;8; = sf. Le gallerie in Galy
possono essere viste allo stesso modo con annesse le relazioni indotte dalla relazione
di equivalenza ~ descritta. In particolare le relazioni non alterano partenza, arrivo e
lunghezza della galleria, ma possono agire all’interno della scrittura dell’elemento riordi-
nando le riflessioni poiché, come osservato, in Galy contano soltanto passaggi e numeri
di passaggi tra i muri.

Lemma 3.2.1. Valgono i sequenti fatti:
1. Yg € Galy, vale che gA = A(—g);

2. Per ogni g, h di inizio A in Galy, esiste n € N tale che gA™ comincia per h. Se h
¢ composta da k gallerie u(A;, Aiy1) si puo prendere n = k.

Dimostrazione. Ragionando per induzione si ottiene facilmente la tesi (¢ sufficiente ve-
dere g come composizione di due gallerie piu corte); basta quindi mostrare il caso base
e cioe quando g & di lunghezza 1: g = (B, C); allora:

gA =u(B,C)u(C,-C) = u(B,C)u(C,—B)u(—B,—-C) =
=u(B,—B)u(—B,—-C) = A(—g)

Qualunque sia la camera B, A = u(A,—A) comincia per u(A, B), questo ci fa notare
che la camera indicatrice per A ¢ proprio la sua antipodale. Mostriamo come questa
osservazione implichi la tesi: decomponiamo h in h = xzy...x} con x1,...,z; tali che
attraversano i loro muri al massimo una volta. Consideriamo gA* = A(—g)A*~1; per
quanto osservato vale anche che A(—g)AF! = 2151 (—g)A*~! per una certa galleria y;.
Iterando allora il procedimento k volte portiamo h all’inizio della galleria e otteniamo la
tesi. D
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A questo punto vogliamo definire una categoria Gal associata alla categoria Gals
gia introdotta: in particolare lo facciamo rendendo invertibili tutte le gallerie di Gal,..

Definizione 3.2.2. Sia ‘H = {H}, ..., H,} 'arrangiamento di iperpiani finito e sia s; la
riflessione associata a H;. Abbiamo visto che Galy sono le parole nelle lettere s1, ..., sp
senza semplificazioni, con la regola dell’adiacenza e con le relazioni provenienti da ~.
Definiamo allora Gal categoria delle gallerie formata come oggetti dagli stessi di Galy e
come morfismi dalle parole nelle lettere s, ..., sn, 51_1 1 con la regola dell’adiacenza
e le relazioni provenienti da ~. Le semplificazioni sono adesso lecite fra lettere inverse.
Esiste una ¢ : Galy — Gal naturale e gli elementi della sua immagine prendono il nome
di gallerie positive.

s s Spy

Esempio 3.4. Per poter visualizzare meglio la categoria Gal definita, immaginiamo di
essere all’interno di una camera Cy e di voler fare un percorso tra camere. Supponiamo
di voler fare il cammino (Cy, C1,Cp) che rispetta la regola dell’adiacenza e che il muro
da attraversare sia Hy. Ci troviamo dunque nella camera Cy e dobbiamo attraversare
H;. Immaginiamoci adesso di avere due porte davanti a noi; la prima segnata con un
segno + e la seconda con un segno — (e dalle parti opposte le proprie duali).

Co

Ch

Figura 3.2: Modi di passare da una camera all’altra dell’arrangiamento

Attraversare il muro tramite la porta + significa fare s1, attraversare quella col segno
— significa fare 81_1. Dato che vogliamo la galleria positiva (Cp, C1, Cy) scelgo la porta
con il +. Mi trovo adesso nella camera Cp e voglio tornare nella camera Cy. Ho di
nuovo due porte davanti: quella da cui sono venuto (questa volta ha un segno —) e la
seconda col segno +. Visto che il cammino che voglio fare & tutto positivo scegliero di
nuovo la camera con il + che corrisponde ancora a s;. Se avessi scelto di tornare in Cy
attraverso la solita porta avrei ottenuto un sfl e dunque, nel complesso, una galleria
banale. La creazione di Gal ¢ dunque una estensione dei possibili percorsi: se in Gals
potevo soltanto attraversare porte segnate con un +, adesso ¢ possibile attraversare ogni
possibile porta.

Osservazione 3.10. Grazie al lemma precedente € possibile mettere ogni g € Gal nella
forma g = g1 A™" = A™"gs con g, g2 positivi (appartenenti a Galy.).

Per tutti i muri M, il numero di volte che g € Galy attraversa M ¢ ben definito (si
veda la Proposizione [3.1.14]). Questa funzione di ¢ si prolunga in maniera naturale a
g € Gal. Piu in generale, per tutte le intersezioni di muri P, si puo utilizzare la proprieta
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universale di Gal per definire i funtori:
7p : Gal(V,H) — Gal(Vp, Hp)

Siano A una camera, P una intersezione di muri di A e F' = F(P). La funzione 7p
induce un funtore:

TF : Galo(Vp,Hp) — Galo(V,H)

L’immagine del funtore e stabile per la relazione di equivalenza e dunque viene indotto
un funtore fedele:
T Galy (Vp, Hp) — Gal (V. H)

Infine, grazie alla costruzione di Gal, risulta che anche il seguente funtore e fedele:
mp : Gal(Vy, Hp) — Gal(V, H)

Lemma 3.2.3. Siano C' una camera, I,J due insiemi di muri die C, K =1NJ, P,Q
e R le intersezioni di muri di I,J e K rispettivamente e sia h € Homgal, (A, B) che
comincia sia per (A"A(P)™™) che per (A"A(Q)™™"), allora h comincia per (A"A(R)™™).

Dimostrazione. Sia A(P) = A.A.A(P) (analogo per Q e R). La galleria AA(P)™! ¢ in
realta u(A, A(P)) e questo si puo facilmente dedurre da come ¢ stato definito lo spazio
Gal; quella di inizio A(P) ¢ u(A(P),A). Dal Lemma e dall’'uso della notazione
scelta A(P) risulta che AA(P) = A(P)A e dunque si ha:

A"A(P)™ = u(A, A(P))u(A(P), Ayu(A, A(P))...  n volte

Mostriamo adesso che A(R) € D(A(P), A(Q)): sia M(A.A, A(P)) l'insieme dei mu-
ri che contengono P e M(A.A, A(Q)) l'insieme di quelli che contengono ). Adesso
M(A(P),A(Q)) ¢ l'insieme di quelli che contengono P o (), ma non R, che non ¢ altro
che M(A(P),A(R)) UM(A(Q), A(R)) e si applichi adesso il Corollario

Adesso per la Proposizione una classe di gallerie che comincia per AA(P)~
e AA(Q)™! comincia anche per AA(R)*l; dimostriamo adesso 1'ultimo fatto che ci fara
raggiungere (tramite induzione) la tesi del lemma:

Siano P e R intersezioni di muri di una camera A, con P C R. Sia h € Galy di
inizio A. Se h comincia sia per A"A(P)™" (n > 0), sia per AA(R)™!, allora h comincia
per (AA(R)™)(AA(P) )™

Infatti: supponiamo n > 2 e poniamo h = (AA(P)~1)h’. Con le notazioni precedenti
allora b’ comincia sia per AA(P)~! = u(A(P), A), sia per u(A(P), A(R)). Applichiamo
dunque la Proposizione punto (3). La camera indicatrice C' ¢ allora separata da
A(P) da tutti i muri che separano A(P) da A (cioe M 5 P)o A(P)da A(R) (cioe M D P
e M 2 R). La camera C non ¢ dunque separata da A(P)A se non dai muri M D R e
C e D(A(P).A A( ).AA(R)). Da queste osservazioni, ' comincia sia per (AA(R)_l)
che per (AA(P)~1)""2 da cui h comincia per (AA(P)"H(AA(R)™H)(AA(P) )2 e

si conclude osservando che vale:

AA(P)T'AA(R)™ = AA(R)'AA(P) !

1
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Proposizione 3.2.4. Siano C' una camera, I1,J due insiemi di muri di C, K =1NJ,
P,Q e R le intersezioni di muri di I,J e K rispettivamente e F(P),F(Q) e F(R) le
faccette corrispondenti di C. La faccetta F(R) é la piu piccola faccetta contenente F(P)
e F(Q). Nel gruppoide Gal(V,H) si ha:

TF(P) (Gal(V},, Hp)) N WF(Q)(GCLZ(VQ, HQ)) = WF(R)(GGZ(VR, HR))

Dimostrazione. Una camera che ammette F'(P) e F'(Q) come faccette, ammette anche
F(R) come faccetta. e questo prova la proposizione per gli oggetti. Sia adesso g €
Homga (A, B) e supponiamo g = mpp)(g1) = 7p@)(g5). Dalla definizione di Gal e
dall’Osservazione si ha che ¢ = A(P)™"g{ e g4 = A(Q) "g4 con i g/ positivi per
n > 0 abbastanza grande. Siano g1 = Tppyg] € g2 = Tp(p)gs; adesso dal Lemma
(trasformando con x) si ha A"A(P)~™ positivo e si ha dunque in Gal(V,H):

(A"A(P)™")g1 = (A"A(Q)™")g2 = (A"A(Q)")g3

dove l'ultima uguaglianza segue direttamente dal lemma precedente (g3 positivo). Si ha
dunque g = A(R) "gs. Adesso la galleria positiva g3 = A(R)"g appartiene all'immagine
di mp(py e di mp(g). Grazie a quanto detto sui muri attraversati, ne deduciamo che non
attraversa nessuno dei muri che non contengono P o @, cioé che non contengono R; ne
deduciamo che appartiene all'immagine di mp(g). >

3.3 Costruzione di uno spazio contraibile

Siano (V,H) come gia definito munito di una qualsiasi struttura euclidea, sia r = dimV
e sia S la sfera unitaria (possiamo identificare S come V/(R*)T). Gli iperpiani M € H
generano una triangolazione di S che chiameremo ancora spazio simpliciale (o schema
simpliciale) corrispondente e questa realizzazione geometrica. Useremo su S la termino-
logia che abbiamo utilizzato per V (cioe camere, faccette, adiacenza, gallerie) facendo
attenzione al fatto che adesso la dimensione delle varie faccette & diminuita di 1.

Scegliamo una camera fondamentale Ay C S e data una classe di gallerie g, indi-
chiamo con ¢¢"¢ I'ultima camera di g, che & un simplesso di dimensione r — 1; definiamo
dunque il seguente spazio:

Definizione 3.3.1. Definiamo lo spazio I, munito di una mappa ¢q : I — S come
segue:

1. Chiamiamo Z, linsieme delle classi di equivalenza delle gallerie g di inizio Ag:

2, =| |Homgal, (Ao, B)
B

2. Chiamiamo Z; la somma digiunta, indicizzata sui ¢ € Z,, della chiusura dei

end.
Z+ — |_| gend
geZ+

simplessi g
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e chiamiamo ¢’ : Z, — S levidente applicazione associata allo spazio (associa al
simplesso di Z; il corrispondente simplesso di S);

3. Definiamo I (munito di ¢) come quoziente di Z; (munito di ¢’) tramite i seguenti
incollamenti: se g & una classe di gallerie da Ag a B e C & una camera adiacente
a B, si attacchi ge"@ con [g(BC)]*"® secondo la faccia chiusa comune alle loro
immagini in S.

Lo spazio I € decomposto in faccette, che sono le immagini di faccette di Z; e ogni
faccetta si immerge in maniera bigettiva su una faccetta di S. Le sue camere (risp. facce,
vertici) sono faccette di dimensione r — 1 (risp. r — 2, 0) dato che ho costruito lo spazio
a partire da S e non da tutto V.

I vertici di una faccetta F' sono i vertici contenuti nella chiusura Fdi F . Le camere
di I sono indicizzate su Z,; denotiamo con Ag.g quelle di indice g e con Ay quella di
indice la galleria (Ap).

Siano adesso g € Homgai, (Ao, A), A= zTo.g e H=(Cy,...,Cy) una galleria da A a
B di classe h. Poniamo allora A.h = Zivo.gh.

Le gallerie A.(Cy,...,C;) per 0 < i < n formano una galleria appartenente a I.
Chiameremo tali gallerie positive.

Esempio 3.5. Per avere una idea dello spazio I, che stiamo costruendo consideriamo
V = R? e l'arrangiamento dato dagli iperpiani coordinati: H = {H, = {x = 0}, H, =
{y = 0}} e intersechiamo con la sfera unitaria:

He

Figura 3.3: Arrangiamento # = {H,, H,} in R?

Scegliamo Ay = A come camera fondamentale e chiamiamo s, e s, le riflessioni
rispetto a H, e H,. Costruiamo lo spazio I in modo induttivo: consideriamo prima le
gallerie di lunghezza 0, poi di lunghezza 1 e cosi via e incolliamo, secondo la relazione
descritta, le camere di lunghezza n allo spazio gia costruito. Abbiamo la seguente tabella
(indichiamo con [(g) la lunghezza della galleria):
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‘ Galleria come succ. di camere ‘ g™ ‘ Riflessioni associate
0 (4 |45
1 | (A,B) B} | 5.
(A7 D) D(l) .S’y
2 | (A,D,A) Az | s2
(A,B,C)~ (A, D,C) Cl | sysy = sysa
(A7 B? A) Ag 8121
3 | (A,B, A B) By | s3
(A,B,C,D) ~ (A,D,C,D) ~ (A,B,A,D) | D? | 8;8,8; = 8,52 = 825y
(A,B,C,B) ~ (A,D,C,B) ~ (A,D,A,B) | B} sxsz = SySzSy = szsx
(A,D,A, D) DY | s

Diamo adesso due rappresentazioni grafiche di I,: la prima ricalca passo passo la
costruzione fatta anche a livello visivo. In particolare le copie delle gallerie (’apice indica
quante s, compongono la galleria e il pedice quante s,) vengono attaccate nel seguente
modo: prendiamo la galleria di lunghezza 0 e ne creiamo la copia Ag. A questo punto
prendiamo le gallerie di lunghezza 1, creiamo le ¢¢™® e le attacchiamo in modo che in
I, sia possibile percorrere in maniera naturale le gallerie da cui le ¢**¢ provengono. Si
procede in questo modo per ogni lunghezza di galleria; Dunque la costruzione sara (fino
a gallerie di lunghezza 3):

Q O
s\ L BT /g

Figura 3.4: Rappresentazione di I

Un altro modo di pensare lo spazio I, in questa situazione particolare, ¢ quello di
identificare le g™ con i punti di N x N in quanto, come si puo facilmente osservare, una g
e univocamente determinata dal numero di s, e dal numero di s, da cui € composta (cioe
dai loro esponenti). Possiamo dunque vedere lo spazio I come rappresentato in Figura
[3-5] dove perd & necessario puntualizzare il seguente fatto: la relazione di equivalenza su
I fasi che tutti i collegamenti tra una medesima riga o una medesima colonna collassino
in un unico punto. Ad esempio se ci troviamo in A8 e vogliamo andare in Bg nella prima
riga, allora posso farlo direttamente, cioé non ci sono altre camere in mezzo (come si
puo facilmente constatare anche dalla prima rappresentazione di I ).
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D3 ‘

A5 — B3
\ \
D} — Cf — D} —1—
\ \ \
A} — By — Ay — Bj -

Figura 3.5: Rappresentazione duale di I

Lemma 3.3.2. Sia F' una faccetta di S, A e B due camere di S aventi F' per faccetta, g €
Homgq, (Ao, A) e h = Homga, (Ao, B); allora le sequenti condizioni sono equivalenti:

1. In I, le faccette "' (F) di Ag.g e Ag.h coincidono;
2. g7h € Homga (A, B) appartiene a mr(Gal);
3. Esistono g1 e hy in mp(Galy) tali che gg1 = hhy.

Dimostrazione. 1 = 2) Se le faccette ¢~ (F) di Ag.g e Ag.h coincidono, allora vuol dire
che g~1h & una galleria che & una successione di camere che contengono tutte la faccetta
F. Di conseguenza g~'h € 7p(Gal).

2 = 3) Adesso se g~ 'h € mp(Gal), allora 3¢’ tale che 7r(g') = g~ 'h. Per quanto osser-
vato sullo spazio delle gallerie possiamo scrivere 7r(¢") = ¢”" A" dove g1 € mp(Galy) e
Ap € mp(Galy) in quanto corrisponde alla simmetria rispetto a P supporto di F. Ma
allora, posto Ap = hq:

mr(d) =g 'h & 1A = g 'h < gg1 = hh}

3 = 1) Per le definizioni date l'ipotesi implica che ¢ possibile passare da g a h aggiun-
gendo o eliminando in coda alla galleria, camere che contengono F' e dunque la faccetta
¢ '(F) in I, sard sempre la medesima. D

Grazie adesso al lemma precedente e alla Proposizione si puo dedurre il seguente
importante risultato:

Osservazione 3.11. Ciascuna faccetta di I & univocamente determinata dall’insieme
dei suoi vertici. Possiamo dunque esprimere I, come la realizzazione geometrica del
seguente schema simpliciale:

(a) Sia z un vertice di S, indichiamo con G(x) l'insieme dei g € Galy di inizio Ag e di
fine una camera di cui = ¢ vertice. Sia G(z)/m, il quoziente di G(x) rispetto alla
relazione di equivalenza (2) del lemma precedente (per F' = z). Allora I'insieme
dei vertici e dato da:

|_| G(x)/ma
x
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(b) Un insieme E di vertici € un simplesso se e solo se esiste una galleria g di inizio Ay
tale che, per ogni y € F, g appartenga a G(q(y)) e che y sia 'immagine di g in

G(a(y)/mq(y)

Proposizione 3.3.3. Sia I' una faccetta di I ; allora esiste una classe di gallerie g tale
che F' & una faccetta di una camera B = Ag.h se e solo se h = gmp(h') per un opportuno
h € Galy.

Dimostrazione. Sia g galleria di lunghezza minima tale che F' sia una faccetta di A =
Ap.g. Sia B = Ap.h una camera di cui F' ¢ faccetta. Dal Lemma (1) & (3)),
esistono gallerie hy, he in (Vy(p), Hy(r)) con gnp(hi) = hrp(he). Applichiamo adesso la
trasformazione g — ¢g*: per la minimalita di g si trova che hq finisce per ho: hi = h'ho.

Adesso dalla Proposizione [3.1.20[si ha che gmp(h') = h e questa & la tesi. D>

Vogliamo adesso definire a partire da I uno spazio contraibile: sia A una camera di
I;. Chiamiamo S(A) 'unione delle camere chiuse A.u(gA, B) con B camera di S. La
mappa qg(4) : S(A) — S & un isomorfismo in quanto non fa altro che dare un nome alle
copie della sfera S scegliendo perd una camera di partenza.

Definizione 3.3.4. Definiamo lo spazio I indotto da I, ”tappando” le sfere S(A),
ovvero rendendo piene le sfere S(A).

Per essere precisi, sia B” una palla di cui S ¢ il bordo. Definiamo ﬂr da I, come
unione di una famiglia di copie b(A) di B", indicizzata sull'insieme delle camere di 1.
Le applicazioni associate sono:

ob(A) = 8 &= S(A)

Tali applicazioni sono isomorfismi e possiamo osservare che I, appare ancora come la
realizzazione geometrica di uno schema simpliciale (di vertici quelli di I e i centri delle
varie palle). Lo spazio I+ € munito di una applicazione evidente ¢ : I+ — B".

Osservazione 3.12. Lo spazio I ¢ il bouquet di sfere S(A), lo spazio I+ + il bouquet di
palle b(A).

Esempio 3.6. Con riferimento alla Figura 3.4 e alla Figura si ha che

b(AY) = palla delimitata da A9, B}, DY, C}

b(B}) = palla delimitata da By, C}, A3, D3
e cosi via. Osserviamo che in questo caso specifico € molto facile descrivere le sfere S(A)
e le palle b(A): si tratta di prendere la camera di riferimento EJ', e S(E),) non & altro

che la sfera delimitata da E7,, G F? Ll "1 dove G e F sono le camere adiacenti e
L ¢ la camera antipodale.

Chiamiamo (I ), I'unione delle camere chiuse Ao. g con g di lunghezza minore uguale
an esia (I1), l'unione di (I1), e dell'insieme di palle b(A) tali che 0b(A) C (I4)n. Si
ha che (I1)g = Ag che & contraibile e

f_t,_ = lim (f_t,_)n

n—oo
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Lemma 3.3.5. Poniamo A = fTo.g e F una faccetta di A. Supponiamo che esista una
camera B = Ag.h in (I; )41 distinta da A di cui F sia una faccetta. Esiste allora una
camera B' = Ag.h' in (1), e un muro M di qB’ (contenente qF ) tale che A = B'.A(M)

Dimostrazione. Sia gg la galleria considerata nella Proposizione Si ha
= gomr(g1) h = gomr(h1)

Le ipotesi implicano che la lunghezza [g(g; ) sia diversa da 0 (altrimenti, poiché A # B, si
avrebbe lg(h) > lg(g) = n+1). Per un opportuno M di gA, si ha allora che g; = h/A(M)
e dunque poniamo B’ = Ag.h/ . D<I

Lemma 3.3.6. (1), ¢ un retratto per deformazione di (I )pi1.

Dimostrazione. Dobbiamo costruire una famiglia (¢;)o<¢<1 di applicazioni continue da
(I4)n+1 In se stesso con g = id, ((Pt)\(ﬁ)n =id e o1((I+)n+1) = (I4)p. Siano A = Ag.g
una camera di (I4)n,+1 che non sta in (1), e F una faccetta di A.

Consideriamo la camera chiusa A; A N (I}), ¢ quindi unione non vuota di facce
chiuse e, in (I ),11, i punti di A— (AN (I;),) appartengono alla sola camera chiusa A.
Distinguiamo adesso due casi:

Caso 1: AN (1), # A : In questo caso non esiste una sfera S(B) con A C S(B) C
(I4)n+1. Prendiamo per (¢¢) 7 la proiezione di Asu AN (Iy)n;

Caso 2: AN (I;), =0A : Poniamo A = ;{vo.g. Per ogni muro M di ¢A, risulta allora
dal lemma appena fatto, che g finisce per A(M). Dalla Proposizione g finisce
per A; si ha quindi A = B.A con B univocamente determinato per A sempre dalla
Proposizione 3.1.20L Quando passiamo da (I} )41 a (f+)n, la camera A e la parte
interna della palla b(B) possono essere retratte per deformazione grazie al fatto
che la sfera ¢ stata tappata. Prendiamo allora per (¢¢)|y(p) una proiezione di b(B)
su S(B) — A. Ci riconduciamo dunque al caso 1 poiché una volta che sono svanite
tutte le palle, rimangono solamente situazioni descritte nel caso 1.

Questo completa la costruzione di ¢; e dimostra il lemma. D

Grazie ai due lemmi appena dimostrati si ha il seguente importante risultato:
Proposizione 3.3.7. Lo spazio f+ é contraibile.

Definizione 3.3.8. Definiamo lo spazio I munito di una mappa ¢ : I — 5 allo stesso
modo di I rimpiazzando Galy con Gal:

1. Si pongono
Z =| |Homga(Ao, B)
B
Z=||gm
geZ

e chiamiamo ¢’ : Z — S Devidente applicazione associata allo spazio (associa al
simplesso Z il corrispondente simplesso in S);
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2. Definiamo I (munito di ¢) come quoziente di Z (munito di ¢'): in particolare se

g € Z & una galleria da Ag a B e C ¢ una camera adiacente a B, si attacchi g¢" con
[g(BC)]e"d secondo la faccia chiusa comune alle loro immagini in S. In altri termini,
se due camere B e C' hanno una faccetta in comune F, se ¢ € Homgq (Ao, B) e
h € Homgq(Ap, C), allora, in I, le faccette chiuse (¢/)~1(F) di g¢? e di he"? sono
identificate se e solo se

hg™' € np(Homga(mp' (B), 7 (C)))

Analogamente a I definiamo le camere, le facce, le faccette aperte e chiuse di I.
Definiamo Ag e A.h (per A camera e h in Gal con inizio ¢A) come per I;. L’analogo del
Lemmavale anche per I. Inoltre le faccette (sempre come in I, ) sono univocamente
determinate dall’insieme dei loro vertici e I appare come la realizzazione geometrica di
uno schema simpliciale che ammette una descrizione analoga a quella di I;. Per ogni
camera A di I, definiamo, come per I, una sfera S(A) e ¢ induce un isomorfismo da
S(A) a S. Definiamo infine il complesso f, munito di una mappa q : I B, come il
riempimento di tutte le sfere S(A).

Esempio 3.7. Consideriamo ancora V = R? e # = {H,, H,} come nell’esempio prece-
dente e rappresentiamo anche lo spazio I. Si puo facilmente compilare una tabella come
quella fatta per I, ; questa volta perd dobbiamo identificare le g™ non come i punti di
N x N, ma come i punti di Z X Z in quanto una galleria ¢ determinata dagli esponenti
di s; e s, che la compongono e in I tali esponenti possono essere anche negativi. Si ha
dunque lo spazio rappresentato in Figura [3.6

Figura 3.6: Rappresentazione di

Come possiamo notare da questo esempio, lo spazio I si immerge in maniera natu-
rale su I. Vedremo piu avanti alcuni dettagli importanti di questa immersione. Come
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in I, dobbiamo immaginare che nella realizzazione geometrica effettiva le camere su
una stessa riga o su una stessa colonna si incollano tutte sul medesimo vertice che e
rappresentato dalla riga o dalla colonna di collegamento.

Osservazione 3.13. Possiamo descrivere attraverso le gallerie alcuni degli automorfismi
di I = I4,. Consideriamo B € I una camera tale che B = Ao h. Supponiamo inoltre
che ¢q(B) = By. Abbiamo la seguente mappa:

© : UCHomGal(BO,C) — I~Bo
g — B.g

Che induce in modo naturale la mappa:

o: I, — 14,
B.g — Ap.hg

Allora vale banalmente che ® ¢ un isomorfismo tra I, e 14,. Se pertanto fissiamo Bel
tale che ¢(B) = Ap la mappa ® determina un automorfismo non banale di I = I4,.

Definizione 3.3.9. Per ogni A di I tali che g(A) = Ay, definiamo una applicazione
gl =1 rispettivamente iac f+ =

compatibile con la proiezione su S (rispettivamente su B") che manda le camere chiuse
A.g di I} (rispettivamente le palle b(A.g) di I+) nelle camere (palle) con lo stesso nome
in I (rispettivamente I).

Proposizione 3.3.10. Valgono i sequenti fatti:

1. i4 identifica I, come un sottospazio chiuso di I e iy identifica I+ come un sotto-
spazio chiuso di I;

2. Vale che:

/\ ~

—hmzA A-2n(I4) —hmzA Az (1)

Dimostrazione. 1 risultati per f+ el seguono facilmente da quelli di I e I; proviamo
dunque (1) per Iy e I. Mostriamo che I, & un sottospazio: siano B e C' due camere di
S aventi una faccetta in comune F. Siano g € Homga, (A,B) e h € Homga, (A, C).
Supponiamo che le faccette ¢~ 1(F) di A.g e A.h siano uguali in I; si ha allora

gilh =7p(e)

per e € Homga(nz'(B), 7' (C)). Grazie a possiamo scrivere e = eje; ' con
ei € Galy. Dalle relazioni funtoriali trovate in precedenza si ha grp(e1) = hrp(ez) in
Galy e le faccette ¢~ '(F) di A.g e A.h sono dunque gia uguali in I, . La chiusura segue
in maniera immediata dalla costruzione simpliciale degli spazi I e 1.

Per provare (2) ¢ sufficiente osservare che tutte le gallerie g di inizio Ap in Gal si
possono scrivere come g = A™2"¢' con ¢’ € Gal,. I
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Dato che adesso I & un CW - complesso che possiamo ottenere come limite di sot-
tocomplessi chiusi contraibili (gli er), si puo dedurre il seguente fondamentale risultato
(per una dimostrazione dettagliata di quanto appena enunciato si rimanda ad Hatcher
[8], Capitrolo 4):

Teorema 3.3.11. Lo spazio T ¢ contraibile.

3.4 Rivestimenti

In questa sezione costruiamo il rivestimento per lo spazio Y e dimostriamo, grazie al
Lemma del nervo, che ha la stessa omotopia di I ottenendo la contriabilita.
Sia V¢ il complessificato di V e M¢ di M per ogni M € H e chiamiamo

Y=Ve— |J Mc
MeH

Costruiremo per incollamento lo spazio Y che riveste Y. L’idea della costruzione sara
descritta con laiuto di I e I e, proprio grazie a questo fatto, faremo vedere che Te
il nervo di Y. Le faccette di S e le faccette di V (tranne ’origine) sono in bigezione
canonica e dunque le appelleremo indistintamente. In generale chiameremo allo stesso
modo le faccette corrispondenti. In caso di ambiguita useremo la notazione F' — [F].

Lemma 3.4.1. Siano A, B,C tre camere di I con C C S(A)NS(B). Allora q induce
un isomorfismo tra S(A) N S(B) e Uintersezione di S con i semispazi chiusi Dy(qC)
contenenti qC' e limitati da un muro che separa gA da qB.

Dimostrazione. L’intersezione dei Djs(¢C) ¢ unione di camere chiuse. Se C’ & una di
queste, gA e ¢B sono dalla stessa parte di tutti i muri che separano ¢qC da C’. Se
ne deduce che i prolungamenti su S(A) o S(B) di una galleria minimale da ¢C' a C’
coincidono e €7 C ¢(S(A) N S(B)). Adesso, se una faccetta F non sta nell’intersezione
dei Dys(qC), esiste un muro M tale che F' ¢ M e che separa gA da ¢B e F da qC.
Supponiamo per assurdo che F' C ¢(S(A) N S(B)). Siano D una camera di S di cui F' &
una faccetta e (Cy, ..., Cpy1) una galleria da ¢C' a D. Sia M; il muro che separa C; da Cjy1
e «; (risp. ;) = 1 a seconda che Cj;1 e A (risp. B) sono o meno dalla stessa parte
di M;. Per ipotesi F & faccetta di C.A(Mp)®...A(M,)*" e di C.A(My)?...A(M,,)"
in quanto e lo stesso cammino tra camere passando perdo da porte positive e negative

diverse. Allora dal Lemma e dalla Proposizione [3.1.24]si ha (poiché F' ¢ M):
S - Y4
M;=M M;=M

e questo ¢ assurdo in quanto un membro vale 1 e I'altro vale —1 per quanto gia osservato.
D1

Lemma 3.4.2. Siano R : Vo — V e & : Vo — V le applicazioni parte reale e parte
immaginaria. Sia v € Vg, F una faccetta di V' tale che R(v) € F. Allorav € Y se e
solo se 78 (3(v)) appartiene a una camera di (Vp, Hr).
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Dimostrazione. =) Sia v € Y, allora v ¢ Mc per ogni M iperpiano appartenente al-
Parrangiamento e dunque, dato che R(v) € F, vale che per ogni M D F, S(v) ¢ M.
Passando dunque al quoziente, ¥ (3(v)) non puo appartenere a nessun iperpiano di Hp
e dunque appartiene a una camera.

<) Sia 7F(3(v)) in una camera di (Vir, Hr), allora S(v) ¢ M per ogni M tale che
F C M. Dunque R(v) € M e S(v) ¢ M e pertanto v ¢ Mc. Di conseguenza v € Y.

Definizione 3.4.3. e Sia C' una camera di (V,H). Chiamiamo Y (C) l'aperto di Y’
formato dagli z € V¢ che verificano la seguente condizione:

Se F' & una faccetta di V tale che R(z) € F, allora 7% (3(x)) € 7(C)

Equivalentemente, se consideriamo Ve =V x V, si ha che

Y(©)= U Fx@E")ap(©0)]

F faccetta

e Siano A e B due camere di I. Se S(A)N S(B) contengono una camera C, denotia-
mo provvisoriamente con Y'(A, B) l'intersezione dei semispazi aperti Djy;(qC) per
M come nel Lemma Osserviamo che, sempre per il lemma, Y'(A, B) non
dipende dalla camera C'. Poniamo:

Y(A,B) = Y(qA) N Y (¢B) N R (Y'(A, B)) C Ve
Equivalentemente, attraverso passaggi insiemistici, si ha che

Y(A,B) = U {F x (z") " rF(gA) N 75 (gB)]}
F' faccetta
FcCint(q(S(A)NS(B)))

Se S(A) N S(B) non contiene camere C, poniamo Y (A4, B) = (;

e Per F una faccetta di V, la stella Et(F') e I'unione delle faccette (aperte) G di
(V,H) tali che F C G;

e Per F' una faccetta di V e C una camera di (Vp, Hr) poniamo:

V(F,C) = {v e Vc|R(w) € Et(F), =5 (3(v)) € C}

Equivalentemente:

V(F,C) = Et(F) x (z7)71(C)
Osservazione 3.14. Tutte le definizioni sono ben poste grazie al Lemma [3.4.2

Lemma 3.4.4. Sia G una faccetta di V. Le V(F,C) per F una faccetta tale che G C F e
C una camera di Vi formano un ricoprimento aperto di Y NR™Y(Et(Q)). In particolare,
scegliendo G = {0}, le V(F,C) ricoprono Y.
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Dimostrazione. Se x € Y N R Et(G)) e R(z) € F, allora x appartiene a uno dei
V(F,C) e questo da la tesi. Inoltre & banale osservare che le V(F,C) sono aperte.

Sia adesso Y’ la somma disgiunta, indicizzata sulle palle b(A) di I:

Y =] |Y(q4)
b(A)

Denotiamo con Y’/ (b(A)) la componente di indice b(A). Abbiamo una proiezione naturale
p Y’ =Y cioé quella che associa a Y'(b(A)) il corrispettivo Y (qA).
Sia adesso R la seguente relazione su Y':

Siaz € Y'(b(A)) ey € Y/'(b(B)): allora vale R(z,y) se e solo se p/(x) =p/(y) e
p'(z) € Y(A,B)
Questa ¢ una relazione di equivalenza: la proprieta riflessiva e quella simmetrica sono

banali; per la transitivita ¢ sufficiente osservare che Y(A,B)NY(B,C) C Y(A,C) e
questo si vede facilmente dalla definizione insiemistica di Y (A, B).

Definizione 3.4.5. Chiamiamo Y=Y’ /R munito della evidente proiezione p :S/ - Y.
Per tutte le palle b(A) di I, denotiamo con Y (b(A)) 'immagine di Y’(b(A)) in Y.

Prima di addentrarsi nella dimostrazione tecnica finale e mostrare che effettivamente
Y e rivestimento contraibile di Y, ¢ utile fare un esempio.

Esempio 3.8. Sia V =R e H = {0}; lo spazio ¢ formato da solamente due camere e il
suo complessificato & Y = R? — {0}:

©)

Utilizzando le definizioni insiemistiche date si ottiene che:

Y (A) = [{0} x (0, +00)] U [(—00,0) x R] U[(0, +00) x R]
Y(B) = [{0} x (—00,0)] U[(~00,0) x R] U [(0, +00) x K]

che non sono altro che i seguenti insiemi del piano:

Y(4) Y(B)
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Lo spazio Y’ ¢ formato da copie di Y(A) e Y(B) disgiunte. Per incollarle nel modo
giusto abbiamo bisogno del complesso I che abbiamo costruito nella precedente sezione:
questo e dovuto al fatto che I'incollamento ¢ definito da Y (A, B) (e dipende dunque da
I). Si osserva facilmente che I ¢ di questa forma:

—Bs—FAs—Bi+TA"— B'1T— A*+—B?

Con le stesse identificazioni che avevamo gia osservato nell’Esempio [3.5] Adesso,
come mostrato in figura, le intersezioni fra sfere di I (i rettangoli) possono essere di tre
tipi: o si intersecano in una camera che sta sopra A, o si intersecano in una camera
che sta sopra B o non si intersecano. Di conseguenza abbiamo soltanto due possibili
tipologie di Y (A, B) che sono le seguenti:

Y(Bg,AQ) = (O, +OO) x R
Y (A", BY) = (—00,0) x R

che non sono altro che il semispazio destro e sinistro rispetto alla retta {x = 0}. Avendo
definito tutto il necessario, possiamo adesso attaccare le varie componenti secondo la
relazione di equivalenza R. Come prima osservazione notiamo che, fissata una Y”'(b(C)),
questa si puo attaccare solamente con componenti Y'(b(D)) tali che D e C sono adiacenti
in I (altrimenti S(C')NS(D) & vuota). Prendiamo allora Y’ (b(Az2)); questa si attacchera
con Y'(b(Bs3)) e Y'(b(B1)) nei semispazi corrispondenti univocamente determinati da
Y (Bs, A2) e Y(A2, B1). Ripetendo il medesimo ragionamento per ogni copia Y'(b(C)) e
attaccando consequenzialmente semispazi destri e sinistri si ottiene lo spazio Y.

Y'(b(B3)) Y'(b(Az)) Y'(b(B1)) Y'(b(Ao))

Figura 3.7: Incollammento delle componenti Y’ (b(C')): tonalita di grigio uguali indicano
una identificazione

Per come & definito lo spazio & possibile muoversi da una Y’(b(C')) all’altra passando
per ogni iperpiano tagliato, girando intorno al taglio. Se immaginiamo adesso di porre
le Y/(b(C)) ad altezze diverse nello spazio e a provare di identificarle con una spezzata
che mima proprio il cammino che gira intorno ai vari tagli otteniamo la seguente figura:

Data adesso la costruzione esplicita dello spazio Y si osserva facilmente che non

stiamo facendo altro che rivestire R* — {0} (che ha la stessa omotopia a S') con uno
spazio Y che non e altro che un’elica ingrassata. Di fatto stiamo quindi mimando la
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Figura 3.8: Rappresentazione di Y

costruzione del rivestimento universale di S' mediante la retta R che si avvolge sopra
di lei. Un’altra osservazione importante da fare ¢ quella che 'omotopia dello spazio Y’
coincide con quella di I che forma la struttura portante di Y.

Vogliamo adesso dimostrare che il risultato € vero in generale; per farlo dobbiamo
dare la seguente

Definizione 3.4.6. Sia X uno spazio topologico e sia & un ricoprimento di X fatto con
insiemi aperti. Il nervo di U, denotato con N(U) ¢ il complesso simpliciale definito con
le seguenti proprieta:

1. I vertici di N(U) sono gli elementi di U;

2. Ogni insieme finito non vuoto di vertici {Up,...,Up} € un simplesso in N(U) se
UsN..nU, #0

ed enunciare il seguente risultato la cui dimostrazione si puo trovare in Hatcher [§],
Sezione 4G"

Lemma 3.4.7 (Lemma del nervo). Sia X uno spazio paracompatto e sia U un ricopri-
mento aperto tale che ogni intersezione finita, non vuota di elementi di U sia contraibile.
Allora la realizzazione geometrica del nervo di U & omotopicamente equivalente a X.

Quello che vogliamo fare & mostrare che p & un rivestimento e che T eil nervo di Y
completando cosi la dimostrazione grazie alla contraibilita di 1.

Teorema 3.4.8. Y ¢ rivestimento contraibile di Y .

Svolgeremo la dimostrazione in 4 passi:

(A) Y & un rivestimento di Y.
Mostriamo che p~1(V(F,C)) & somma di copie disgiunte di V (F, C):
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(a) Fissate F' e C, sia b(A) una palla di f, per ogni B camera tale che ' C B,
consideriamo le camere di

Cly = Au(A, B)u(np(C),B)~!
Per costruzione, B C ¢(S(A) N S(C}y)) e in particolare, se F' # {0}, allora
[F] € ¢(S(A) N S(Cp))

Proviamo che:

Y (b(A) np (V(F,C)) c | Y(B(Ch))

FCB
Sia x nel membro di sinistra e sia G la faccetta di V alla quale appartiene (p(z));
si ha che FF C G cio¢ G € Et(F). Prendiamo come B una camera di cui G &

faccetta, di conseguenza F' C B. Per ipotesi (z appartiene alle due componenti del
membro di sinistra) si ha:

1 (3(p(x))) € 5(4) " (S(p(x)) € C

Si ha dunque 7;(A) = 75 (7p(C)). Se ne deduce allora, grazie al Lemma che
tutte le camere di cui G ¢ faccetta stanno in ¢(S(A) N S(C%)) e che p(x) sta in

Y (A, C%) e che dunque = € ?(b(Cj’B)) per la definizione di Y.

(b) Poniamo
V(o) = | @ee)ne)(VEC))
9(C")=mr(C)
Dal punto (a) si ha l'uguaglianza

p~ (V(F.C) =Y'(F,C)/R

Questo ¢ un isomorfismo di spazi topologici e si pud osservare che Y'(F,C) ¢
aperto in Y’. Di nuovo dal Lemma la relazione di equivalenza indotta da
R su Uycnznp(c) Y'(0(C")) & banale. Concludiamo osservando che, per tutte le
camere C” tale che ¢(C") = wp(C),

V(F,C) C Y (b(C"))

(B) Costruzione di un ricoprimento di Y.
Introduciamo due notazioni: per F' una faccetta di I poniamo:

Y(F)= ] X@®©)np(RY(EHqF)))
C|FcS(C)

Inoltre per o(A) centro di una palla b(A) di T poniamo:

Y(o(4)) = Y(b(A) np~ (V ({0}, 4))
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Lemma 3.4.9. Siano F; per i = 1,2 due faccette di I e C; (i = 1,2) due camere di I
tali che F; C S(C;) e che:

(Y (b(C1)) Np™ (R (Bt(gF1)))) N (Y (b(CR)) Np~ (R (Et(qF2)))) # 0
ovvero, guardando la definizione, tali che:
Y(F)NY(F) #0

Allora Fy e Fy definiscono univocamente una faccetta F di I (l'unicita deriva dalla
costruzione simpliciale di Iy e I); F C S(C;) grazie al fatto che Uintersezione é non
vuota e l’intersezione precedente coincide con:

Y (6(C) NY (b(C2)) Np~ (R (EU(F)))
Dimostrazione. Per ipotesi abbiamo (applicando p):
Y(Cy,Co) NR™H(Et(gF1)) NR™(Et(gF)) # 0

Fy e Fy stanno in S(C1)NS(C2) e definiscono una faccetta F'. Inoltre Et(qF1)NEt(qFs) =
Et(qF); da qui la formula annunciata. DxI

Lemma 3.4.10. Se o(A) # o(B), allora Y (0o(A)) NY (o(B)) = 0.
Dimostrazione.

SeqA=qB = Y (b(A)NY(b(B)) =

Se gA#qB = pY(o(A))NpY(o(B)) =

dove la prima implicazione deriva dal fatto che, essendo i centri diversi, ho due com-
ponenti diverse in Y, mentre la seconda discende dal fatto che se ¢4 # ¢B, allora
V ({0}, ¢A) ¢é disgiunto da V ({0}, ¢B). D

Lemma 3.4.11. Se F ¢ S(A), allora Y (o(A))NY (F) = 0.
Dimostrazione. Se F' C S(B), si ha F ¢ S(A) N S(B) e vale
Et(qF) NY (A, B) = Et(¢F) N p(Y (b(A)) N Y (b(B))) = 0
D]

Osservazione 3.15. Notiamo che se ' C S(A), allora p induce un isomorfismo tra
Y(o(A)NY(F) e Y(gA) NR-Y(Et(qF)).

Lemma 3.4.12. Per tutte le faccette F di V e per tutte le camere A vale che:
Y(A)NRY(EL(F))

e contraibile.
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Dimostrazione. Sia vy un vettore tale che R(vg) € F e che J(vg) € A. Allora per
0<t<1,¢:v+vy+t(v—1p) ¢ una applicazione da Y (A) e da R~ (Et(F)) in loro
stessi. Si ha che ¢o(Y (A) NR™YEL(F))) = {vo} e ¢1 = id. <

Proposizione 3.4.13. Valgono i sequenti fatti:

1. Le Y(s) per s vertice di T (ovvero i centri delle palle b(A) e vertici di S) formano
un ricoprimento di Y di cui I ¢ il nervo (i.e. una famiglia Y( ) ha intersezione
non vuota se e solo se le s corrispondenti sono i vertici di una faccetta di I);

2. Se una faccetta F' di I ha per vertici so, ..., sp, allora:

Y(F) =Y (s0)N...0 Y (sp)

3. Se F C S(A), allora Y (o(A)) NY (F) ¢ contraibile; Y (o(A)) & contraibile.

Dimostrazione. Da quanto dimostrato nel Lemma si deduce che Y (Fy) NY (Fy) &
vuoto se F} e Fy non tendono la faccetta comune F. Altrimenti vale:

U Y e@©)np (RU(EHF))] = Y (F)
FCS(C)

Questo prova (2). Inoltre, grazie al Lemma [3.4.10 e al Lemma [3.4.11|si deduce il punto
(1). 1l punto (3) & una semplice applicazione del Lemma [3.4.12| e dell’Osservazione

per quanto riguarda Y (o(A)) NY (F); la contraibilith di Y (o(A)) segue direttamente
dalla definizione. >

(C) Studio di Y(F) con F faccetta di I.
Dal Lemma e da quanto osservato nel punto (A) si ottiene

Y(F) = |J Y((B) np (R (EH(F)))
FCB
Scegliamo una camera fondamentale Ar in (Vp, Hp) e denotiamo con I il complesso
corrispondente. Scegliamo anche ;H;’D in I sopra mp(Ap). Per ogni camera B = Ap. gr
di Iy, denotiamo con mp(B) la camera ﬁﬁo.ﬂp(gp) di I. Dalla definizione di I e da
quanto notato all’inizio della parte (C) si puo riscrivere:

Y(F)= | Y(b(xr(B) np (R (EHF)))
BCIr

Definiamo adesso

Yr=(Vr)c— |J Mc
MeHEr

e }N/F il rivestimento di Y definito con laiuto di Ir (sto riducendo la dimensione dei
miei spazi). Qualunque siano B e C in I, dal fatto che il funtore 7np : Gal(Vp, Hp) —
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Gal(V,H) ¢ fedele, risulta che le camere di S in Y (7p(B), 7r(C)) N Et(F) sono esatta-
mente le 7p(D), per D € Yr(B,C). Gli incollamenti che definiscono Y (F') e Yg sono
dunque compatibili e dunque esiste un diagramma:

Yr Y (F)

¥

Yp «——— RYEt(F)) CY

Che manda Y (b(wp(B))) Np~ L (R~Y(Et(F))) C Y (F) in Yp(b(B)) per B una camera
di Ir. Le frecce verticali sono dei rivestimenti per quanto gia mostrato nel punto (A). Si
verifica facilmente che ’applicazione ©!" rappresentata nel diagramma & una equivalenza
omotopica, da cui si ha che ?F e ?(F ) hanno lo stesso tipo di omotopia.

(D) Conclusione N

Proveremo adesso per induzione su r = dimV’ che il rivestimento Y’ ¢ contraibile. Sia
U il ricoprimento di Y fatto dai Y(s) con s vertici di I. Dalla Proposizione
punto (1) si ottiene che I & il nervo di Y. Dalle relazioni trovate nella parte (B) della
dimostrazione (in particolare Y (F') = Y (sg)N...Ns,) e dallipotesi induttiva, si ha che le
intersezioni non vuote di aperti appartenenti a ¢/ sono contraibili. Dunque per il Lemma
del nervo Yel=N (U) hanno lo stesso tipo di omotopia e grazie al fatto che Te
contraibile, si ha la tesi.
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