SPAZI METRICI E SPAZI NORMATI

De¢f. NORMA
Dato wno gpatio vettoriale V reale O COnplesso wna norewa. Sw V €
wno.  funtione W-U: V=R take cle:
() W20 JueEV (IVII=0 ¢&=) =9
(W) vl = laklhivll ¥ r€IR, JUE VUV — L. normwa. € OMOGENEA
(UL) Nvewtl £ v+ uwil dywE€V — yake lo. DISUGUALIANTA TRIANGOLARE

Deg. NORMA STANDARD (o EUCLIDEA) su RN
Lo. nornua. stondacd. sw IRMN € Lo funtione
-0 RN — R
S 2
(A - XN\ = Z! 8]
i=4
Def. SUCCESSIONE CONVERGENTE IN IRM

Sio- JAadaemn WNOL Suctessione O valon in \AM. Diciomo  che Aqp— X
e YE>0 Angd0|l Ynad>ng lixp-XlU<g

Propogitione : equivasenio tra oo definitione o Umite e limite per conwponeasi
Siec JAndaeiy WNOL SUCLESSIONR O. valof in RN
Auoro An ™ K (=Y Kjp ™ R ¥Y4=4,...,N

Deg. SUCLESSIONE UMITATA SU UNO SPARO NORMATO
Sta (X,M-1) wno sporo ormoto € §Aniaein WnOL  sucrRSSione a
vakod in X. AUora  §xnipem §i duice Unuitoto. e
AM>0 | YnEIN UKol $ M

Propositione.: Sie. 3 %nk nein Successione in RN Umitoko., omoro esiste una
solosuccessione  Conver o‘u\.fe,

Deg. DISTANYA
DokLo un insierme X, uno. distonto. (0 metrica) su X € uno funtione
d: XxX IR tole che:
(L) d.(x,y\)O Vx,\|GX e dlxy)=0¢&) X =y
(G dlxy)=dly,®) ¥ XyE€EX — lo. distanto. € SIMMETRICA

(1) X, ¢ dXVNroly,2) Yxy EX — vole lo. DISUGUAUALEA
TRIANGOLARE

Deg. SPATIO METRICO

Uno SPotio metnico € una coppioe (X, d) dove X € uh ingiene €
d € uno distanto. sw X



Def. SOUESSIONE CONUERGENTE IN UNO SPAHO METRICO

(X,dL) Sp. metnico & § Aninem Successione o volod in X. AUoro diciomno che
xo = X & YE>0 Ing>0|l Ynd>ng Uxge-XU<g

Det. PALLA APERTA
(A, d) spato metrico, x €X, r €& IR" . DeHniamo pallo. aperto. di CentfO X e
roqaio ¢ Linsiene  B(x,M) =§yEXldxNery

Def. APERTO METRICO
Doto (X,d) sp. metrico ¢ AS X, dicioewo che A € opesto s
YxeA Ac>0 | Bx,) A

Deg. CHIVSO METRICO
Doto (X,d) sp. metrico ¢ C & X, diciowo cke C € chiuso $e il conplenmentoue
X\C ¢ operto

Propositione
- L'unione osbitrario. du wno. Foniqlio di oputi F = §Adier € opecto
- L' interserione  di uno faniqlion finiton di oeri = §Ai} oy, o € aperta
l possando ol complernentose ...
» L' untone di uno fanuotion finito di ciust F=3C}i=q .., n € cliusa
s L' intestetione Oubitraniol di wno FoniQlio. di cluusi F=§Ci3ier € chiusa

034. CHILVSLRA

(X,d) sp. metrico DE X. St definiSe cliusura di D Wingsiene
D=3 x€xXl9Yr>0, BIxNAD £ @}
Gli aeventi di D Si dicono punti di occumuwlatione di D

Propositione: D & chiuso ed € il piU° PICLOWO CliusO che contiene D

lemamos  Uinsienme C € Cliuso =) C=0C

Propogitione: D Sono tuki e Soli i linwiti di sucessiont in D.
D € chiufo (=) YSAninem €D tolr cie xqa— X voke che XED

Deg. COMPATIO PER  SUCLLE SSIONI
Doro  wno spawo metrico (X,d), wn insierme DS X St ice Conpatro per
SUCRESiONL O SeQUeNntiolmente Compatto e OOni Su.ccessione §xa €D
ommeHe  wno.  Sotosuccessione  convergente in D

Propositione: COMPOMO PRf SWCRSSION. =) chiufo mo. non vole (| viceversol




Def. RICOPRIMENTO

On ricoprinaento  di X € uno famiqlioe § X;, i € I} di SoHoinsienu. di X
ol Ce -ke): X=X
\

Deg. COMPATO

Uno Spatrio X si dice compatto (per ncoprimenti) Se Per ogni ricopfiruento
di operti di X egiste wn gottoricoprirsento Finito

Defy. TOTALE LINTATEZZA

Uno spatio meetrico  (X,d) si dice totaanmente UnmitotO Se Yr>0 IAKEIN
3 K,..., A E X toti Che

K
U B4, r) = X
i=4

Deg. SUCLESSIONI DI CAUCHY

Doxo uno Ssparo metrico (Xd) € una successione §xa} o valori in X si dice
di Comchy $¢ YEYO A3AEMN| Yam2zn dlxs, X CE

Propositione:  § xa} convergeate = §xn} di Comclyy na aon vale Il viceverso
Def. COMPLETEREA

Uno Spato fuetrico (X,d) si dice completo fe tune e Sucessioni di Coucly
SONO convesgenti

Propositione.: COnwpatto Per Successioni

=) comnuleto

TEOREMA  Doto wno spotio nuetrico (X,d) sono equivelkenti:

(L) X € conpato Pesf su.ccessioni
() X € conwpatto

(i) X € conupleto e totodmnente Unitaro

LIMITI € CONTINUVITA

Deg. LIMITE IN UNO SPAHO METRICO
(X,d.), (V,dy\ SPpat fmetach F: X -Y
Si dice cle )ff_',"}‘f-(x)=v ce
Ye>0 36> | Ux€X dy(x,RICH =) dy (B, VNLKE

D_e;. LIMITE (NFINITO

(X,d) gpatio metnco, XE X e F: X = IR. Dicionwo che £ tende a. + 00 per

X=X ¢ YM>0 3850 YxeEX 0<CAlXx,x)¢ 8 =) E(X)>M
(lo. definitione € onaloga. per -00)



Deg. LIMITE DEUA NORMA
Stae (V,1:1) wno Sparo norwoto, (Y,d) wno spatio metrco, § € V.
Dota. £: VY diciomo che (MM p1) =§ se
Y€>0 AN>0 | Yve V ivii>N =) dyl M), PCE

Def. LIMTE DIREHONALE
Daro. F: IR"— IR, w € IR" {1} gi clioma linite diretionole in diretone w il

Unaite G £(tw)
t=- +00

Propositione  Se  eSiste LER | f(x)— & omoro. Ywe RUN§OY Un  Htw) =¢
U = ¢ 00 t=-+00

(i\ vicevesrsa. € falso)

Deg. CoNTINUITA
Siono (X,dx), (Y,dy) sp. metrici, £: X =Y si dice confinuma. in XEX ¢ YE>O
36>01 dxe€ X dx(X,RILE =) dy (), (XN < €
F & continmo. ¢ € (ontinmo in X, YXE X

Cio equivale o dife che esiste ein; F(2)
R=
Def. CONTINUITA' PER SUCCESSIONI

Siono  (X,dx), (Y,dy) sp. metrick, £: X =Y Si dice continua. per SuctesSioni ¢
Y ulEX | K =X & ko che £(X) = £(X)

TEQREMA  (X,dx) e (Y,dy) Spoxi mmexrici, f: X - Y. Sono fatti equivalenti:
() £ € continuen
(1) ¢ € conkinuma oo Successioni
(i) YACY apesto, F'(AYE X € opesto
(VI YCS Y cwiuso, £ (CY& X € cliuso

Oropositione.  Somme, prodotti € compositioni di funtioni continue SONO Conhinul

Lenanian "o coordinote sono funvoni conkinue

TEQREMNMA Weiesrstross
Doxo (X,d), DE X conparo Per succwrssiont € £:D~-IR
continua, auoro. £ ammette MOSSIMO0 @ Minifuo

TEQREMA  Heine - Borex
Un insierue C S IRM € conpatto per suceessioni &) € CWiugo €
Uaitoxo




TEOREMA | Wejerstrass qenerodidlodo
Doxa. f:R%* IR continua, s esiste &= U LX) Firito, adroca
(M sedal fle)>2, auoro & ammette Nass‘imo;

() ¢ bl 6L0YCR, ouora £ ommete MinLMO.

Deg.  LIPSCHITHANTRA
Siono (X,dx) @ (4,dy) due spoti metAci: uno funtione £: XY & dice
Upsclittioana di Costanke L (o L-Lipscitx), con L>0 ¢ 9Yx, X, €X
voke  dy (£(x), F(X20N & Ldx( &0, x2)

Def. CONTRAHONE
Doxo wno spario netrico (X,d), uno funtone T: X = X i dice
controtione & ALCA | YAy E X vade ce A(TIX), TV LALA,\

Ossesrvotrione  Ripscuittono =) conkinuo.
Le contrationi Sono Lipsclittiane quindi in pasticolose Continue

TEQREMA = Banacl- Caccdoppoli (Q lemmo. di contratione.)
Doto (X,dx) SpaHO Merrco OmpRtd € T: X=X uao
controtione , oloro. T lo. wn wnico punto figso, ossia:
AURE X toke che T(R)=R

CALCOLO DIFFERENTIALLL

Def. DERIVATA DIREHONALE
Dato. F: IRM 2 1R e xo,v € IR™, Lo dervoke diretionale di £ in Xo in diretione v &
ofF £ Xo+ EV) - £ %0) (St oenota onche con Ay F(x0))

— (Xo) = U
ov £-0 €

f( Ko+ EV) = f(Ko) + €9, F(X0) * O(glvl)

Det. DIFFERENUABILUTA
Dosi wna Funvione £:IRMN=-IR e un puato x, € IRY, i dice che ¢ € cufferentiabile
se esiste wn operatore Uneowre DEx): IRY= IR tawe che
BLX) = F(Ro) * DRV K=K+ O (| R - &el)

Osservotione  £: 1RV IR difterenriobile =) & continuo
=) egistenia di tutte le denvole dureronous
(in posticolose Gy flxo) = OHx)V)




Oropositione  Doxo. wno Funtione F:IRN= IR e v, ..., vy difeHoni lineormente indipendenti,
s F ommeHe (e N Oderivote direHonolr (N wun (ntorno di Xo €0 esse
SoNo  contifue in KXo, auora f € differentiabile

Deg. DERAVATA PARHALE
le desivore direvionoli NeUR dureHoni coorduinade &i Si dicono derwvate Porvous, € Si
indicono chassicomente con Ox;

Dyp. CLasse CK
Siaw NS RY un aperto; wno  Funtone £: - IR Sidece du dasse CX con
KEIN s ammeltte tutte e desvote Qostiodi Sino ol'ordin® K ed egw sono
continue in ogqni Qunfo di N

TEOREMA | Dot difkecrentiale | totole
Doko. £: IRV DR, s2 £ di oSt C? aMora £ & dufterentiobile

Def. GRADIENTE
Dokou €: IRNIR gufferentiabile in Xy, clioniond qrodiente di £ in xq il
Uettore, 9 4, F(Xo)
VE(x0) = .
A Ay F(x0)
dunque DPF(£)(VY = TF(Xx0)- v, Ossioe I qradienke € il vettore che coppresento
(\ differentiod neumo. base cononicoo

Ossesvotione W qrodiente € (o diferone di massivoe  pendento.  deuo
funtione ned puaxo, menxre Lo dervakroe direHonalr (wngo (oo
diretionl Qespendicolore ok qrodiente € auwllo.

Def. PUNTO CRUTICO
Doso. wno. funtione £ RN=IR, un punro cAtico di £ € un punto
X tole cue TUHR)=0

Def. DIFFERENHABIUTA (funtioni reali ounesicle)
Doro. £: IR — IRM, essa si ducr dufferentiabile in Ao fe  esiste  un'applicatione
Uneose  Df(xo): IRY = RM t.c.
F( &Ko +V) = £(x0) + D E(&o)LV) + o(IVI)
Tour opplicarione viene deto. dufferentiode di £ in Xq.

Propositione  § come Sopro. differentiobile in Ko §e € Solo fe

fine F(Ro #V) - F(A0) = Te(xo)v
v=0 v




Def. MATRICE DI TACOBI
Dota. wno. funtione £:IR"— IR™ dufterentiobile in xo, Si definisce
lo. suo. (ocobiono. 0 Mokfcr di Jacobi conme oo mokrice Ossocioko.
oL differentiole  DE(40) nule bost cononichR di RMe R™, ossio

B 691 dFl T
e (
Telroy=| 0% ax o] vabe
' ' T
L 0Xxn d

TEQREMA | Differentiorione delo. Funxone conposto.
Doke dwe fuotioni F:IRM—- RN & q: RN IR™ ed un punro
KEIR™ tole che £ & differenticbile in X & o € dutterentobil in
FX), omoro. qof € differentiabile in X € uvalr
D(qeE)(RY = Do (F(AY)* DEX)

Def. MATRICE D\ HESSE

Lo. nokrnce Hessianoe (0 mnotrice di Hesse) di wno Fundone RS IR ¢ lo
Mmoxrice dede derivake postiodl  Seconde  di £

T O'F(xe) Q£ (%0)
He (Re) = YR, RTT
8% £(0)  9Elre)
L 34An0 A i Axn -

Det. HESSIANO € (APLACIANO

Doto. uno. funtione £:U-R, VSR aperto, & un punto X% EL tole che

f ommette tute le derivote ¢econde in Xg, odefiniono U Lessiono di £
neA  PuntO  Kg COMR v determinonte deuo. mnaxnice Lessiona

det He(X0) e definionuo il Lo.plo.damo di £ n&A punto Xy conue lo traccia
JRMO.  muakrice,  Lessiono: 3

OF(x0) = te (He (%)) = z

A x} z (Xo)

TEOREMA | Scleworti
Sia. 0. R ya operto e Sia £: 1= IR uno funtione di daste CL

Auora
Oxidx"“) 3R () VYAgLigd VkeEN

Coroosio: Lo. nmabrice. Lessionoe di wnoe Fuasione C' & sinmmerfico



TEOREMA Fornua di Taylor con | resto di Lagrange | (4°e 2° ordine)
Sio- £ uno funtone di classe C2(A) € siano x, x+l con h#0
punti di ASIR™| il geqruento di  estrenwi X, £+l Sio contenuto
in A. Aloco. esiste O € (0,4), dupendente do. X & do b, tale cle

FA+W) = £(x) + TE(x+OW):- W

Nee sresee ipotesi, fwa. con £€ CH(A)

Flrrl) = f() + TFEY W+ 77 W He(xeOW) L

TEOREMA Fornusto di Taylor con | resto di Peano |((2° ordine)
Sio- £ una funtione di clasee CY(A) e siano X, X*rle con W#0
punti di. ASR™| il gequento di  estrenm x, £+l Sio. contenuto
in A. Alora:

Farl) = £ + T W+ 7 W He(A L ¢ o(Ikl?)

TEOREMA Fornua di Taylor con  resto dii Pea.no e lagranage (0rdine genenco)
Sio. £ uno. funtione di clasee CY(A) € siano x, x+tl con W#0
punti di. ASR™| il gequento di  estrenw x, £+l Sio. contenuto
in A. Alora. esiste 9 € (0,4) duipendente do. X e do b, tale che

= 1aqt —
Farl) = o) ¢ AFX) ¢ a6+ * ol

Rl S A R Y. L JELT A

- A L K=t L gk K
Farl) = £ v (X)) & -l ELD +. . e d Fe d £(2) © o(1LI¥)

n

dove ORI = B, B b B (A Wi g by

. . ‘K
tye-aig=q

RICERCA DI MASSIMI € MININU URERY € VINCOLATY

Propositione  Doto £: AS IRV 5IR , se kg € punko di  MOSSIMOD O ABNLAKD
locour per £ e ¢ €& derivabite Xy, oMora UF(X) =0

Proposiione  Doto. £: AE RN 9 IR , wna Funtione di ckasse C! in un intorno di
Ky OMofo. vohgono i srqueanti fokti:
() Ag nunitwo loCode =) He(40) fenui-definito. positivo.
(L) Ap MASSIAAO l0Cole =2 He (#0) Senui-definito neqotivo.
(L) He (%0) definito. positivo. & TF(4)= O =) xg nwininwo locale
(iv) Hg(%0) definito negodivo.e VH(4)= O =) KXo MOESIMMO locore
(V) Hpl(xo) € indefFinito. =) kg non € né ci MOSSiMO NE i Minino




Deg. INSIEME D LVELLO
Doxa. uno fFuntione f: VU—IR e doto cEIR, & definisce insienme di livewo
Linsiene
F'iey=§xe Ul FY=c}
Se UE IR}, un (nsierwe di Lveo € una curvo. ed € deftol Qurvo.
di Uveuo

TEOREMA  Mottiplicotori i Logranqge
Se €0 IR* =R sono dwr funtoni i dasse C*
xel=3 xR g =cost} ¢ U1 #0e X € puatko
di  MOSSINMO O di fininaO di f(- , OMoCroL
ANE R: THE)= AIQ(R)

TEOREMA  Mottiplicotori di Logranqe | (vergione Strong)
Doko Q& IR" oputo, Sie = (q,,..., ) € C? (O, R’™) un
JeMore. di funtioni vineolo, F € C3 (N, R),
M= A€ Ol gt =0} Wogo dequ teridi q & PEM t.c.
Dq(P) ol ronqo muossinuo; S P € DUAXO de estreno

locase px |y, , OMoro o
A A, A bice ive(m= %‘ AV (0
Q(P)=O'

TEOREMA Dini
Sia. F(x,y) wna funtione continua & (o Suo derivoko. QostiOUR
Eylx,y) cotinuo in wn operto A di IRN Se (4,4o)EA e
F(KQ,\QQ\‘= O N FY (Ko,\‘o\ 20
oMoro. eSiSTONO  due intorak (Xo=8, 4gr8)e (yo-0, Yo+ &) ton
che Uequotione Flay) =0 dekniste implicitornente W' unico
funtione @ : (£9=8, Agr8) = (yo- 0, Yo+ G) tale cue
Elx, Q) =0 ¥ &€ (K-6,4g+5)
lnotre @ € continuoe & P (%20) = \o.

Facendo Lultedore ipoteSi che T sia di caswe C* neut' apesto
A, oore ancle @ € di ddosse C* in (X0-8, 4 +8)

D« F (%, Q)

Q=" Dy F(4, @(x)

Intine. F € CK(A) => Qe C((x4-5, £0+86))

Ux€E (Ko‘a, Ko "63




TEOREMA Dini [(per funstoni Scalas | in Qiy | variobili)
Sio. F:IR™4IR 2R , ER™, yEIR
Sia. F(x,y) wna Fu.nhowe, conti Ao e \u Suo. derivoko. Postiole
Fylxy) comtinmo. in wn operto A di IR Se (#e,40)EA &
Fl4,M)=0 N Fylxg,Yo) 20
oMofo. esistono  due intornk  B(4e,8) 2 (Yo 0, Yo+ O) tori
che Uequatione FlAy) =0 defnisce implicitomente Wn' unico
funtione @ @ B(£0,8) —(ye-0, Yo+ G) tate cue
Flx, ) =0 Y€ B(x0,8)
lnore @ € continuo. @ P(20) = \o.

Focendo l'ulterdore ipoteSi che T sia di dase C* neu apesto
A, oMora. ancle. @ ¢ di cosse C* in B(x,8) &

o IR Fa (%900

Ey (£, QN

Yi=1q,...,n

Infine F € CK(AY => e CY(B(x,86)

TEQREMA | deuo Fum-\one_ nupuotu. (eqmuo.).u\te. i Dini Pes funtons vehoriow))
Sio. E:IR™ IR = R™ di ctasee C* & < € R, y & 1R™
Supponiono cur Flxo,4) =0 e DyF(xg,Yo) 8iow invertibile
(Dy F(x0\Me) € lo. Sottomatrice quadsato. demo. jocobiano di F
faativo. oMe olerivote QosHoki oML witMe M voriobili).
AUoro. esistono due  inkormi BlAg, ) & R & Blyy, i) e R™
todl cue l'equatione  Flx\)= 0€ IR™ definisce inplicito.
MeAre  unt unico. funtione  : B&,, 1) = Blyy, 1) tare due

F(xN=0 & y=@(X) ¥ € B4y, rq)

Inoure @€ CH(Bxp,ra)) ©

DW= - D\,t-‘—(x,uqcm“'l ( D« F#,9(0))

Dej. DIFFEOMORFISMO
Uno. opplicarione #&: R* > _? si duee meeeomrhsmo di caste C¥ ge
F & di doswe CK, € bigakivo & F:R* s R* ¢ ancora di dosse CK



TEOREMA | [nvestibilital locode (O diffeomocrkismo  locolr)
Sio. N8 IR* un opesto, £: Q- IR* yno. Funtione di casse C2,
e Slo. Xo€ N tose chhe dek DF(A) #0 , ouoro esistono Ve V
Inrornic dic Ao € FlA0) boki cr £y UV € un diffeonoréigmo
i dosse C2. lnoltre YxE€U vole loo Rlotione
D™ (XN = (D&

SLCCESSION DI FUNHONN

Deq. CONVERGENTA PONTUALE
Siano (X,dx) & (Y,dy) Spor nRtrid € Siee $Eaiaen LNAO SUCRESIONR di
Fuorioni  Fot X 2 Y. St dice che Fa cOnvesor puntuodoaroxe oo £ 6
Yx€X fulx) = F(X), ogsia:
YAEX YE>0 IR: Un>R, dy(fulX), DI E

Det. CONVERGENTA UNIFORME
Siano (X,dx) & (Y,dy) Spor nRtrici € Siee $Fniaein N0 SUCRESIONR di
Fantioni  Fa: X Y. St dice che Fa CONVIGR  wnifOrMemente o f o
Ye>0 3f: Und>R, UREX  dyl fnlr), H)CE

Dscervotione  CONVRrORNTO. WMLFOfMUR =) CONVRIQEANtO.  QUNKUOIL

Propositione.  Low RQuUeNnte € Lno disto.nto. §ullo S$Pato di funtoni do X inY
g, = sup §ay (FE), QL) | x€ X}
Ffon — £ ¢ e Solo g A (fn,f) =0
unig.
Propositone  Siano (X,dx) e (Y, dy) Spari netric € Sio. $Eaacmn U0
SUCREHONR di Funxioni Fo: X =Y continue.
Se fn onvame uniformaenarnte af auoro. € & conkinuoe

CLAY) = § Funtioni continue da X in M3}

TEOREMA  C(X M) conpleto &= Y connpletd

Deg. EQLICONTINUITA
Uno. foruiqlio. di funtoni jFliexr con Bt X oY
Si dice equicontinua in Xg fe
YA EX YE€>0 B850 | dixlrg,x) <8 =) dy i), F(a)< g Vi€



Det. EQLILIMITATEZ XA
Uno. fonuiquio di funvons § Flier con Fit X RV
Si dice equilinuitota in xq fe
AN ¥xeX: A<M Yie T

TEQOREMA

AgcolL - Artela

Sio. (X, )  SPoHO MEtTico conpalo e Sio. §fak € C(X IR™)
WNO.  SUCCRSSIONR  2Quicontinuo. € equilinitorol.
Auoro. , 0. feno Ok SoHoSuccessioni £, “NY e




