LEZIONI DI
MECCANICA RAZIONALE

CON ESERCIZI SVOLTI

Glrovanni Federico Gronchi
Dipartimento di Matematica, Universita di Pisa

Anno Accademico 2021 /2022



il



Indice

1 Sistemi meccanici discreti non vincolati
1.1 Spazio, tempo e sistemi di riferimento . . . . . . ... ...
1.2 Descrizione del moto . . . . . . . ...
1.3 Le equazioni del moto . . . . . ... ...
1.4 I riferimenti inerziali . . . . . . . . . . ...
1.5 Sistemi meccanici . . . . . . . . ...
1.6 Esercizi . . . . . . . . s

2 Dinamica di un punto materiale libero
2.1 Quantita dinamiche per un punto materiale . . . . .. . .. .. ..
2.2 Equazioni di bilancio e leggi di conservazione . . . . . . ... .. ..
2.3 Problemi integrabili . . . . . . . ..o
2.4 Moti unidimensionali . . . . . . ...

3 Moti centrali
3.1 Integrabilita dei moti centrali . . . . . .. .. ... ... ... ...
3.2 Leggedellearee . . . . . . . . ...
3.3 Formuladi Binet . . . .. .. ... .. ... ..
3.4 Traiettoriadel moto . . . . . ... ... L
3.5 Il problema dei due corpi . . . . .. .. .. .. ... ... ...
3.6 Il problema di Keplero . . . . ... .. .. .. ... .. .......
3.7 1l teorema di Bertrand . . . . ... ... ... ... ... ...
3.8 Esercizi . . . . ...

4 Sistemi di riferimento in moto relativo
4.1 Velocita angolare e formule di Poisson . . . . . ... .. .. ... ..
4.1.1 Derivata temporale di un vettore in riferimenti diversi . . . .
4.1.2 Composizione di velocita angolari . . . . . . . .. ... ...
4.2 Equazione del moto in riferimenti diversi . . . . . . .. ... .. ..
4.3 Deviazione dei gravi in caduta libera . . . . . . ... .. ...

il

12
13
14
22
22

23
23
25
27
29

37
38
41
41
42
46
47
93
60



5 Dinamica dei sistemi di N punti materiali liberi 71

5.1 Quantita dinamiche per N punti materiali . . . . . ... ... ... 71
5.2 Teoremi di scomposizione relativi al baricentro . . . . . . . . . ... 72
5.3 Forze interne e forze esterne . . . . .. ... 76
5.4 Le equazioni cardinali. . . . . . .. ... 7
5.5 Sistemi equivalenti di vettori applicati . . . . . .. ... ... ... 78
5.5.1 Assecentrale . . . .. .. ... ... ... ... ... 83
5.5.2  Coppie di vettori applicati . . . . . . . ... ... ... ... 84
5.5.3 Centro di vettori paralleli . . . . ... ... ... ... ... 86

5.6 Sistemi meccanici conservativi . . . .. .. ... 87
5.7 Altri risultati sul problema degli N corpi . . . . .. ... ... ... 90
5.8 Esercizi . . . . .. 92
6 Il corpo rigido 97
6.1 Definizioni e preliminari geometrici . . . . . . . .. .. ... .. .. 97
6.1.1 Sottovarieta di R™ . . . . . .. ... ... 98

6.2 Proprieta cinematiche di un corpo rigido . . . . . . . ... ... .. 101

6.2.1 Configurazioni di un corpo rigido con tutti i punti allineati . 101
6.2.2 Configurazioni di un corpo rigido con tre punti non allineati 102

6.2.3 Gliangolidi Eulero . . . . . ... .. ... .. ... ..... 104
6.2.4 I quaternioni di Hamilton . . . . . .. ... ... ... ... 109
6.2.5 Formula fondamentale della cinematica rigida . . . . . . . . 111
6.2.6 Velocita angolare e angoli di Eulero . . . . . .. .. .. ... 113
6.2.7 Posizioni e velocita dei punti di un corpo rigido . . .. . .. 115
6.2.8 Asse istantaneo di rotazione . . . . ... ... ... 115
6.2.9 Campo delle velocita di un moto rigido . . . . . .. .. ... 116

6.3 Motirigidi piani . . . . . .. ..o 117
6.3.1 Centro istantaneo di rotazione . . . . . . . . .. .. ... .. 118
6.3.2 Traiettorie polari . . . . . . .. ... ..o 118
6.3.3 Profili coniugati . . . . . . ... ... o 121
6.3.4 Campo delle accelerazioni . . . . ... ... ... ...... 121

6.4 Operatore diinerzia. . . . . . . . .. .. ... L. 122
6.5 Momento angolare ed energia cinetica di un corpo rigido . . . . .. 128
6.6 Corpi rigidi continui . . . . .. ... 128
6.7 Esercizi . . . . ... 131
7 Sistemi vincolati 135
7.1 Vincoli e reazioni vincolari . . . . . .. ... ... ... 135
7.1.1 Coppie cinematiche . . . . . . . ... ... ... ... ..., 136
7.1.2 Studio del moto vincolato . . . . ... ..o L 137

7.2 Varieta e spazi tangenti. . . . . . . .. ... L. 141

v



10

11

12

7.3 Vincoli olonomi, fissi e mobili . . . . . ... ...
7.4 Spostamenti virtuali . . . .. ..o

Statica dei sistemi meccanici
8.1 Statica di sistemi di punti materiali vincolati . . . . . . ... .. ..
8.2 Il lavoro virtuale . . . . . .. ... ... . L
8.2.1 Vincoli senza attrito . . . . ... ... ... .. ... ...,
8.2.2 Vincoli di puro rotolamento . . . . . . ... ...
8.3 Il principio dei lavori virtuali . . . . . . .. ... ... ...
83.1 Alcuniesempi . . . . . .. ...
8.4 Le equazioni cardinali della Statica . . . . . . ... ... ... ...
8.5 Problemi isostatici e iperstatici . . . . .. ... .00
8.6 Sovrapposizione degli effetti e metodo di scomposizione . . . . . . .
8.7 Esercizi . . . . . . . .

Le equazioni cardinali della Dinamica

9.1 Equazioni cardinali e moti rigidi . . . . . . .. ... ... ...
9.1.1 Equazioni del moto con la conservazione dell’energia

9.2 Equazioni di Eulero per il corpo rigido con un punto fisso . . . . . .

9.3 Moto per inerzia . . . . .. ...
9.3.1 Equilibri e stabilita . . . . ... ... ...
9.3.2 Fase geometrica nel moto del corpo rigido . . . . . ... ..

9.4 Effetto giroscopico . . . . . . ... oL

Equazioni di Lagrange

10.1 Vincoli ideali e principio di D’Alembert . . . . . . . . .. .. .. ..
10.2 Forze conservative e lagrangiana . . . . . . . . .. .. .. ... ...
10.3 Lagrangiane equivalenti . . . . . . . . .. .. ... oo
10.4 Covarianza delle equazioni di Lagrange . . . . . . . . .. ... ...
10.5 Energia potenziale generalizzata . . . . . . . . .. .. ... .. ...
10.6 Funzione di dissipazione di Rayleigh . . . . . .. .. ... ... ...

Simmetrie e integrali primi

11.1 Variabili cicliche . . . . . . . .. ... ... oo oo
11.1.1 Riduzionedi Routh . . . . .. .. ... ... .. ... ....

11.2 La trottola di Lagrange . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

11.3 Teorema di Noether . . . . . . . . . . . ... .. ... .. .. ....

Equilibri e stabilita
12.1 Linearizzazione attorno a un equilibrio . . . . . . .. .. ... ...
12.2 1l teorema di Lagrange-Dirichlet . . . . . . ... ... .. ... ...

151
151
151
153
154
155
156
157
161
162
164

169
169

. 174

176
177
183
185
185

187
189
197
198
200
202
208

211
211
212
216
219



12.3 Analisi della stabilita . . . . . .. ... ..o 231
12.4 Stabilizzazione con termini girostatici . . . . . . . .. ... .. 232

12.5 Piccole oscillazioni attorno a un equilibrio stabile . . . . . . . . .. 234
12.6 Alcuni esempi . . . . . . ... 234
12.7 Diagonalizzazione simultanea di forme quadratiche. . . . . . . . .. 237
INDICE ANALITICO 241

vi






Capitolo 1

Sistemi meccanici discreti non
vincolati

Introduciamo gli strumenti per descrivere il moto di un sistema di punti materiali
Py,..., Py dotati di masse mq, ..., my, soggetti a forze esterne assegnate, che si possono
muovere liberamente nello spazio ambiente.

1.1 Spazio, tempo e sistemi di riferimento

Assumiamo che lo spazio ambiente sia uno spazio euclideo tridimensionale, che
indichiamo con il simbolo E2. Esso ¢ dunque uno spazio affine reale di dimensione
tre a cui ¢ associato! uno spazio vettoriale V3 dotato di un prodotto scalare, che
indichiamo con -, cio¢ di una forma bilineare simmetrica definita positiva V3 x V3 —
R. Possiamo introdurre su V2 la norma

|u| = VU - u, ieV?
e, con questa, la distanza tra i punti di E?:
d(P,Q) =[P -, P,QcE’.

Introduciamo anche lo spazio prodotto G = E3 xR, che chiamiamo spazio—tempo
di Galileo. Gli elementi di G si chiamano eventi. Si puo pensare G come composto
da fibre della forma E? x {t}, al variare di t € R. A queste fibre, che chiamiamo
spazi degli eventi simultanei, possiamo attribuire la stessa struttura euclidea di E3.
Possiamo quindi misurare la distanza d tra eventi simultanei tramite la formula

CZ((Pv t)? (Qvt)) = d(PaQ)v (P> t)v (Qat) €G.

Iscelti comunque due punti P,Q € E? la loro differenza P — Q & un vettore di V3. Inoltre,
scelti comunque un punto @ € E3 e un vettore ¥ € V2 la loro somma @ + ¥ ¢ un punto P € E3
esi ha P—Q = v. In questo contesto la somma P + @ di due punti di E? non ha senso.
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8 CAPITOLO 1. SISTEMI MECCANICI DISCRETI NON VINCOLATI

Prodotto vettoriale

Chiamiamo prodotto vettoriale (o prodotto vettore) su V3 un’applicazione V3 x
V3 — V3 bilineare, antisimmetrica, che denotiamo con X, tale che

i) se u - v =0 allora |u x U| = |ul|J],
i) u XV -wW=4vXw-u,

per ogni 4, ¥, w € V3.

Proposizione 1. Sullo spazio V3, dotato del prodotto scalare -, esistono solamente

due prodotti vettoriali X', X", il cui risultato differisce solo per il segno e, scelta
una base ortonormale {€1, €z, €3}, risulta

A I A oA A I A oA
€ X' €3 = ég, € X' €3 = €y, e x' 61—62,
é1 X”égz—ég, é2 X”égz—él, 63>< 61— 62.

(1.1)

Dimostrazione. Utilizziamo il seguente risultato

Lemma 1. Le relazioni(1.1) definiscono due applicazioni bilineari e antisimme-
triche X', x" che soddisfano le proprieta i), ii).

Dimostrazione. Verifichiamo la i) mostrando che vale la relazione
[ x 6> = |[d|?|9)* — (4 - ¥)?, U, € V. (1.2)

Assumiamo che, fissata una base ortonormale {é;, é,, €3}, valga la prima delle
(1.1). Dati 4, ¥ € V3 scriviamo

i=1 j=1
per certi u;, v; € R, per cui
3
X — .A.X/A.— ( ). — ..)A4X/A.
= Uv;€; X €5 = UV; — UV;)€; X €
irj 1<i<j<3

<U1U2 — u2U1)63 + (U2U3 — U3U2)61 + (Ugvl — ulvg)e
quindi
[i x" ¥]* = (u1vy — ugv1)? + (ugvs — uzvy)? + (uzvy — U v3)?

Facendo alcune cancellazioni si ottiene

[ <" B|* — |6|?|F]* = —2(urugv1vs + Uruzvivs + UsuzvV3) — UTV? — UFVS — UGS

= —(wvy + ugvy + U3U3)2-
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Inoltre, poiché la base {€;, és, €3} € ortonormale, si ha
ULV + UoVy + U3V = Uu - ’17,

che dimostra (1.2).

Visto che le applicazioni X’ e - sono bilineari, per verificare la ii) basta notare
che essa vale sugli elementi della base ortonormale.? Infatti, in tal caso per ogni
U, U, w € V3 si ha

3 3 3 3
ux'v-w= ( E uzél x/ E Ujéj) . E U}héh = E uivjwhéi x/ éj . éh
i=1 j=1 h=1

i.j,h=1
3 3 3 3
= E uivjwhéj x/ éh . éz = ( E Ujéj x/ E whéh> . E uzéz =0 x' W - u.
i.J,h=1 j=1 h=1 i=1
Se vale la seconda delle (1.1) si procede in modo analogo.
O

Consideriamo adesso un’applicazione V3 x V3 — V3 bilineare e antisimmetrica
con le proprieta i), ii) del prodotto vettore elencate sopra. Innanzitutto osserviamo
che dalla proprieta antisimmetrica segue che

@ x =0, Vi € V3. (1.3)
Inoltre, per ogni © € V3, dalla ii) e da (1.3) si ha
Gxvedt  YaeV? (1.4)

dove
6L:{1B€V3:’lﬁ-’t7:0}.

Data una base ortornormale {€;, €, €3} di V3, da i) segue che |é; x &;| =1 e da
(1.4) si ha

~ ~ ~ L Al ~

€1 X €y € é5 Néy = span(éy),

quindi
é1 X é2 = :l:é3

Inoltre, se €, X éy = +é€3, si ha anche

é2 X é3 = él, é3 X él = é2. (15)

2si usa la proprieta antisimmetrica per dire che é; x €; =0, j = 1,2,3.
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Infatti, ragionando come prima si ottiene €3 X €3 = +€; e, se valesse é; x €3 = —é;,
usando ii) avremmo la seguente contraddizione:

_1:é2><é3'é1:é1><é2‘é3:1.

La seconda relazione in (1.5) si dimostra in modo simile. Procedendo in modo
analogo si ottiene che se invece vale €; X é; = —eéj3 si ha

~

é2 X é3 = —él, é3 X él = —es.
0

Nel seguito considereremo solo terne ortonormali levogire, cioe terne che soddi-
sfano la cosiddetta regola della mano destra: se distendiamo il pollice, I'indice e
il medio della mano destra in modo che queste dita descrivano tre direzioni ortogo-
nali seguendo la conformazione naturale della mano, esse indicano rispettivamente
I'orientazione dei vettori €1, €5, €3 di una terna levogira.

Data una terna levogira, conveniamo di scegliere il prodotto vettoriale x’ su
V3, che indicheremo con x per semplicita. Varranno quindi le formule

él X ég = ég, ég X ég = él, ég X él = ég. (]_6)

Esercizio 1. Mostrare che vale la sequente proprieta (formula del prodotto triplo):

formula prodotto triplo (i x U) x @ = (i -W) 0 — (- W) 4, i, v, w € V. (1.7)
Suggerimento: basta verificarlo sugli elementi di una base ortonormale e usare la bili-
nearita del prodotto vettore e del prodotto scalare.

Notiamo che il prodotto vettoriale non e associativo, infatti dalla formula del
prodotto triplo e dalla proprieta antisimmetrica otteniamo

(UxV)XxW—uXx (VX W)= (ud-J)w—(v-W)u
che in generale ¢ non nullo.

Dato ¥ € V3, ogni vettore 4 € V3 si pud scomporre in modo unico come
combinazione lineare di due vettori ortogonali, uno dei quali e parallelo a v:

—

v

U 1

e

—~
&1
<y

N7
&

N

<

0 infatti

% (@ x @) = |94 — (@ - 6)5.

E <
X!
X
1
X
QL
N7


formula prodotto triplo
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Il termine (u - ¥)/|d| & la proiezione ortogonale di 4 lungo ¥ e 1'angolo 6 € [0, 7]
tra U e U e definito da

—

v

]

cosf = (1.9)

|v

g

Dalle relazioni (1.2), (1.9) si ottiene

|u x U] = |ul||d|V]1 — cos? 0 = |d||U] sinb.

Dati
x1 n
xr = T2 s Yy = Y2
x3 Y3

vettori di R?, introduciamo il prodotto scalare

3
Ty = Z%?/h,
h=1

e il prodotto vettoriale

T XY = (x2y3 — x3y2)€1 + (T3y1 — T1Y3)ea + (T1y2 — Tay1)es,

dove
1 0 0
e — 0 s €y — 1 s €3 — 0
0 0 1

sono i vettori della base canonica di R3. Osserviamo che valgono le formule

e; X ey = ey, ey X eg = ey, €3 X €1 = €q.

Sistemi di riferimento

La descrizione del moto di un sistema di punti materiali richiede I'introduzione di
un sistema di riferimento, che permetta di individuare la posizione dei punti nello
spazio ambiente in cui avviene il moto.

Un sistema di riferimento (o pilt brevemente un riferimento) in E? ¢ una mappa
continua

t 3(t) = (O(1), é1(t), (1), és(t)) € E* x (V3)?3

definita su R o su un intervallo I C R, in cui O = O(t) € E? si chiama origine del
riferimento, ed i vettori €; = €;(t) € V3, che indicano le direzioni degli assi, sono
tali che
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dove d;; ¢ il delta di Kronecker, che vale 1 per ¢ = j, 0 per @ # j.

Per indicare gli elementi di un sistema di riferimento ¥ useremo la notazione
piu semplice O é;é5€3, oppure Oxyz. Nel caso del moto in un piano scriveremo
anche Oé;é,, oppure Oxy, per indicare gli elementi del riferimento in tale piano,
intendendo che il vettore €3 € ortogonale al piano e la terna {€é;, é;, €3} soddisfa
le relazioni (1.6).

Rappresentazione in coordinate

Dato un punto P € E3 e un riferimento ¥ = O €,€,€3, possiamo associare in modo
unico a tale punto un vettore di coordinate in R3:
3
E3 SP+—xp=P—-0 = széz € V3 +—s rp = (.Tl,l’g,ﬂfg)T € RB, (110)
i=1
dove il simbolo ‘1" indica l'operazione di trasposizione, cioe p € un vettore co-
lonna. In seguito, nella scrittura delle formule, utilizzeremo sia la notazione in
V3 (indicando i vettori con un simbolo in grassetto con la freccetta sopra, o come
differenza tra punti) che quella in coordinate in R?® (simbolo in grassetto senza
freccetta).

1.2 Descrizione del moto

Il moto di un punto P € E3 ¢ una mappa
tw P(t) € E? (1.11)

definita su R o su un suo intervallo.
Dato il moto P(t) e un riferimento ¥ = O é;€,€3, possiamo definire ad ogni istante
t la posizione di P relativa a Y come

3
fp:P—O: E SL’Z'éZ',
i=1

dove x; = z;(t) sono le coordinate di P al tempo ¢ in X. Il moto di P & anche
dato dalla mappa t — x(t) = (z1(t), x2(t), z3(t))T delle sue coordinate al variare
del tempo. Se esistono le derivate prima e seconda di z;(t), i = 1,2, 3, possiamo
definire la velocita e ’accelerazione di P relativa a ¥ rispettivamente come
d
F dt< ) b
d2
dp="_(P— 0)} = Y ie

Cdi? b



1.3. LE EQUAZIONI DEL MOTO 13

Tramite la (1.10) possiamo identificare queste quantita con i rispettivi vettori delle
loro coordinate in R3:

xp = (11,79, 23)", vp=%p = (i1,49,73)", ap==Xp=(i,is¥3)".

Nel seguito eviteremo di scrivere l'indice P quando sara chiaro il punto a cui ci
riferiamo, quindi ad esempio scriveremo @, x al posto di Zp, xp.

L’operazione di derivata temporale di una mappa vettoriale ¢ — w(t) € V3
dipende dalla base in cui si scrivono le componenti e quindi dalla scelta del riferi-
mento. Utilizzeremo la notazione ‘zl—’tz }z per indicare esplicitamente tale dipendenza.
1.3 Le equazioni del moto

Le forze

Dato un sistema di N punti materiali e fissato un riferimento ¥ = O é;és€3
assumiamo che la forza agente sul punto P; sia esprimibile da una funzione

F - (VOY x (V)Y xR — V?

che dipende solo dalle posizioni &; = P; — O ¢ dalle velocita @; = 4 (P, — O)|,, dei
punti del sistema e dal tempo ¢, quindi

F, = F,(&y,...,ZN,V1,...,UN,1).
In coordinate nel riferimento ¥ questa si scrive come una funzione
F: RN x (RHY xR — R?

delle variabili @1, ..., xy,v1,..., VN, t.
Nel Capitolo 4 mostreremo come cambiano le forze agenti sui punti P; al variare
del sistema di riferimento scelto.

Le equazioni di Newton

Il principio del determinismo meccanicistico ci dice che la conoscenza dello
stato cinetico (posizione e velocita) di un sistema di N punti materiali ad un certo
istante permette di determinare tutta la sua evoluzione temporale.

Dato un sistema formato dai punti P;,7 = 1,..., N, di masse m;, soggetti
alle forze F; nel sistema di riferimento Y., assumiamo che valgano le equazioni di
Newton (secondo principio della Dinamica). Piu precisamente, siano

@ = (&1,....8y), U= (0,...,0n)
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i vettori delle posizioni e velocita degli N punti. Se
F, = F\(%,9,1)

e la forza agente sul punto P;, i = 1,..., N, allora si assume che il moto ¢ — x(t)
sia soluzione del sistema di equazioni differenziali del secondo ordine

—

oppure, in coordinate in X,

Le equazioni precedenti si possono scrivere come sistema del primo ordine intro-
ducendo le incognite v;:

:t'i:'vi .
{@Z:LFZ<wvt) Zzl,...,N. (1.14)

Il sistema (1.14) insieme alle posizioni e velocita dei punti a un certo istante iniziale
definiscono un problema di Cauchy. L’esistenza e 'unicita di una soluzione di
questo problema in un intorno del tempo iniziale ¢ assicurata dalla teoria delle
equazioni differenziali se le funzioni F; sono, ad esempio, di classe C*.

Esercizio 2. Trasformare in un sistema del primo ordine le equazioni di Newton

mi = —yzx,
mi = x? + x7).

1.4 1 riferimenti inerziali

Trattiamo adesso i sistemi di riferimento inerziali, nei quali ‘ogni corpo persiste nel
suo stato di quiete o di moto rettilineo uniforme fino a quando non sia costretto a
mutare il suo stato dall’azione di una forza.”® Questa ¢ la formulazione che Newton
da al suo primo principio della Dinamica, o principio di inerzia.

Trasformazioni di Galileo

Consideriamo l'insieme G delle trasformazioni affini dello spazio-tempo di Galileo
E? xR che conservano gli intervalli di tempo tra due eventi, con la loro orientazione,

31. Newton, da Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687). ‘Corpus omne perse-
verare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus illud a viribus
impressis cogitur statum suum mutare.’
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e la distanza tra eventi simultanei. Fissato un sistema di riferimento, possiamo
identificare lo spazio-tempo di Galileo con lo spazio delle sue coordinate R?® x R e
considerare G agente su quest’ultimo.

Sia Mg(n) 'insieme delle matrici quadrate di ordine n € N a coefficienti reali.
Introduciamo 1'insieme

OB)={Aec Mg(3): AAT = ATA=1}

delle matrici ortogonali di ordine 3. Osserviamo che, per A € O(3), si ha 1 =
det(AAT) = (det A)?, per cui det A = 41. Denotiamo con SO(3) I'insieme delle
matrici di O(3) che hanno determinante uguale a 1.

Proposizione 2. (Eulero) Gli elementi di SO(3) sono matrici di rotazione at-
torno ad un asse.

Dimostrazione. Mostriamo che ogni matrice R € SO(3) ha l'autovalore 1. Per
ogni z € R? da Rz - Rx = RTRx - © = x - x segue che |Rx| = |z|, ciot R &
una isometria. Dunque se A ¢ un autovalore di R si ha |A| = 1. Vale inoltre la
relazione seguente:

det(R — I) = det RT det(R — I) = det(R"(R — I)) = det(I — R") = det(I — R),

dove abbiamo usato il fatto che det(RT) = det(R) = 1 e il teorema di Binet.* Se
A e una matrice di ordine 3, per le proprieta dei determinanti si ha

det(—A) = (—1)*det(A) = — det A.

Concludo che

det(R—1I) =0,

quindi R ha l'autovalore \; = 1. Gli altri autovalori Ay, A3 devono soddisfare le
condizioni

A2z = 1, Ao = [As] = 1,

quindi si hanno 3 casi:® i) Ay = A3 = 1, ii) Ay = A3 = —1,iii) A3 = Xy € C\ R,
A =p+iv, v eR v#0.

Nel caso i) si ha R = I, cioe R rappresenta la rotazione che lascia invariato
ogni elemento di R3.

Se R # I lautospazio Vj relativo all’autovalore A\; = 1 ha dimensione uno
perché, se avessimo dim V; = 2, potremmo completare l'insieme {x, x5} composto
da due autovettori ortonormali di V; ad una base ortonormale {x1, s, z3} di R3

4per ogni coppia di matrici quadrate A, B dello stesso ordine si ha det(AB) = det A det B.
5% indica il numero complesso coniugato a z € C.
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e, in questa base, la matrice associata alla trasformazione lineare definita da R
sarebbe diagonale. Infatti i suoi coefficienti sono dati da x; - Rx; e si ha

:ci-Ra:j:a:i-a:j:Q

sei=1,2,3,7=1,2con ¢ # j. Dato che det R = 1 si avrebbe quindi che R = I,
contro l'ipotesi fatta. Quindi ogni matrice R € SO(3) diversa dallidentita ha
esattamente un asse di punti fissi (asse di rotazione).

Nel caso ii) 'autospazio V_; di Ay = —1 ha dimensione 2. Infatti, due auto-
vettori unitari @, € Vi, @y, € V_; relativi a Ay = 1 e Ay = —1 sono ortogonali
poiché

Ty x; = RTRxy - 1 = Ry Rxy = —25 - 1.

Come prima, possiamo completare {x, x>} ad una base ortonormale di R? e, in
questa base, la matrice associata alla trasformazione definita da R & diagonale e
necessariamente della forma

1 0 O
0 -1 0
0 0 -1

Quindi R rappresenta la rotazione di 7 attorno all’asse corrispondente alla dire-
zione di x;.
Nel caso iii) gli autovettori relativi a Ay = p + iv, A3 = p — iv sono complessi
coniugati:
Ty = a +1b, xr3 =a —1ib,

con a, b € R3 entrambi ortogonali ad x;. Infatti, passando ai coniugati, la relazione
Rxy = Ayxy diventa Rxsz = A3x3. Inoltre, da

)\2w2 c L] = RIEQ . Rwl = RTRIEQ c L] = Lo " I
si ricava
(1@ - @1) = v(b-@1)) +i(v(a-@1) + p(b-x1)) = (a- 1) +i(b- 1),

cioe, uguagliando parte reale e immaginaria,

(= 1)(a-z1) —v(b- )
v(a @) — (u—1)(b- @)

0,
0.
Questo sistema ha solo la soluzione nulla @ - 1 = b- & = 0, infatti

(n—172+v*>0
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perché v # 0. Nella base {x1, b, a} la matrice associata alla trasformazione definita
da R si scrive nella forma canonica reale

1 0 0
0 cosf —sinf |,
0 sinf cos

dove
cos = p, sinf = v.

Quindi R rappresenta la rotazione di 6 attorno all’asse corrispondente alla direzione
di L. O

Vale il seguente risultato:

Proposizione 3. Ogni elemento g € G si scrive in modo unico come prodotto di
trasformazioni del tipo sequente:

i) g1(x,t) = (x + tu,t) (moto uniforme con velocita u)
i) g2(x,t) = (x+y,t+s)  (traslazione dell’origine)
iii) gs(x,t) = (G, t) (isometria spaziale)
con z,y,u € R® t,s e R G e O(3).

Dimostrazione. Osserviamo che le trasformazioni della forma gy, g2, g3 stanno in
G. Consideriamo adesso una generica trasformazione affine ® di R? x R in sé:

("f)&A(’f)er, (1.15)

A:[ GT u}’ b:(z), G eM(3,3), u,w,ycR® a,scR.

con

w a

Mostriamo che se ® e una trasformazione dell’insieme G si ha w = 0, a = 1,
G € O(3). Da questo seguira la tesi. Con la notazione introdotta, I'immagine
della trasformazione @ in (1.15) si scrive

< Gr+tu+y )

wlx +at + s

L’invarianza degli intervalli di tempo tra due eventi qualunque (@1, t;), (€2, t2) ci
dice che
|wT(:L'1 — 232) + a(t1 — t2)| = |t1 — t2|
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per ogni Ty, xy; € R? t,t, € R. Da questo segue che w = 0, |a| = 1. Per
conservare anche il verso del tempo si deve scegliere a = 1. L’invarianza della
distanza tra eventi simultanei (x1,t), (x2,t) ci da

|G(x) — x2)| = |21 — T2

per ogni @1, Tz € R3 da cui segue che G € O(3). Infatti, da |Gz| = |z|,x € R3
segue T - GTGx = x - x. La matrice S = GTG & simmetrica e con essa possiamo
definire la forma quadratica q(x) = = - Sz = |z|?. Si ha

TSy = %(W +y) —q(x) —q(y)) = %(hv +yl? = o) — y’) ==y,

per ogni z,y € R?, da cui segue che GTG = S = I. O

Si verifica facilmente che 'insieme G, col prodotto di composizione, € un sot-
togruppo del gruppo delle trasformazioni affini di E*, che chiameremo gruppo
di Galileo.% Siccome vogliamo conservare anche I'orientazione dello spazio, data
dalla scelta del sistema di riferimento, ci restringeremo alle trasformazioni con
G € SO(3), cioe alle trasformazioni ortogonali con determinante uguale a 1.

Principio di relativita di Galileo

Dato un sistema di punti materiali P;,..., Py, possiamo estendere in modo na-
turale I'azione del gruppo di Galileo alle mappe ¢t — x;(t), i = 1,..., N, che
rappresentano il moto dei punti. Precisamente si ha:

gizi(t) = xi(t) + tu,
Goxi(t) = x;(t + 5) + v,

Definizione 1. Diciamo che un sistema di riferimento € inerziale se le equazio-
ni di Newton (1.13) per ogni sistema di punti materiali isolato scritte in questo
riferimento sono invarianti rispetto alle trasformazioni del gruppo di Galileo G.

L’invarianza delle equazioni di Newton significa che, data una qualunque solu-
zione t — x(t) = (x1(t),...,xN(t)) di queste equazioni, ogni elemento g € G la
trasforma in un’altra soluzione delle stesse equazioni.

Il principio di relativita di Galileo afferma che esistono dei riferimenti inerziali.

6Un insieme G ha la struttura di gruppo se in esso & definito un prodotto associativo, indicato
con #, tale che esista in G un elemento neutro e (per cui gxe = ex g = ¢,Vg € G) ed ogni
elemento g abbia un inverso g=! (per cui gx g~ = g=1xg = €). Un sottogruppo H di un gruppo

G & un sottoinsieme di G che ha anch’esso una struttura di gruppo con lo stesso prodotto di G.
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Questo principio porta il nome di Galileo Galilei poiché in un passo di un suo
libro egli scrive che, facendo alcuni semplici esperimenti all’interno di una barca
che si muove di moto rettilineo uniforme, partendo da una posizione qualunque e
andando in una qualunque direzione, si osservano gli stessi effetti che si avrebbero
sulla terraferma. Quindi, in particolare, non si puo distinguere sulla base di questi
esperimenti se la barca sia in movimento oppure no.”

La proprieta di invarianza rispetto al gruppo di Galileo impone delle restrizioni

"G. Galilei, dal Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo (1632). ‘Riserratevi con
qualche amico nella maggiore stanza che sia sotto coverta di alcun gran navilio, e quivi fate
d’aver mosche, farfalle e simili animaletti volanti; siavi anco un gran vaso d’acqua, e dentrovi
de’ pescetti; sospendasi anco in alto qualche secchiello, che a goccia a goccia vadia versando
dell’acqua in un altro vaso di angusta bocca, che sia posto a basso: e stando ferma la nave,
osservate diligentemente come quelli animaletti volanti con pari velocita vanno verso tutte le
parti della stanza; i pesci si vedranno andar notando indifferentemente per tutti i versi; le stille
cadenti entreranno tutte nel vaso sottoposto; e voi, gettando all’amico alcuna cosa, non piu
gagliardamente la dovrete gettare verso quella parte che verso questa, quando le lontananze
sieno eguali; e saltando voi, come si dice, a pie giunti, eguali spazii passerete verso tutte le parti.
Osservate che avrete diligentemente tutte queste cose, benché niun dubbio ci sia che mentre il
vassello sta fermo non debbano succeder cosi, fate muover la nave con quanta si voglia velocita;
ché (pur che il moto sia uniforme e non fluttuante in qua e in 1) voi non riconoscerete una
minima mutazione in tutti li nominati effetti, né da alcuno di quelli potrete comprender se la
nave cammina o pure sta ferma: voi saltando passerete nel tavolato i medesimi spazii che prima,
né, perché la nave si muova velocissimamente, farete maggior salti verso la poppa che verso
la prua, benché, nel tempo che voi state in aria, il tavolato sottopostovi scorra verso la parte
contraria al vostro salto; e gettando alcuna cosa al compagno, non con piu forza bisognera tirarla,
per arrivarlo, se egli sara verso la prua e voi verso poppa, che se voi fuste situati per ’opposito;
le gocciole cadranno come prima nel vaso inferiore, senza caderne pur una verso poppa, benché,
mentre la gocciola & per aria, la nave scorra molti palmi; i pesci nella lor acqua non con piu fatica
noteranno verso la precedente che verso la sussequente parte del vaso, ma con pari agevolezza
verranno al cibo posto su qualsivoglia luogo dell’orlo del vaso; e finalmente le farfalle e le mosche
continueranno i lor voli indifferentemente verso tutte le parti, né mai accadera che si riduchino
verso la parete che riguarda la poppa, quasi che fussero stracche in tener dietro al veloce corso
della nave, dalla quale per lungo tempo, trattenendosi per aria, saranno state separate; e se
abbruciando alcuna lagrima d’incenso si fara un poco di fumo, vedrassi ascender in alto ed a
guisa di nugoletta trattenervisi, e indifferentemente muoversi non pitt verso questa che quella
parte. E di tutta questa corrispondenza d’effetti ne ¢ cagione ’esser il moto della nave comune
a tutte le cose contenute in essa ed all’aria ancora, che per cio dissi io che si stesse sotto coverta;
ché quando si stesse di sopra e nell’aria aperta e non seguace del corso della nave, differenze
pitt e men notabili si vedrebbero in alcuni de gli effetti nominati: e non dubbio che il fumo
resterebbe in dietro, quanto ’aria stessa; le mosche parimente e le farfalle, impedite dall’aria,
non potrebber seguir il moto della nave, quando da essa per spazio assai notabile si separassero;
ma trattenendovisi vicine, perché la nave stessa, come di fabbrica anfrattuosa, porta seco parte
dell’aria sua prossima, senza intoppo o fatica seguirebbon la nave, e per simil cagione veggiamo
tal volta, nel correr la posta, le mosche importune e i tafani seguir i cavalli, volandogli ora in
questa ed ora in quella parte del corpo; ma nelle gocciole cadenti pochissima sarebbe la differenza,
e ne i salti e ne i proietti gravi, del tutto impercettibile.’
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sulla forma delle forze:

a)

invarianza per traslazioni del tempo: se (t) € soluzione di (1.13) anche x(t+s)
lo e, cioe

m;&i(t +s) = Fi(x(t+ s),z(t+ s),t), i=1,...,N, (1.16)

per ogni t, s € R per cui la relazione di sopra e definita. Ne segue che le forze
F’; non dipendono da t:
F; = Fy(x,v), (1.17)

cioe ‘le leggi della natura restano le stesse al passare del tempo’ [2]. Infatti,
dati t, s, possiamo scegliere t;,s; € R in modo che t; + sy =t+ s =7e
scrivere

m;&;(t; + s1) = Fy(x(ty + 1), &(t1 + s1),t1), i=1,...,N. (1.18)
Dal confronto tra le equazioni (1.16) e (1.18) si ottiene
Fi(x(r),%(7),1) = Fi(x(r), &(7), 1),
per ogni 7,t,t; per cui tale relazione e definita, per cui

a-Fz E(:L‘(T),@(T),t+h) —E(CE(T),@‘(T)J)

L (w(r), (7)) = lim ;

=0,

cioe le forze F; non dipendono dal tempo.

Grazie all’arbitrarieta di x(7),&(7), che possono essere scelte come condi-
zioni iniziali che definiscono la soluzione x(t), possiamo concludere che vale

(1.17).

invarianza per traslazioni uniformi nello spazio E?: se x(t) & soluzione anche
z(t) +tu+yg, conu = (u,...,u),y = (y,...,y), lo & per ogni u,y € R3
(lo spazio & omogeneo). Ne segue che®

F, = Fi(x; — xy,v; — vi), (1.19)

cioe le forze dipendono solo dalle posizioni e dalle velocita relative.

Fissando un tempo arbitrario 7 e usando 'invarianza per trasformazioni della
forma g, con y = —x1(7), s = 0, ciot gox;(t) = @;(t) — x:1(7), per t = 7 si
ottiene

F(x(7),@(7)) = Fi(0,22(T) — @1(7), ..., xN(T) — 21(7),2(7)). (1.20)

8

con questa notazione si intende che gli argomenti di F; possono essere tutte le combinazioni

T; — Xk, vj — Vg, con2 < j < k<N,
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Usando (1.20), cioe il fatto che la dipendenza dalle posizioni dei punti appaia
solo tramite le differenze x; —x;, e I'invarianza per trasformazioni della forma
g1 con u = —x&1(7), cioe g1x;(t) = x;(t) — t&1(T), per t = T si ottiene

F(x(1),z(1)) = F;(0,25(7) — x1(7), ..., 2N (T) — 21(7T),

0,5(7) — &1 (7),...,&Nn(T) — &1(7)). (1.21)

Grazie all’arbitrarieta delle condizioni iniziali (1), &(7) possiamo concludere
9
che

E :E(QJ] —a:l,'vj—'vl), (122)

cioe le forze F; dipendono solo dalle posizioni e velocita relative a P; dei
punti P, ..., Py.

Osserviamo anche che (1.22) ¢ equivalente a (1.19), cioe possiamo scrivere
le F; nella forma (1.22) se e solo se le possiamo scrivere nella forma (1.19),
infatti

x,—xp=(x;—x1) — (Tp — 1), v; —v, = (v, —v1) — (v, — V).

c) invarianza per rotazioni nello spazio E3: se x(t) = (xy(t),...,zy(t)) & solu-
zione anche (Gx(t), ..., Gen(t)) lo &, per ogni G € SO(3) (lo spazio e
isotropo). Ne segue che

F,(G(x; — xi), G(v; —vy)) = GFi(x; — x), v; — vy). (1.23)
La (1.23) segue applicando G ai due membri dell’equazione di Newton:
Gm;z; = GFy(x; — x, &, — &),
e osservando che l'invarianza per trasformazioni della forma g3 ci da

Osservazione 1. In particolare, se il sistema consiste di un solo punto, in ogni
sistema di riferimento inerziale la forza che agisce sul punto é nulla e quindi il
suo moto ¢ rettilineo uniforme. Infatti per a), b) la forza non dipende da t,x, v,
quindi e costante; inoltre per c) essa € invariante per rotazioni, quindi é nulla.

9in modo analogo a prima, anche qui intendiamo che gli argomenti di F} possono essere tutte

le combinazioni ; — x1,v; — vy, con j=1,...,N.
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1.5 Sistemi meccanici

Definizione 2. Consideriamo un insieme di N punti materiali, P;,i =1,..., N,
di masse m;, su cui agiscono delle forze I':Z assegnate a priori in un sistema di
riferimento 3. Diciamo che questo ¢ un sistema meccanico classico (discreto,
non vincolato) se il moto dei punti soddisfa le equazioni di Newton (1.13). Se nel
riferimento scelto le equazioni di Newton sono invarianti per l’azione del gruppo
G (cioé il riferimento considerato é inerziale), parleremo di sistema meccanico
galileiano.

La dimensione dello spazio vettoriale in cui si possono muovere i punti del
sistema, che nel caso di N punti e 3N, si chiama numero di gradi di liberta
del sistema.

Per i sistemi meccanici che studieremo le equazioni del moto potranno non
essere invarianti per le trasformazioni di Galileo. L’esempio piu semplice e quello
della caduta di un grave, cioe il moto di un punto materiale di massa m soggetto alla
forza di gravith —mgés in un riferimento ¥ = O é,é,é;5. E evidente la mancanza
di invarianza per rotazione dell’equazione del moto, che si scrive:

maE& = —mges.

In questo caso la direzione della gravita e privilegiata. Osserviamo che il sistema
meccanico considerato non e isolato in quanto risente della forza di gravita, esterna
al sistema.

1.6 Esercizi

Esercizio 3. Siano 4,7 € V3 con @ x ¥ # 0. Dato @ € span(u, ), trovare 1
coefficienti A\, i € R tali che

a= \u + pv.
Trovare inoltre i vettori M e puv col metodo grafico.

Esercizio 4. Siano @,0,% € V3 con & x ¥ - @ # 0. Dato @& € V3, trovare i
coefficienti A\, u, v € R tali che

a = \u+ uv + v.

Trovare inoltre i vettori A, pv e vw col metodo grafico.

—

Esercizio 5. Mostrare che per ogni scelta di a, I;, c, d € V3 vale la relazione

— — —

(@ Exdb+ (- axbd=b-¢xda+(d -axb)é

QU



Capitolo 2

Dinamica di un punto materiale
libero

Studiamo il moto di un punto materiale libero. Introduciamo inoltre i problemi integra-
bili secondo Liouville e, tra essi, i moti unidimensionali.

2.1 Quantita dinamiche per un punto materiale

Consideriamo un punto materiale P di massa m sul quale agisce una forza F nel
sistema, di riferimento ¥ = O é;é-€3. Siano Ip,Up,ap la posizione, la velocita
e l'accelerazione di P relative a . Denoteremo con xp,vp,ap i vettori delle
coordinate in ¥ di queste quantita.

Introduciamo le seguenti definizioni:

QUANTITA DI MOTO (0 MOMENTO LINEARE)
p = mu,
MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A UN POLO () € [E?
My = (P — Q) x m®,

ENERGIA CINETICA® )
—12
T= §m|fv| :

MOMENTO DELLA FORZA F' RISPETTO A UN POLO (Q € [E?

NQ:(P_Q)Xﬁa

Ha quantita m|v]? & stata introdotta da Leibniz con il nome di vis viva.

23
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—

POTENZA DELLA FORZA F
M=F -¢d=F-v,
LAVORO ELEMENTARE? ALL’INSTANTE { DELLA FORZA 13(5, U, t)
SL=F.dZ=F-dx.

Osserviamo che il valore della potenza e del lavoro elementare ¢ lo stesso in
qualunque base ortonormale si rappresentino F', v, d&.

ENERGIA POTENZIALE
Si dice che un campo di forze posizionale ' = F(x) ¢ conservativo se
ammette un potenziale, cio¢ se esiste una funzione scalare U(x) tale che®

VU = F.

In tal caso la funzione V' = —U si chiama energia potenziale del campo di forze
e si hat

F=-VV 0L =—-VV . .dx=—-dV,

ENERGIA TOTALE
Se la forza F' e conservativa, con energia potenziale V', possiamo definire
I’energia totale del sistema come

E=T+V.

Esempi

Forze conservative:

1) F(x) = —mge3, = € R? (forza peso)

V(x) = mgx - e, VV(x) = mge; = —F(x).
2) F(x)=—ka, k>0, zeR? (forza elastica centrale)
1
V(x) = §k|w|2, VV(x) = kx = —F(x).

2dette (71,72, 73) e (F1, Fa, F3) le coordinate di & e F, il lavoro elementare ha un’espressione
del tipo Fydxy + Fadxs + Fydxs, che si chiama forma differenziale su R3.

3data una funzione f(x), con il simbolo Vf indicheremo il vettore colonna delle derivate
parziali di f rispetto ad x, cioe Vf = (%)T.

4in questo caso si dice che la forma differenziale 5L ¢ esatta, cioe rappresenta il differenziale
di una funzione.
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3) F(z) = f(p), p=|=|, e R3 (forza centrale a simmetria sferica)
Vie) =~ [f)do. YV(@) = 1090 =~F(p)

Forza non conservativa:
F(z) = (2 + y*, 2y,0).

Ragioniamo per assurdo. Se esistesse una funzione V(x) tale che —VV = F'| si
avrebbe in particolare

Poiché le funzioni 22 + 3% e xy sono polinomiali, quindi sicuramente di classe C*,
possiamo applicare il teorema di Schwartz e notare che nelle derivate seconde miste
di V(z) l'ordine di derivazione non conta. Quindi si avrebbe

__82V__62V
v= oxdy  Oydoxr

che & una contraddizione.

2.2 Equazioni di bilancio e leggi di conservazione

Consideriamo un punto materiale P di massa m con coordinate x, su cui agisca
una forza F'.

Proposizione 4. Sia x(t) una qualunque soluzione dell’equazione di Newton m& =
F(x,z,t). Allora, lungo questa soluzione® valgono le relazioni

p=F, (2.1)
e, per ogni punto Q € E3,

MQ = NQ — MYq X . (22)

Dimostrazione. Basta calcolare la derivata totale di p e di My, cioe la derivata
temporale lungo una qualunque soluzione dell’equazione di Newton.
O

Sdire che queste relazioni valgono lungo una soluzione x(t) dell’equazione di Newton significa
che tali relazioni sono soddisfatte sostituendo le funzioni x(t), (t), &(¢t) al posto di x,v, a.
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Proposizione 5. (teorema dell’energia cinetica) Sia (t) una qualungue soluzione
dell’equazione di Newton m@& = F(x,x,t). Allora, lungo questa soluzione vale la
relazione

T =1L

Dimostrazione.

m d .
HeFogemi.ge "% o
T =mx- T th(w x)

O

Definizione 3. Si dice che una funzione I(x,t) ¢ un integrale primo di un’e-
quazione differenziale & = f(x,t), con € € R¥ k > 0, se il suo valore ¢ costante
lungo una qualunque soluzione x(t) di questa equazione.

Questo significa che, se I(x,t) ¢ un integrale primo e x(t) & una qualunque
soluzione di & = f(x,t), si ha

d
—I(x(t),t) =0

Li(a(t).1)
e quindi, integrando a partire dal tempo iniziale ¢, si ottiene la legge di conserva-
zione

I(a(t),t) = I(z(to), to)-

I valori dell'integrale primo [ saranno in generale diversi in corrispondenza di
soluzioni x(t) diverse.

Esercizio 6. Trovare un integrale primo dell’equazione differenziale

T =1y
{y:—x’ z,y € R.

Proposizione 6. Valgono le sequenti proprieta:

1) se la componente di F nella direzione e € R3 & nulla allora p-e ¢ un integrale
primo;

2) se il momento della forza F rispetto ad un polo Q) in quiete (nel riferimento
in cui si studia il moto) ha componente nulla nella direzione e allora My, - e
e un integrale primo.

Dimostrazione. Basta moltiplicare scalarmente per e le relazioni (2.1), (2.2), te-
nendo conto che in quest’ultima si ha vg = 0.

O
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Ad esempio, per un punto materiale soggetto alla forza peso F' = —mges si
conservano p - e;,p - e; e My - eg rispetto ad ogni polo fisso Q).

Dato un versore & € V3, la quantita ]\7[@ - é si chiama momento angolare
assiale relativo alla retta Qé = {Q + \é, A € R}, passante per () e avente la
direzione di é. Il suo valore non cambia scegliendo come polo un punto qualunque
su tale retta, infatti, se Q' € QQé, dalla relazione

MQ = MQ/+(Q—Q,) X m’l7p

segue che

poiché (Q — Q') x mvp-é = 0.

Proposizione 7. (conservazione dell’energia) Se il campo di forze F = F(x)
¢ conservativo, con energia potenziale V(x), allora l’energia totale E =T +V ¢
un integrale primo.

Dimostrazione.

T=U=F-&=-VV.-&=-V = Z(T+V)=0.

2.3 Problemi integrabili

Si consideri il problema di Cauchy
{ @ = f(z) 23)

dove f : U — R"™ & un campo vettoriale di classe C! definito su un aperto U € R",
conn > 1,exy € U e la condizione iniziale al tempo t = 0.

Per il teorema di Cauchy-Lipschitz una soluzione locale x(t) di (2.3) esiste ed
e unica, pero in generale non abbiamo nessuna informazione sulla sua espressio-
ne. In alcuni casi, molto particolari, la soluzione x(t) di (2.3) si riesce a trovare
esplicitamente. Ad esempio, se n =1 ed

f(z) = ax,
con a # 0 costante, la soluzione ¢ data da

z(t) = ey,



28 CAPITOLO 2. DINAMICA DI UN PUNTO MATERIALE LIBERO

dove zg € R ¢ la condizione iniziale.

Ci interessa adesso studiare una situazione intermedia, in cui la soluzione x(t) si
puo scrivere in forma implicita e precisamente a meno di inversioni e quadrature’.
In questo caso diciamo che il problema (2.3) e integrabile secondo Liouville, o
semplicemente che e integrabile. Un esempio di problema integrabile ¢ descritto
di seguito.

Equazioni differenziali a variabili separabili

Si consideri il problema di Cauchy

i = f(x)
{x 0) = 24 (2.4)

dove f: I — R & una funzione di classe C! definita su un intervallo aperto I C R
e xg € R & la condizione iniziale. I valori di x, tali che f(x¢) = 0 danno luogo a
soluzioni stazionarie z(t) = . Se la condizione iniziale zo non annulla f allora,
per 'unicita della soluzione z(t) di (2.4), si avra f(z(t)) # 0 in tutto l'intervallo
massimale di definizione di tale soluzione. Per risolvere il problema posso dividere
I'equazione differenziale per f(x(t)) e integrare nella variabile temporale tra 0 e ¢.
Usando il cambiamento di variabili nell’integrazione ottengo

)
= [ oy = [ e = o (25)

Osserviamo che la funzione ﬁ ¢ di classe C*, quindi la sua primitiva G(z) esiste,
anche se non e detto che si riesca a calcolare in termini di funzioni elementari,
come ad esempio nel caso f(z) = % Inoltre, siccome f non puo cambiare segno
nell'intervallo considerato, la funzione G(z) ¢ strettamente monotona e quindi
invertibile, anche se non e detto che si riesca a calcolarne esplicitamente I'inversa,
come ad esempio nel caso G(z) = ze®. Possiamo quindi concludere che il problema
(2.4) ¢ integrabile secondo Liouville.

Osservazione 2. Puo succedere che il moto diventi illimitato in tempo finito. Se
f non ¢ lipschitziana,” nemmeno localmente, puo anche succedere che la soluzione
non sia Unica.

Scioe a meno di invertire esplicitamente delle funzioni e a meno di calcolare delle primitive in

termini di funzioni elementari. Si richiede comunque lesistenza di tali funzioni inverse e di tali
primitive.

Tf : Q — R si dice lipschitziana su un aperto 2 € R™ se esiste una L > 0 tale che |f(x) —
f(y)| < Llz — y| per ogni x,y € Q.
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Esercizio 7. Studiare le soluzioni dei problemi di Cauchy

{x':xQ {:'c:\/m

z(0) = x¢ z(0) = xg

con xg € R.

2.4 Moti unidimensionali

In questa sezione consideriamo il problema di Cauchy unidimensionale

mi = F(x,,t),
x(0) = zo,
l‘(O) = 1.

doven=1, F:RxR xR —Rezyvy €R.

Osserviamo che un tale problema puo apparire anche nel caso di moti tridi-
mensionali soggetti a forze di un certo tipo. Fissiamo un sistema di riferimento
Y = O eé;é5é;3 e consideriamo il moto di un punto materiale P di massa m soggetto
ad una forza F = F((P—0)-é,0-é,t), tale che F x é = 0, con é vettore unitario
costante, cioe ad una forza che ha direzione costante e dipende solo dalla proiezione
dei vettori posizione e velocita lungo quella direzione. A meno di ruotare il rife-
rimento, che corrisponde ad applicare una particolare trasformazione galileiana®,

possiamo supporre che € = €4, per cui le equazioni di Newton si possono scrivere
mil = Fl(ffl,l“l,t), mi‘g = 0, mi‘g = 0, (26)

dove 1, zo, x3 sono le coordinate del punto P in ¥ ed F} = F. é;. Consideriamo
il problema di Cauchy dato dalla (2.6) e dalle condizioni iniziali

x(0) = xy, (0) = vy,

con xg, vy € R3. A meno di applicare un’altra trasformazione galileiana della
forma
g(x,t) = (x — g — twy, t),

possiamo assumere che
x(0) =0, x(0) =0, (2.7)
e considerare il problema di Cauchy unidimensionale
mi‘l = F1<.’L‘1,j§'17t),
21(0) = 0, (2.8)
l"l (O) = O,

8per cui, se il riferimento ¥ era inerziale, continua ad esserlo.
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in quanto le componenti x5, 3 della soluzione nel nuovo riferimento sono identica-
mente nulle. Piu in generale, chiameremo problema del moto unidimensionale
il problema di Cauchy

miy = Fy(x1, 31, 1),

.’171(0) = Xo, (29)

#1(0) = vy,

con xg, vy € R. Data la soluzione z(t) di (2.9),° osserviamo che x(t) = z1(t)e;
risolve le equazioni differenziali (2.6) e soddisfa le condizioni iniziali (2.7). Se F} ¢
di classe C'!, per I'unicita della soluzione del problema di Cauchy x(t) ¢ la soluzione
cercata. Nel seguito scriveremo semplicemente x, x, F' al posto di zy, @1, F}.

Nel caso di un moto unidimensionale, se la forza F' in (2.9) ¢ continua e pura-
mente posizionale allora ¢ conservativa e possiamo determinare un’energia poten-
ziale, cioe una funzione V' (z) con —V'(z) = F(x). In questo caso il problema di
Cauchy (2.9) si scrive

mi = =V'(z),
x(0) = o, (2.10)
l‘(O) = 9.

Se F & anche C' la soluzione di (2.10) ¢ unica.!® Assumiamo che F' sia C*.
Osservazione 3. Le soluzioni dell’equazione differenziale
mi = —V'(x) (2.11)

sono invarianti per traslazioni e riflessioni temporali, cioé se x(t) é una soluzione
di (2.11), allora anche y(t) = x(t—7) con T € R e 2(t) = x(—t) risolvono la stessa
equazione differenziale.

Proposizione 8. [l problema (2.10) é integrabile secondo Liouville.

Dimostrazione. L’energia totale
. L,
E(x, ) = gmd + V(x)

¢ un integrale primo di (2.11). Posto Ey = E(zq,v) scriviamo la conservazione
dell’energia

%mjcQ(t) V() = By (2.12)

%1 problema di Cauchy (2.9) ammette un’unica soluzione anche se F; dipende da ¢, purché
F sia abbastanza regolare.
Ohasta che F sia lipschitziana
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lungo la soluzioni z(t) di (2.10). Dalla (2.12) si vede che i valori ammissibili di
x(t) soddisfano necessariamente la condizione

I valori di z tali che
Ey—V(z)=0, V() £ 0 (2.13)

si chiamano punti di inversione del moto. I valori di x tali che
Ey—V(x) =0, V'(z) =0 (2.14)

si chiamano configurazioni di equilibrio, o piu semplicemente equilibri. Sup-
poniamo che ci sia un numero finito (diverso da zero) di punti di inversione. Pos-
siamo trovare un numero finito di intervalli disgiunti di valori di x in cui si puo
svolgere il moto. Questi intervalli possono essere sia limitati che illimitati.

Dalla (2.12) ricaviamo che la soluzione di (2.10) soddisfa

2By — V()

m

i=+ (2.15)

Distinguiamo 3 casi in base alle condizioni iniziali di (2.10):
i) vy > 0, i) v < 0, iii) v = 0.

Nel caso i) scegliamo il segno positivo in (2.15) e consideriamo il problema di
Cauchy

i = M 2(0) = zo. (2.16)

Nel caso ii) scegliamo il segno negativo e consideriamo

i=— M, 2(0) = . (2.17)
m

Infine, nel caso iii) zp € un punto di inversione oppure un equilibrio. Nel primo
caso si ha V'(zg) # 0 e scegliamo in (2.15) il segno della forza F'(xg). Infatti, se
F(z) > 0 allora #(0) > 0, quindi & deve essere crescente, almeno inizialmente.
Analogamente, se F'(zg) < 0 allora @ deve essere inizialmente decrescente. Nel
caso di un equilibrio si ha F(zy) = —V'(z9) = 0 e &y = 0, e la funzione costante

z(t) = x¢ ¢ la soluzione di (2.10).
U

Diciamo che un valore Ej dell’energia E & critico se nell'insieme {(z,v) :
E(z,v) = Ey} ¢’e un punto critico di E, cioe¢ un punto (z,v) = (z.,0) tale che
V'(z.) = 0. In caso contrario diciamo che Ej ¢ un valore regolare.
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Osservazione 4. Nel caso iii) della dimostrazione della Proposizione 8 xy € un
punto di inversione oppure un equilibrio. Se Ey € un valore regolare di E, la
funzione \/Ey — V(z) non é lipschitziana in nessun intorno (destro o sinistro) di
xo dove Ey — V(z) > 0, cioé dove ¢ possibile il moto.'r In questo caso si perde
Punicita delle soluzioni dei problemi di Cauchy (2.16), (2.17), che hanno anche la
soluzione costante x(t) = xo. Quest’ultima é la soluzione unica di (2.10) se e solo
se Ey & un valore critico, cioe se V'(xq) = 0.

Moti per valori regolari di F

Consideriamo due punti di inversione consecutivi Zmin, Tmax, CON Tmin < Tmax, che
corrispondono a un valore regolare Fj, dell’energia e sono tali che il moto si possa
svolgere all'interno dell’intervallo [Zyin, Tmax], cloe

EO - V(xmin) = EO - V(~Tmax) = 07
Ey—V(z)>0sex € (Tmin, Tmax), (2.18)
V' (2min) < 0 < V'(Zmax)-

Definizione 4. Diciamo che una soluzione x(t) di (2.10) é un moto periodico
di pertodo T > 0 se
x(t+T)=uz(t), VteR

e per nessun T', con 0 < T < T, si ha x(t +T") = z(t), Vt € R.

Proposizione 9. Se valgono le relazioni (2.18), con Ey = E(xg,v), la soluzione
x(t) di (2.10) da luogo a un moto periodico con periodo

Tmax =
r=2 N v 2.19
/mvmin \/Q(EO - V(l’,)) g ( )

Dimostrazione. Consideriamo la soluzione z(t) del problema di Cauchy (2.10) con
To = Tpin € Vg = 0 (perché z,;, € un punto di inversione). Osserviamo che x(t)
soddisfa 'equazione (2.15) con la scelta positiva del segno poiché —V'(z ) > 0.
Mostriamo che z(t) e definita su [0,7/2], dove T ¢ dato dalla relazione (2.19)
e corrisponde al doppio del tempo necessario per andare da Tpin a Tmax. Per
farlo dobbiamo dimostrare che questo tempo ¢ finito. Consideriamo lo sviluppo di
Taylor di Ey — V (z) centrato in iy, per & € [Tmin, T), CON Tyin < T < Tpax:

1
EO - V($) = _V/(xmin)(x - xmin) - §V”(xmin)(x - :L‘min)Q + 0(|l’ - :L‘min|2)~

HQuesto si giustifica scrivendo lo sviluppo di Taylor di Ey — V(z) in o = zo:
Eo—V(z) = Ey — V(o) =V (20)(x — x0) + O(|x — 20]?).
—_———

=0
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Il tempo impiegato dal punto P per arrivare a & partendo da z.;, ¢ dato dall’in-

tegrale
T m
S I
/ V 2(Eo — V(@)™

dr < +00.

che e finito perché

[
Lmin |l‘ - xmin|

In modo analogo si dimostra che il tempo impiegato da P per andare da T a Ty
e finito.
Osserviamo che la funzione
y(t) = (T = 1),
definita per ¢t € [T/2,T], & ancora soluzione di (2.11) e si ha
y(T/2) = 2(T/2) = Tpax, y(T/2) = —2(T/2) = 0. (2.20)

Da questo e dall’unicita della soluzione del problema di Cauchy per (2.11), con
condizioni iniziali date da (2.20) al tempo ¢t = T'/2, segue che

o(T —t) = 2(t), Vtel0,T], (2.21)

e in particolare la soluzione z(t) & definita sull'intervallo [0,7]. Osserviamo che
anche la funzione

2(t) =x(t+1T),

definita per t € [T, 0], & soluzione di (2.11). Dalla relazione (2.21) segue che
2(0) = 2(T) = 2(0) = Tmin,  2(0) = &(T) = —&(0) = 0. (2.22)

Quindi, usando l'unicita della soluzione del problema di Cauchy per (2.11) con
condizioni finali date da (2.22) al tempo ¢ = 0 otteniamo che

x(t+T)=uz(t), Vte|-T,T],

e in particolare la soluzione z(t) ¢ definita sull'intervallo [-7,7]. Iterando la
costruzione precedente, otteniamo che

x(t+T)=uz(t), VteR

cioe il moto e periodico di periodo T'.
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Moti per valori critici di F

Assumiamo adesso che FEj sia un valore critico dell’energia, corrispondente a un
punto critico x, di V'(z), e che il moto sia possibile in un intervallo sinistro [z, x|
di z.. Poiché V'(z.) = 0, lo sviluppo di Taylor di Ey — V(x) centrato in z. ¢

Ey—V(z) = —%V”(azc)(a: —z.)* + o(|x — z.]?).

Il tempo impiegato dal punto P per arrivare a x. partendo da zy ¢ dato dall’inte-

grale
Te m
—— 7/,
/m \/Q(Eo — V(@)

Te 1
/ dxr = +00.
To |l‘ - xc|

Osserviamo anche che il problema di Cauchy (2.10) con zy = z.,v9 = 0 ammette
la soluzione di equilibrio z(t) = x...

Il caso in cui il moto sia possibile in un intervallo destro [z, zo] di x. si tratta in
modo analogo.

che ¢ infinito perché

Ritratto di fase

La funzione t — x(t) € soluzione di (2.10) se e solo se la curva piana t — (z(t), v(t))
e soluzione del sistema di equazioni differenziali del primo ordine

=
con le condizioni iniziali
z(0) = o, v(0) = vp. (2.24)

Il ritratto di fase di un moto unidimensionale conservativo ¢ un disegno nel
piano della fasi, con coordinate x, v, delle traiettorie delle soluzioni di (2.23). Per
questo sistema abbiamo l'integrale primo dell’energia

1
E(z,v) = émv2 + V(z)

per cui le traiettorie delle sue soluzioni giacciono sulle curve di livello

Crp ={(z,v): E(z,v) = Ey}
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al variare di Ey in R. Nel disegnare il ritratto di fase si scelgono dei valori dei
livelli Ejy che corrispondono a curve qualitativamente diverse.

Le traiettorie delle soluzioni di (2.24) non si possono intersecare nel piano con
coordinate (z,v), infatti vale il seguente risultato:

Proposizione 10. Siano x1(t), x2(t) due soluzioni di
z = f(x), xeR" n>1, (2.25)

con f di classe C* su un aperto U C R", tali che le loro traiettorie si intersecano
in un punto, cioé esistono ty,ty tali che x1(t1) = x2(ts). Allora queste traiettorie
cotncidono.

Dimostrazione. Definisco y(t) = xa(t — t; + t2). La curva ¢t — y(t) & ancora una
soluzione di (2.25) e la sua traiettoria coincide con quella di 5. Inoltre si ha

y(t) = x2(t2) = 21 (1),

quindi le soluzioni y(t) e x1(t) coincidono, e in particolare coincidono le loro
tralettorie.
U

Corollario 1. In un moto per un valore critico di E, partendo da un punto (z, )
diverso da un equilibro (xo,0), non si puo mai raggiungere tale equilibrio se non
asintoticamente per t — +oo.

I cambiamenti qualitativi nella topologia delle curve di livello possono av-
venire solo attraversando i livelli critici di £, per cui E(z,v) = FE(x0,0) con
V'(z9) = 0. Quindi nel ritratto di fase dovremo tracciare sicuramente le curve
che corrispondono a tali livelli.

Esempio 1. Tracciamo il ritratto di fase del moto unidimensionale con energia
potenziale
V(z) = —2® + 22 — 4. (2.26)

I punti critici di V' sono ;9 = i\/g. Indichiamo con hy = V() = —2.9113,

hy =V (x9) &~ —5.0887 i corrispondenti valori critici dell’energia
1
E(z,v) = émUZ + V(z).

Nella Figura 2.1 disegnamo il grafico dell’energia potenziale V' (sopra) e alcu-
ne curve di livello di E (sotto). Oltre ai livelli critici, abbiamo scelto dei livelli
intermedi dell’energia. I valori considerati sono

(Ela E27 E37 E47 E5) = (_67 h27 _47 h17 _25)
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Figura 2.1: Sopra: grafico dell’energia potenziale in (2.26). Sotto: curve di livello
dell’energia totale E(x,v).
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Figura 2.2: Grafico dall’energia F(z,v) insieme ad alcune curve di livello.

Ai minimi locali di V() corrispondono minimi locali di E(z,v) e ai massimi locali
di V/(z) corrispondono punti di sella di E(z,v).

Nella Figura 2.2 tracciamo il grafico della superficie definita dall’energia E(x, v)
insieme ad alcune sue curve di livello nel piano (x,v).

Osservazione 5. Vedremo che alcuni problemi della Meccanica saranno ricondu-
cibili allo studio di moti unidimensionali in sequito a un procedimento di riduzione
del numero di gradi di liberta.
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Capitolo 3

Moti centrali

Descriviamo le proprieta delle forze centrali a simmetria sferica e mostriamo come queste
diano luogo a problemi integrabili. Trattiamo inoltre in dettaglio il caso particolare del
problema di Keplero.

Definizione 5. Si dice che F : R*\ {0} — R? ¢ un campo di forze centrale
con centro O se per ogni © € R3\ {0} wvale la relazione

F(x) = f(p) —, (3.1)

dove p = |x| ed f : RT — R ¢ una funzione di classe C'.
Proposizione 11. Un campo di forze F : R3\ {0} — R? ¢ centrale se e solo se
F(Rx)=RF(z), vz € R*\ {0}, VR € SO(3). (3.2)

Dimostrazione. Se F(x) ¢ della forma (3.1) allora si verifica facilmente che vale
(3.2), in quanto si ha |Rx| = |z| = p per ogni R € SO(3), = € R®\ {0}.
Assumiamo adesso che valga (3.2). Mostriamo prima che F(x) x & = 0. Per ogni
x € R\ {0}, scelta arbitrariamente una rotazione R, € SO(3) con Ryx = =,
dalla (3.2) si ottiene
RyF(x) = F(R,x) = F(x),

cioe ogni rotazione che lascia fisso il vettore posizione x lascia fissa anche la forza
F(zx). Ma ogni rotazione in R? diversa dall’identita lascia fissi solo i vettori di uno
spazio lineare unidimensionale (che & appunto l’asse di rotazione). Si ha quindi

F(z)xx=0.

Per dimostrare che F'(x) = f(p) % per una qualche funzione f : R* — R, cioe che il
campo di forze ¢ a simmetria sferica, scegliamo arbitrariamente x, y € R3\ {0} tali

39
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che |z| = |y|, che rappresentano le coordinate di due punti sulla stessa superficie
sferica centrata nell’origine, e dimostriamo che

F(z) x=F(y)y. (3.3)
Scelta R € SO(3) tale che Rx = y, e usando (3.2) si ha
F(y)-y=F(Rx) Rx = RF(x)- Rx = F(x) - x.

Dalla (3.3) segue che l'intensita della forza F' ¢ la stessa in tutti i punti della sfera
di raggio || = |y|.
O

Osserviamo che in questo caso le equazioni di Newton m#& = F(x) sono inva-
rianti solo rispetto ad alcune trasformazioni di Galileo, quelle del tipo g3, ma non
lo sono rispetto alle traslazioni dell’origine, che corrisponde al centro di forza.

3.1 Integrabilita dei moti centrali

Consideriamo il moto di un punto materiale di massa m in un campo di forze
T

centrali F'(z) = f(p)%. Dalla relazione
- x
MOINOZJJXJC(/));:O

abbiamo la conservazione del momento angolare M, rispetto al centro di forze O.
Inoltre la forza F'(x) ¢ conservativa, con energia potenziale

Vi) = Vipla). Vi) =~ [ fp)dp (3.0

infatti p
V T
VV(x) = —(p(x))Vp(x) = — f(p(x)) —,
dp p(x)
per cui si conserva l’energia totale £ =T + V.
Ricordiamo che un sistema meccanico si dice integrabile secondo Liouville se
per ogni scelta delle condizioni iniziali possiamo scrivere la soluzione delle equazioni

di Newton a meno di inversioni e quadrature.

Proposizione 12. [l sistema dato da un punto materiale che si muove in un
campo di forze centrali € integrabile.
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Trattiamo prima il caso particolare in cui My = 0 e mostriamo che in questo
caso il moto si svolge su una retta passante per O. Poiché My = max x & = 0,
possiamo trovare un vettore unitario e € R? con!

x(0) = poe, z(0) = poe.

Se t +— p(t) e la soluzione del problema di Cauchy unidimensionale
mp = f(p),  p(0) = po, p(0) = po, (3.5)
che si puo scrivere a meno di inversioni e quadrature, allora
t— x(t) = p(t)e

¢ la soluzione di m& = F(x), con dati iniziali x(0),#(0), e il moto ¢ quindi
rettilineo, su una retta passante per O.

Osserviamo che vale anche il viceversa: se il moto avviene lungo una retta passante
per O allora x(t), @ (t) sono sempre paralleli, quindi My = 0.

Il problema di Cauchy (3.5) puo essere scritto nella forma (2.10) con

Vi) = — / F(w)dz

ed ¢ quindi integrabile secondo Liouville per la Proposizione 8.

Assumiamo adesso che My # 0. Possiamo usare la conservazione del momento
angolare M per ridurci ad un problema unidimensionale. L’invarianza della
direzione di My implica che il moto si svolge su un piano fisso mp che dipende
dalle condizioni iniziali: infatti la relazione

My -x=xzxmx-x=0

ci dice che il vettore & ¢ sempre ortogonale a M. Possiamo quindi ruotare il
sistema di riferimento O é;é5€3 introdotto, in funzione delle condizioni iniziali,
facendo in modo che ez || My. Con questa rotazione il moto si svolge quindi
nel piano mp = Oé;€é,. Introduciamo in questo piano delle coordinate polari p, 8,
definite da
T .
e, = — = cosfle; + sinfe,.
p
Consideriamo anche il vettore

ey = ez X e, = —sinfe; + cos ey

Ipossiamo scegliere il verso di e in modo tale che pg > 0.
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ed osserviamo che valgono le relazioni
e, = 969, ey = —éep.
Possiamo quindi scrivere
x = pe,, T = pe, + Opey, x=(p— péZ)ep + (pf + 2p0)eq.
L’equazione di Newton, proiettata lungo e,, ey, ci da
m - e, = f(p), ma - eg = 0. (3.6)

La seconda equazione in (3.6) rappresenta la conservazione della terza componente
del momento angolare

My - e3 = pe, x m(pe, + peg) - es = mp?0),

infatti 14
0+ 2p0) = —— (mp*f).
mlpf +2p8) = — 2 (mp70)
Fissiamo un valore ¢ # 0 di tale quantita:
mp*0 = c. (3.7)

Sostituendo § = —<5 nella prima equazione in (3.6) si ottiene
p

02

) = — 3.8
mp = f(p) + oyl (3.8)
che ¢ un problema unidimensionale. Possiamo scrivere (3.8) nella forma
" d
mp = —Veil (0) (3.9)
con
CIPY ¢
Veff (p) - (p) + 2mp2

La funzione Ve(ff) si dice energia potenziale efficace. Il sistema (3.9) ha l'integrale
primo
C . 1 . C
Ei (p.0) = 5mi + Vg (p).
che corrisponde all’energia totale £/ =T+ V' (che non dipende da ) se scriviamo
6 come funzione di p, p, ¢ tramite la relazione (3.7):
1 ., n ?

= —mp

G e 2 2mp?

mp2

I ; DY
Blo_e, = |5m(5* +96%) + V() V(o) = E5 (0.0,

Di seguito scriveremo semplicemente Vg, Eor, evitando di sottolineare la dipen-
denza da c di tali funzioni.
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3.2 Legge delle aree

Dalla conservazione del momento angolare si ha che, se My # 0, § ¢ mono-
tona, quindi puo essere utilizzata come variabile indipendente per descrivere la

traiettoria. Infatti se ¢ # 0, allora § = —%; ha lo stesso segno di c.
mp

Sia D = D(6;6y) I'insieme descritto dal raggio vettore quando 1’angolo polare
passa dal valore 6y a 0. L’area di questo insieme e

0 ro(®) 1 /9
a(f) = / / o dp'db = —/ p*(0)dy,
6o JO 2 0o

per cui, posto a(t) = a(f(t)), si ha
da da. 1, c
—_— = —9 = — 29 = —
a g 277 2

quindi la conservazione della terza componente del momento angolare

My -e3 = mpzé

corrisponde alla conservazione della velocita areolare, detta anche legge delle
aree.

3.3 Formula di Binet

Consideriamo un punto materiale che si muove in un piano in cui mettiamo
coordinate polari (p, ). Assumiamo che valga la legge delle aree:

15,
20 =
2p a?

con a # 0. Queste ipotesi valgono in particolare nel caso dei moti centrali. Allora
la componente radiale dell’accelerazione ¢

y 402 (d® 1 1
Infatti

P 40"~ p2as~  “ag
dp - 402 d* /1
i ()

b= W e\,

@é_Zadp_ 5 d(l))
p

per cui, usando la relazione &-e, = p— ph? si ottiene (3.10), che si chiama formula
di Binet.



44 CAPITOLO 3. MOTI CENTRALI

3.4 Traiettoria del moto

Fissate le condizioni iniziali (0), &(0), per determinare il comportamento qualita-
tivo della traiettoria nel piano del moto, con coordinate polari (p, #), si utilizzano
le leggi di conservazione

. 1
mp*l = c, §mp2 + Ver(p) = E, (3.11)
in cui ¢, F sono i valori delle quantita conservate al tempo iniziale ¢ = 0.
Se ¢ = 0 abbiamo gia visto nella Proposizione 12 che la traiettoria e rettilinea.
Se ¢ # 0 allora possiamo descrivere la traiettoria attraverso una mappa 6 — p(0).
Dalle (3.11) si ottiene

dp mp? |2
— =d——/—(F — . 12
do ‘C‘ m( Veff<p)) (3 )

Consideriamo il caso seguente in cui la traiettoria e limitata. Siano pumin, Pmax
due punti di inversione consecutivi (pmin < Pmax) che corrispondono a un valore re-
golare E dell’energia, tali che il moto si svolga all’interno dell’intervallo [pmin, fmax)-
Abbiamo quindi

E— Veff(ﬂmin) =L - Veff(ﬂmax) = 07
E— Veff(/)) >0sepe€ (pminapmaX>7 (3'13)
ot (Pmin) < 0 < Vg (Pmax)-

In questo caso, nello spazio delle fasi ridotto con coordinate (p, p) abbiamo un’or-
bita periodica di periodo

Pmax

1
T, =2m —_dp.
Pmin E - Veff(p)

Nel piano del moto genericamente si ottiene una traiettoria a forma di rosetta
(vedi figura), infatti dalla conservazione del momento angolare si ha che t — 0(t)
¢ monotona. Inoltre p oscilla periodicamente tra il valore massimo py.x € il valore
minimo pPpiy-

Definiamo 'angolo di avanzamento del pericentro? come

2 [ 1
Af =c —/ dp. (3.14)
m.Jp P E = Ver(p)

min

2nota che Af pud essere anche negativo e ha lo stesso segno di c.
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0.5

-0.5

Proposizione 13. Assumendo che valgano le relazioni (3.13), la mappa 6 — p(0),
che definisce la traiettoria della soluzione tramite

(2(6), 9(68)) = (p(8) cos 6, p(0) sin 6),
ha le simmetrie definite dalle relazioni

p(A0 —0) = p(0), 6 € [0,Ad)
p(AG +6) = p(0), 6 eR

dove abbiamo assunto che p(0) corrisponda ad un punto di inversione, per cui

p/(0) = (0)/6(0) = 0.

Dimostrazione. Possiamo dimostrare questa proprieta di simmetria tramite la for-
mula di Binet. Infatti, posto

1
U= —,
p
da , ,
dmao d1 1
s (d925 " 5) = /o)
si ottiene

&)

dmaou?

u" = g(u), g(u) = — u. (3.15)
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Siano Umax = 1/Pmins Umin = 1/Pmax- Questi sono punti di inversione per il moto

unidimensionale definito da (3.15) i = dell'energia

1
E(u,u’) = éu’z +W(u),
dove W(u) = — [ g(u)du. Infatti
1 1 1 u?
m&oz—/amm:- [1(3)a() +%
4ma? U U 2 (3.16)
1 V(1>+u2_ 1 V(1> '
 dma? \u 2 4ma2 \y)
quindi Ui, Umax risolvono 'equazione
E
Tz T W(u) = 0.
Derivando la (3.16) rispetto a u si ottiene
1 1
/ - - / -
Wilu) = 4mau? VGH(U)’
quindi
W () =~V () > 0, W (i) = — 2BV () <
dma? ¢ ' dma? ¢
Inoltre, si ha
E
i W(u) > 0, YV € (Umin, Umax)-

Avendo un moto per valori regolari dell’energia 3 14 + W(u) possiamo procedere
come nella Sezione 2.4 per dimostrare, assumendo #(0) = Umin, che la soluzione
u(0) soddisfa le relazioni

u(T, —0) = u(h), 6 €1[0,T,]

w(T, +0) = u(), 0 eR
con .

T, =2 / du.
%m¢hW—W>>
Usando il cambiamento di variabile p = = osserviamo che
1= [ YAma? p—u/ifm dp = ),
pmax V 2(E — Verr(p min E— Veff( )

dove Af e l'angolo di avanzamento del pericentro. Si conclude utilizzando la
relazione p(0) = 1/u(0).
O
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Osservazione 6. Dalla Proposizione 3.4 si ottiene che la traiettoria p(f) & perio-
dica di periodo Af e si puo costruire per simmetria a partire dal tratto che va dal
pericentro P all’apocentro successivo A. Per ottenere il tratto seguente, che va da
A al pericentro successivo P’, basta infatti riflettere il tratto precedente rispetto
all’asse che passa per A e P.

Osservazione 7. La condizione per avere una traiettoria periodica nel piano del
moto e che

A

— €

Q.
A6 m

Infatti, se 5> = = con m,n € Z, angolo ¢ & avanzato di nA# = 2mm dopo n

periodi 7}, della funzione p(t). Quindi, partendo da un punto al pericentro ci si

ritrova nello stesso punto dopo aver fatto m giri attorno all’origine. Inoltre, la
C

velocita e la stessa in quanto p(t) = p(t +71),) e 9(75) = et

Dimostriamo adesso la seguente proprieta:

Proposizione 14. Assumendo che valgano le relazioni (3.13), genericamente la
traiettoria € ovunque densa nella corona circolare

C = {(2,y) = (pcos8, psinb) : pin < p < Prnas}-

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che, se % ¢ Q, scelto comunque un punto
della corona l'orbita passa arbitrariamente vicino a quel punto. Tutti i valori
di p nell'intervallo [pumin, pmax] vengono raggiunti periodicamente. Fissiamo una
circonferenza C, centrata in O e di raggio p € [pmin, Pmax]. Dimostriamo, seguendo
[3], che in generale C, viene riempita in modo ovunque denso.

Definiamo la mappa

0:Co = Cp ope”) = pe!THA)

dove Af e I'angolo di avanzamento del pericentro.

Se A/ ¢ Q allora i punti {¢™ ()}, con x = pet, sono tutti distinti. Siccome
C, ¢ compatto c’e almeno un punto di accumulazione, quindi per ogni € > 0
esistono interi positivi n, m, con n > m, tali che

A" (@), 6™ (x)) < e.

Inoltre la mappa ¢ conserva la distanza tra due punti perché € una rotazione,
quindi

d(¢" " (x), x) = d(¢"(x), 9™ (x))-

Posto kK = n — m otteniamo una successione

z,¢"(2), o (), 6™ (2), . ..
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di punti distinti su C, che sono equidistanti e due consecutivi di essi distano meno

di e. Si conclude usando I'arbitrarieta di € e di p € [pmin, Pmax)-
O

Si puo dimostrare che solo due tipi di forze centrali, quelle dell’oscillatore armo-
nico e del problema di Keplero, sono tali che tutte le orbite limitate con momento
angolare non nullo sono periodiche. Questo risultato € noto come teorema di
Bertrand (vedi Sezione 3.7).

3.5 Il problema dei due corpi

Studiamo il moto di due punti materiali di massa my, mo soggetti alla loro intera-
zione mutua. Le equazioni del moto sono

mi&, = Fi, Moy = F
e assumiamo che le forze F}, F; soddisfino le seguenti proprieta:

(1) ‘F‘J = ‘F‘j(wth)a

(11) F1 + F2 = 0,
(iii) F; xr=0, r=x — T,
)  FR=fpr  p=Ir

dove f: RT — R & una funzione di classe C*.

Il cambiamento di coordinate
(x1,x2) — (xp,T)
definito dalle relazioni
(M1 +mo)Tp = mix + Moy, T =x1 — T2
disaccoppia le equazioni di Newton: si ottengono infatti le equazioni
m&p = 0, ut = F(r), (3.17)

O R Rz, =TT im
1(T1,T2), M m1+m2’ 1 2.

Possiamo quindi studiare il problema di moto centrale dato dalla seconda delle
(3.17) e poi ricostruire la soluzione tramite le relazioni

mo my
T, —Tp=—r, Ty —Tp = ——T. (3.18)
m m
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Osservazione 8. Dalle (3.18) si vede che le traiettorie nel riferimento del centro
di massa si ottengono per similitudine da quelle del moto relativo, soluzione di un
problema di moto centrale.

Osservazione 9. Nel caso della forza di attrazione gravitazionale di Newton si ha

F(x,x,) = _G\mTiT:Z;\S (x1 — x5), dove G ¢ la costante di gravitazione universale,
per cui, utilizzando la relazione mu = myms, si ottiene F(r) = —G—;’;’ir, con

p = |7r|. In questo modo la seconda equazione in (3.17) si scrive
r
p

che corrisponde al problema del moto di un corpo di massa p (massa ridotta)
che si muove in un campo di forze centrali prodotto dall’attrazione gravitazionale
di un punto di massa m fisso nell’origine.

3.6 Il problema di Keplero

Nel periodo tra il 1600 ed il 1601 Johannes Kepler (1571-1630) fu assistente di
Tycho Brahe® a Praga. Sulla base delle osservazioni di Brahe, Kepler formulo le
tre leggi seguenti:

1) le traiettorie dei pianeti sono ellissi di cui il Sole occupa uno dei due fuochi;

2) il raggio vettore che congiunge un pianeta al Sole descrive aree uguali in
tempi uguali;

3) i quadrati dei periodi di rivoluzione T' dei pianeti sono proporzionali ai cubi
. . . .. . . 2
dei semiassi maggiori a delle loro traiettorie. Inoltre la costante 5—3 e la stessa
per tutti i pianeti.

Le prime due leggi appaiono in Astronomia Nova (1609), la terza si trova in
Harmonices Mundi (1619).
In questa sezione discuteremo dei seguenti problemi:

i) problema di Keplero diretto: dato il campo di forze calcolare i moti possibili;
ii) problema di Keplero inverso: dati i moti possibili calcolare il campo di forze.

Entrambi i problemi sono stati risolti da Newton, vedi [15].

3L astronomo Tycho Brahe (1546-1601) riusci a fare diverse osservazioni astronomiche dei
pianeti conosciuti, con una precisione dell’ordine di un minuto di arco (= 1/60 di grado), che era
un’ottima accuratezza considerato il fatto che non aveva ancora a disposizione un telescopio.
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Problema diretto

Posto e
k=GmM, m:#, M = mq + ma,
my + Mo

consideriamo il moto centrale dato dalle equazioni

T k
mi = f(p)—,  flp)=——
p p?
con p = |x| e con condizioni iniziali (0) = x,, ©(0) = &,. La forza centrale
ammette ’energia potenziale
k
V(ie)=—-.
p

Assumiamo che il momento angolare sia non nullo e introduciamo coordinate polari
p, 0 nel piano del moto II. Sia ¢ = mp®d il valore costante della componente del
momento angolare ortogonale a II, che corrisponde alle condizioni iniziali scelte.
Essendo il moto centrale vale la legge delle aree, che rappresenta la conservazione
del momento angolare mp29 e ci da la seconda legge di Keplero.

Proiettando I'equazione di Newton in direzione radiale e, e usando la formula
di Binet si ottiene ’equazione per la componente radiale della forza:

p

4ma2[d2 <1> 1}_ pk;

p? L2 \p
dove a0 = ﬁ ¢ la costante delle aree. Ponendo

dmao®

= 3.19
P=— (3.19)
e usando la variabile u = 1/p si ottiene I'equazione differenziale lineare
" 1
v tu=— (3.20)
p

dove I’apice ’ indica la derivata rispetto a 6. L’equazione (3.20) ha come soluzione

generale

u(f) = Acos(6 — 6y) + %

con A > 0, 6y € R. Introducendo il parametro e = Ap si ha '’equazione di una

conica in coordinate polari

_ p
1+ecos(0 —6y)

p (3.21)
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Esercizio 8. Verificare questa affermazione confrontando (3.21) con l’equazione
di una conica in coordinate cartesiane x,y nel piano del moto.

Scriviamo p, e in funzione di ¢, E. Sostituendo la relazione o = 5% in (3.19) si

ottiene

CQ

—— 3.22
p= (3.22)

Il valore minimo di p lungo la traiettoria definita da (3.21) ¢ dato da

p

— 3.2
1+e ( 3)

Pmin =

ed e un punto di inversione del moto per la variabile p se e # 0, altrimenti abbiamo
un’orbita circolare e pni, € un equilibrio. In ogni caso, vale la relazione

E — Ve (pmin) = 0, (3.24)
dove L )
c

¢ 'energia potenziale efficace del problema di Keplero. Dalle relazioni (3.22), (3.23)

si ottiene
2

Punin = mk(1l + e)
che, sostituita nella (3.24), ci da

0 - B4 ko 022 B4 mk2(12+e) _ EmPEA(1 +e)? _
Pmin  2Mpa c 2mct
mk?(1+e) l+e mk?(1 — €?)
o (1-1t0)_p, R0=2)
* c? 2 * 2¢?
da cui
2 2EC (3.25)
e’ = : :
mk?

Dalla (3.25) si ottiene che

EF <0 <= e<1 orbite ellittiche,
E=0 <= e=1 orbite paraboliche,
E >0 <= e>1 orbite iperboliche.

Inoltre dalla relazione mk? + 2Ec* > 0 segue che non tutte le coppie (c, F) sono
ammissibili (vedi Figura 3.1).

Calcoliamo adesso il periodo T' di un’orbita ellittica che corrisponde ai valori
¢, E (E < 0) del momento angolare e dell’energia. Valgono le relazioni seguenti,
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o 0of valori ammissibili

Figura 3.1: Valori ammissibili per la coppia (F,c).

che legano semiasse maggiore a, semiasse minore b ai parametri p,e e quindi ai
valori di ¢, E:

p=a(l—e?), b=aVv1—e? (3.26)
per cui
p=—. (3.27)

L’area dell’ellisse ¢

e la velocita areale ¢

o= _-—,
2m
per cui
T (mab)®>  waPct4m®  4w’m g
T mk ek
che rappresenta la terza legge di Keplero. In particolare, il periodo T" dipende solo
dal semiasse maggiore a e quindi solo dall’energia F, infatti, usando

& = mkp = mka(l — €?),

si ha

= Ceff Pmin, - (I(l . 6) 2ma2<1 — 6)2 o CL<1 — 6)
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Osservazione 10. Se consideriamo il problema di Keplero derivante dal problema
di due corpi di massa mq, mo Si ha
1Mo

m=—, k= Gmima,
my1 + mo

per cui k/m = G(mq + my) e la costante di proporzionalita é quindi

47%m 472
= . 3.28
k G(m1 + m2) ( )

Se my ed mo rappresentano rispettivamente la massa del Sole e quella di un pia-
neta, dalla (3.28) seque che la costante k/m dipende dal pianeta scelto, contraddi-
cendo quindi parte della terza legge di Keplero. Comunque, usando come unita la
massa solare my e scegliendo pianeti diversi del sistema solare la variazione della
somma my + my & al massimo dell’ordine di 1073, cioé uguale al rapporto tra la
massa di Giove e quella del Sole.

Il vettore di Laplace-Lenz

Introduciamo il vettore di Laplace-Lenz
L=pxM,—mkZ, (3.29)
p

dove p = ma.
Mostriamo che L ¢ un integrale primo per il moto centrale con energia poten-

ziale di Keplero V(p) = —%:

; . v xd
L = poO—mk[;——Qa(\/a:w)]—
2
(Y () - ey (20
p p p 2p
= —n;—f[(:c v)w—p2v]—m7kv+m—f(w v)r =0

Calcoliamo adesso la norma di L.

L. L — (poO—mkf>.(poO—mkf>
p p

k
= px Mo|? — 2" p x My - 2 + m?k? =

p

k
= (|p|2 — Qm—>p x Mo - x + m?k?,
p
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dove abbiamo usato
pxMo=px(xxp)=|p’z—(p-z)p,
per cui
(px Mp) - (px Mp) = |p|*p x Mo - x.

Usando la relazione
pXxMp-x=xxp-Mp=|Mp|* =c?,

_ Iol?
2m

'espressione dell’energia cinetica T e la (3.25) si ottiene quindi
2 2 mk 2.2 2 mk 27.2
L L = c (\p\ —2—) TP =c <2mT—2—) +m2k? =
p p
2Fc? 919 o
" + 1) =m-k“e”.
Concludo che la norma del vettore di Laplace-Lenz ¢ il prodotto di mk e dell’ec-

centricita e. Per questo motivo L viene anche chiamato vettore eccentricita.
Denotiamo con ¢ I'angolo tra @ e L. Si ha allora

= 2mE +m’k? = m2k2(

L =z px My -x c?
ecost)=—+-— = ——— — 1= —
mk p mkp mkp

Usando la (3.22) si ottiene

1+ecosy = b r
p 0 — 6,
e si ritrova l’equazione della traiettoria in forma L

polare (3.21) con I’angolo v al posto di 6 — 6.
Ne segue che L deve indicare la direzione del pericentro, che corrisponde a

0 = 6y (vedi figura).

Problema inverso

Mostriamo che, se valgono le leggi di Keplero, ’accelerazione di ogni pianeta e
sempre diretta verso il Sole ed ¢ inversamente proporzionale al quadrato della
distanza da esso.

11 fatto che il moto sia piano (perché le traiettorie sono ellissi) e che valga la
legge delle aree implica che I'accelerazione sia puramente radiale.

Sostituiamo 'equazione della traiettoria, nota per la prima legge di Keplero,

p
) — — £
p(0) 1+ ecosf
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nella formula di Binet:

a .

02

p

4021 d? /1 1 402 1 ecosf 1+ ecosh 402 1
= lmG) ol = (o )=

a o2 \p p? p p N

Esaminiamo adesso il fattore 4%2, che potrebbe cambiare al variare dalle condizioni
iniziali. Scegliamo un’orbita ellittica. Siano T’ a, b il periodo ed i semiassi maggiore
e minore di quest’orbita. Usando la formula a = “T“b e la (3.27) si ottiene

40 4Am?a’? a NG

p—T2ﬁWﬁ

che per la terza legge di Keplero ¢ costante.

3.7 1l teorema di Bertrand

Nel 1873 viene pubblicato il seguente risultato di J. Bertrand (vedi [5]): ‘tra le leggi
di attrazione che assumono azione nulla a distanza infinita, quella della natura e
la sola per la quale un corpo, lanciato arbitrariamente, con una velocita inferiore a
un certo limite, e attirato verso un centro fisso, descrive necessariamente attorno
a questo centro una curva chiusa. Tutte le leggi di attrazione permettono orbite
chiuse, ma la legge della natura ¢ la sola che le impone.*

Diamo di seguito un enunciato piu formale, che include forze che non decadono
con la distanza.

Teorema 1. Dato un campo di forze centrale attrattivo F(x) = f(p)%, p = ||,

con f:RT = R analitica ed f(p) <0, tale che tutte le traiettorie non rettilinee e
limitate stano chiuse, allora

Fo) = -2 oppure  f(0) = —Ap

per una costante A > 0.

Dimostrazione. Utilizzeremo prevalentemente la notazione di Bertrand e seguire-
mo la sua dimostrazione, aggiungendo alcuni dettagli. Essendo la forza centrale,
se consideriamo traiettorie non rettilinee queste hanno necessariamente momento

4J. Bertrand (1873): ‘parmi les lois d’attraction qui supposent I’action nulle & une distance
infinie, celle de la nature est la seule pour laquelle un mobile lancé arbitrairement avec une vitesse
inférieure & une certaine limite, et attiré vers un centre fixe, décrive nécessairement autour de ce
centre une courbe fermée. Toutes le lois d’attraction permettent des orbites fermées, mais la loi
de la nature est la seule qui les impose’
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angolare non nullo. Introduciamo coordinate polari p, # nel piano del moto e de-
notiamo con c¢ il valore costante della componente del momento angolare mp20,
ortogonale a tale piano. Dalla formula di Binet si ha

K2 Td? (1 1 c?
S et () R K=
flo) P’ LW (p) i p} o m
Ponendo z =1/p e
Y(2) = =p" fF(p)lp=1/

si ottiene

— 4z — 1 (z) =0. (3.30)

Moltiplicando la relazione (3.30) per % ed integrando rispetto a 6 si ha

dz\? 1
(@) += @ =

per una qualche costante h, con
w(z) = Q/w(z)dz. (3.31)

Ricaviamo la relazione che lega h, k? all’energia E di questo moto centrale. Dalle

relazioni
w2 [ o= 1) ().
() = ()

con

dp\2  p? m? m .
(@) == =0 _ = mh
0 t=t(0) c t=t(6) t=t(0)
si ottiene , L /1 12 s
-9
2 K2 (Qmp g (p>) 2

Osserviamo che l'ipotesi che la forza sia attrattiva implica 'esistenza di orbite
circolari di raggio p, = 1/z, per ogni scelta di z, > 0: infatti queste corrispondono
ad equilibri dell’equazione differenziale

d?z

ﬁ = (bk(z)u
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con
1

or(z) = 5
e per ogni z, > 0 possiamo trovare k tale che ¢x(2,) = 0. In particolare si ottiene
che 'insieme delle orbite limitate non & vuoto.

Mostriamo adesso, prendendo spunto da in [1], che se tutte le orbite non retti-
linee e limitate sono chiuse possiamo trovare, variando k, un intervallo aperto non
vuoto di valori di z = 2, corrispondenti ad orbite circolari che sono minimi locali
non degeneri dell’energia potenziale

Wi(z) = - / o (2)dz,

(2) — 2,

cioe tali che ¢} (z,) < 0. Il valore di h per cui si ha un’orbita circolare di raggio
po = 1/z, & dato da

h
— = Wh(z).
5 k(20
Osserviamo che non ¢ possibile che ¢}.(z,) > 0. Infatti, analizzando il compor-
tamento della separatrice stabile del sistema % =0, Z—Z = ¢r(z), si dimostra che

ci sarebbe un’orbita limitata asintotica all’equilibrio z,, che quindi non potrebbe
essere chiusa.’
Osserviamo anche che le equazioni

Pi(2) = 0, ¢(2) =0

non possono essere soddisfatte per valori di (z, k) che formano un continuo. Infatti
in tal caso, usando la definizione di ¢, ed eliminando k, si avrebbe

P'(z) 1
v(z) 2
che integrata ci da ¢(z) = Az, con A > 0, e quindi
1 1 A
flp) = _;1/1(;) = —;-

In questo caso I'energia potenziale efficace sarebbe

? —mA

V = —
e si vede facilmente che, se ¢2 < mA ed E < 0, si hanno delle traiettorie limi-
tate, non rettilinee, che tendono all’origine (cioe¢ p — 0), quindi non sono chiuse
(origine € un punto singolare).

Sbasta prendere il ramo di separatrice stabile con z > z, nel piano (z, 2’).
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Concludiamo che, in virtu delle ipotesi fatte, esiste una coppia (z,, k) tale che

or(z5) =0, ®1.(z) < 0.

Per continuita possiamo trovare (variando k) un intervallo J, aperto non vuoto di
valori di z, corrispondenti ad orbite circolari, che sono minimi locali non degeneri di
Wi(z). Vicino a queste orbite circolari, troviamo (variando h) delle orbite limitate,
con traiettorie del tipo di quelle studiate nella Sezione 3.4. Per ciascuna di queste
orbite limitate chiamiamo o = znn, 8 = Zmax 1 valori minimo e massimo di z.
L’idea & di considerare dei valori degli integrali primi k2, h tali che 0 < o < f3, e
W)/ (z) > 0 per ogni z € [«, 3], come nella figura seguente

nol oo N___/ ___
2

oz Tz

Calcoliamo la relazione che lega k2, h ad o, 3. Osserviamo che questi ultimi
sono punti di inversione, quindi

h+%w(a)—a2:0, h+%w(ﬁ)—62:0,
da cui
L pear L atu() - Fula)
k2 w(B) —w(e) o w(B) —wla)

Il determinante della matrice jacobiana della mappa
(0, 8) > (1/k2, 1) (3.32)

sl scrive

T (W(B) — w(@)? [w' (@) (a? = B2) + 2a(w(B) — w(e))] [w'(B)(a® - B2) + 28(w(B) — w(a))] .
(3.33)

Mostriamo che questo determinante non si puo annullare per ogni «, 5 scelti in un
intervallo di valori positivi. Se per assurdo questo non fosse vero, allora esisterebbe
un intervallo Z tale che

w'(a)(a® — B%) + 2a(w(B) — w(a)) = 0, (3.34)

oppure

w'(B)(a® = B%) + 2B(w(B) — w(a)) =0, (3.35)
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per ogni o, f € Z, con 0 < av < . Sostituendo nell’equazione (3.34) lo sviluppo di
Taylor

w(B) = w(a) + w(@)(8 — a) + Ju"(@)(5 — a)* + O((5 o))

si ottiene
[—w'(a) + aw”(a)](B — a)® + O((B — a)*) =0, Vo, € T.

Si ha quindi
aw"(a) —w'(a) =0, Va € I.

Ricordando la relazione (3.31), si ottiene l'equazione differenziale
W'(2) = ¥(2)
da cui ¢(z) = Az, con A > 0, quindi

A

f(p) :—;,

che non soddisfa le ipotesi del teorema per quanto detto prima. L’equazione (3.35)
conduce in modo analogo alla stessa contraddizione.
Esiste quindi un intervallo aperto non vuoto J C J, tale che nell’insieme

{(a, ) e T x T :0< a <}

la mappa (3.32) & un diffeomorfismo.
L’angolo di avanzamento del pericentro Af ¢ dato da

Al =2

/ g dz
o \/h—l— Hw(z) _
Poiche le orbite considerate sono chiuse, si deve avere Af = qm, con ¢ € Q.
Scrivendo k2, h in funzione di «a, 8 otteniamo che deve valere la relazione

gm = I(a, B) (3.36)
con

’ w(f) —w(a)
I(a,B) =
(@ /a Vatw(B) - Bw(a) + (82 - a)uw(z) — 22 (w(B) — w(a))

dz (3.37)

per ogni o, 8 € J, con 0 < o < f3, quindi ¢ deve essere costante poiche Q ¢ un
insieme totalmente sconnesso.
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Selezioniamo in due passi i potenziali ammissibili, che soddisfano (3.36). Il
primo passo consiste nel considerare traiettorie con «,  molto vicini e passare al
limite per f — «a. Consideriamo un valore di @« € J e poniamo = «a + u,
z = a+ y. Calcoliamo lim, .o I (v, « 4+ u) tramite la formula di Taylor:

w(8) — wla) = w@)u+ Su'(@)e® +ofu?),

inoltre
w(B) ~ Fua) + (6 — o?)u(z) - 2 (w(B) - w(a)) =
= ?w(B) ~ Fu(a) + (5~ o) [w(a) + u/(a)y + Ju'(0)y” +oly?) | ~
(07 + 20y + ") (w(B) — w(a)) =
= (57— o))y + o (@)y’] — oy + ) () — w(a)) + ofu) =
= (u— yuy(w/(a) ~ aw'(@)) + o(u’),

poiché i termini del secondo ordine in u si cancellano. Ottengo quindi che

wi (1+o(1
V() O‘w” HO/ ‘/7 (3.38)

gr = lim I(e,a +u) =

T/ w' (@)

\/w’ —aw’(a)’

infatti, usando il cambio di variabili x = \/uy — y? su [0, /2], si ha

/\/7 /u/2\/7 /\/@ "

quindi I'ultimo integrale ¢ indipendente da u. Elevando al quadrato la (3.38) si
ottiene che w deve soddisfare ’equazione differenziale

Faw” (@) + (1 — ¢®)w'(a) = 0. (3.39)
Dalla (3.31) si ottiene l’equazione a variabili separate
¢z (2) + (1= ¢*)ib(2) = 0. (3.40)
Se ¢*> = 1, dalla (3.40) si ha ¥(2) = A e dunque

w(z) = 2Az + B, (3.41)
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con A, B costanti di integrazione (A > 0). Se ¢* # 1, ponendo o = 1/¢? abbiamo
log1) = log 277 + log A, A>0

e, passando agli esponenziali, ¥(z) = Az'77, per cui

24
w(z) = ﬁzQ_U +B, BER, (3.42)

che per o =1 si riduce alla (3.41).
Secondo passo: sostituendo 'espressione (3.42) di w(z) in (3.37) si ha

B B \/W
I(a, B) o /a \/a252—a — B2a% + (52 _ a2)22—0' _ 2’2(52_0 _ QQ—U)dZ' (3'43)

A questo punto passiamo al limite per &« — 0, 5 — 1 in (3.43). Osserviamo
che in entrambi i casi «, 8 possono assumere tutti i valori reali con 0 < o < § < 1.

Infatti,
A —0

e scelti arbitrariamente «, 5 con 0 < a < [ < 1, possiamo trovare dei valori di
k2, h tali che

h h
5~ Wi(a) = 5 Wi(B) =0,
h

5~ We(2) >0 se z € (o, B),
Wi (o) < 0 < WL(B).

Distinguiamo due casi: a) 2 —0 > 0; b) 2 —0 < 0. Nel caso a), usando la
sostituzione ¢ = 27/2, otteniamo

/1 dz 5 2/1 d¢ :
T = = —=qm,
1 0 /22 7(1—29) 1 0o V1—2¢? 4

quindi ¢ =1, ¥(2) = A ed f(p) = —A/p*. Nel caso b) invece

__ /1 dz o«
qm = 0 /71 _22 - 27
quindi ¢ = %, ¥(z) = Az ed f(p) = —Ap.
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3.8 Esercizi

Esercizio 9. S consideri un punto materiale P di massa m libero di muoversi in
un campo di forze centrali con energia potenziale

V(p) = k arctan p,
dove k > 0 ¢ una costante e p ¢ la distanza di P dal centro di forze.

1. Detto = € R? il vettore delle coordinate del punto P, scrivere esplicitamente
Uespressione della forza centrale F(x).

2. Dimostrare che per ogni valore ¢ # 0 della componente del momento angolare
ortogonale al piano del moto esiste un’unica traiettoria circolare.

3. Disegnare il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto con coordinate p, p;

4. Trovare il valore h dell’energia totale E tale che le traiettorie sono illimitate
se e solo se B > h.

Soluzione. 1. La forza centrale si scrive

ﬂ@=ﬂm%

con .
prng —V/ = -0
f(p) ) =177
2. L’energia potenziale efficace si scrive
2
Vett(p) = V(p) + 5~ ek

Consideriamo un valore qualunque di ¢, con ¢ # 0. Dobbiamo mostrare che questa
funzione ha un unico punto stazionario positivo p. Si ha

k ?
/ e P S —
eff(p)_ 1+p2 mp37
per cui, dall’equazione V.;(p) = 0 si trova I’equazione polinomiale
p(p) = kmp® — p* = = 0.

Per la regola dei segni di Cartesio® questa equazione ha al massimo una soluzione positiva.
Quest’ultima esiste perché

p0) = - lim p(p) = +o.

p—r—+00

6dato un polinomio p(z) = apx™+a,—12" "1 +...+a1x+ag, con coefficienti reali a;, il numero
di radici positive e al massimo uguale al numero di cambiamenti di segno nella successione dei
coefficienti an,, ..., ag.
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3. Tenendo conto dei limiti

lim Veir(p) =400, lim_Ver(p) = k3

p—0t p—+o0

e di quanto dimostrato al punto precedente, possiamo tracciare qualitativamente il
grafico di Ve (a sinistra) ed il ritratto di fase nel piano delle fasi ridotto (a destra):

35 T T T T 2

25F

rhodot

0.5 L L L L ) L L L L
0 0.5 1 1.5 2 25 0.5 1 1.5 2 25

4. Dallo studio fatto al punto 3. si vede che il valore cercato dell’energia totale €

h=kZ.
2
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Capitolo 4

Sistemi di riferimento in moto
relativo

Mostriamo come cambiano la velocita e ’accelerazione di un punto materiale rispetto a
sistemi di riferimento diversi, in moto relativo tra loro. A tal fine introduciamo il vettore
velocita angolare e le sue proprieta.

4.1 Velocita angolare e formule di Poisson

Counsideriamo due sistemi di riferimento

A A A / I al Al af
Y =0éée; ¥ = 0'ééese;

nello spazio euclideo E*. Le terne di vettori {€é;, €, €3} e {€], €,, é,} dei sistemi
di riferimento formano due basi B, B’ dello spazio vettoriale V2 associato ad FE3.
Pertanto, dato un vettore 4 € V3, esistono uniche le rappresentazioni in tali basi

3 3
_ § : A § : N,
h=1 h=1

Data una mappa vettoriale
t s u(t) € V2,

definita in R o in un suo intervallo, se i coefficienti wup,u) di @ nelle basi B, B’
sono derivabili rispetto al tempo, definiamo le derivate temporali di U nei sistemi
di riferimento ¥ e ¥’ come

3 —

o du

= E Up, €h, E
Y p=1

65

d

U
dt

3
_2 : AN
X p=1
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Proposizione 15. Se le coordinate di &) in ¥ sono funzioni derivabili del tempo

t allora esiste un’unica mappa t — &(t) € V3, tale che

de!,
dt |,

— G x €, h=1,2,3 (4.1)

Le relazioni (4.1) si chiamano formule di Poisson e il vettore &(t) si dice
velocita angolare di X/ rispetto a 3 al tempo t.

Dimostrazione. Consideriamo la matrice R di cambiamento di base da B’ = {é], €}, é}
a B ={éy,é,,és}, con componenti R;; = €, - €;, i,j = 1,2,3. Poiche

éi-éj:é;-é;:@j, 1<4,5 <3,
la matrice R = (R;;) € ortogonale, cioe soddisfa la relazione
RR" =1=R"R.
Inoltre le terne che formano B e B’ sono entrambe levogire, per cui det R = 1, cioe

R € SO(3).

Siano inoltre e;, € R? i vettori della base canonica, che rappresentano €, nella base
B ed e}, € R? i vettori delle componenti di €}, in B. Valgono le relazioni e), = Rey,,
7 =1,2,3. 1l vettore

de;,

dt |,

¢ rappresentato da €, € R3 nella base B. Dalla relazione RT R = I si ottiene
¢, = RR"Re;, = RR"e},.
La matrice RRT ¢ antisimmetrica, infatti derivando RRT = I rispetto a t si ottiene
RR" + RRT = RR" + (RR")T = 0.
Data una matrice antisimmetrica A, esiste un unico vettore a € R? tale che
Au=axu, YucR® (4.2)
La relazione tra le componenti di A e quelle di @ = (ay, as, a3) € la seguente:
0 —as a9

A= as 0 —ax
—Qa9 aq 0
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Concludo che esiste un unico vettore w € R3, associato alla matrice RRT, tale che
€, =w X €, h=1,23.

Il vettore & = 0 _, wheh eV , rappresentato da w in B, soddisfa la (4.1). Infatti
se a, b rappresentano a, b in B, allora a x bo rappresentato da a x b:

ax b= E aiéix E bje]— E azbe,xe]—
i=1 j=1

=t (4.3)
Z (aibj — ajbz)él X éj = Z(a X b)heh.

1<i<j<3 h=1

L’unicita di & si dimostra per assurdo. Se esistessero @i, @, che soddisfano le
(4.1), allora si avrebbe (&) — W) x €, = 0 per h = 1,2,3. Quindi &; = .
U

Esercizio 10. Per ogni a € V? lapplicazione lineare
V3o axidcV?
ha un nucleo di dimensione dispari.

Suggerimento: scrivere la matrice corrispondente a questa applicazione in una base di
cui @ ¢ un elemento.

Proposizione 16. Una formula esplicita per la velocita angolare ¢ data da

L1, de,
w—égeh Ez (4.4)
Dimostrazione. Usando le formule di Poisson (4.1) si ha
3 dé! 3 3
Zé’hx :Zé% (W x €é)) :Zw—weheh]—QJJ.
h=1 X h=1 =1
U
Esempio 2. Siano ¥ = O é,é1€3, ¥’ = 0éé,é’; due sistemi di riferimento con

la stessa origine O. Assumiamo che Y ruoti attorno all’asse Oé3 di ¥ in modo
che i vettori €} e €; formino un angolo #(t). Calcoliamo la velocita angolare di ¥’
rispetto a .
Abbiamo che

é) =cosfé, +sinféy, é5= —sinfé; + cosbéy, €5 = és. (4.5)
Derivando le (4.5) rispetto a t ed applicando (4.4) si ottiene che

w = fés.
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4.1.1 Derivata temporale di un vettore in riferimenti di-
versi

Mostriamo la relazione tra le derivate temporali di una stessa mappa vettoriale
eseguite in due riferimenti diversi.

Proposizione 17. Data una mappa vettoriale t — w(t) € V3, definita in R o in
un suo intervallo e derivabile in due riferimenti 3, ', vale la relazione

du
dt

du
= —| +dxU. (4.6)
by dt b3

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, poiché é, = Zj Rj:€;,
- I Al / A / A
U= E u;€; = E UzE Rje; = E (E Uszz')ej,
i i j i
dove le somme su i e j si intendono da 1 a 3. Abbiamo quindi

-y % (Z uiR;)é; = >3 (iR + i fosi) e =
; F

J

. du dé’

du

dt

by

i i %
du

du
uw x e = —
dt _'_Z (] 1

+ @& X U.
s - dt

E/

O

Osservazione 11. Dalla (4.6) seque che la derivata temporale di & in ¥ ed in 3
coincidono. Per questo motivo in sequito scriveremo anche & al posto di %}z €

- &
di 0

I

Se u, u' rappresentano le coordinate del vettore @ € V3 nelle basi B =
{é1, €5, €3}, B = {é], é,, é&,} rispettivamente, possiamo scrivere

u = Ru +w x Ru,

dove R € SO(3), Re;, = €},.
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4.1.2 Composizione di velocita angolari

Consideriamo tre sistemi di riferimento in E3:
AooA A / I~ Al A 1/ BB
Y =0 é ezes, ¥ = 0'é)eeés, Y =0"¢€]ée,é;.

Proposizione 18. Se &' ¢ la velocita angolare di X' rispetto a 3 e se @" é la
velocita angolare di X" rispetto a X', allora la velocita angolare & di ¥ rispetto a
Y e data dalla somma &' + &".

Dimostrazione. Usando la (4.6) e le formule di Poisson si ha, per h = 1,2, 3,

N
" deh

/)
& x &) = _ de
hat

g dt

=/ N/ = =/ Al
+d' xe =W +d) xe;.

E/

Si conclude usando l'unicita della velocita angolare.

4.2 Equazione del moto in riferimenti diversi

Scriviamo le formule che legano la velocita v e 'accelerazione @ di un punto mate-

riale P in un sistema di riferimento X = O €, é,é5 alla velocita v’ e all’accelerazione

a’ relative ad un altro riferimento ¥’ = O'é/ €€}, in moto con velocita angolare

@ rispetto a X.
Proposizione 19. Valgono le relazion:

= ¥+, (4.7)
= a +a’ +a°, (4.8)

QI g

m cul

’l_;T = 170/<|>(:5X(P—O,),
i’ = o+ @x(@x(P-0))+&x(P-0),

a“® = 20 x4
dove Upr, Ao sono la velocita e 'accelerazione di O' in X.

Dimostrazione. Per ricavare le formule precedenti scriviamo

P-0=(P-0)+(0 -0).
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Derivando rispetto a ¢ in ¥ e usando la (4.6) si ha
d(P -0 N d(0' - 0)
at |y, dt
:17,+(.«.—5 X (P—O/)+170/,

_d(P-0)

_’X P—Ol By
. dt 6 x( )+ o

E/

U=

che corrisponde alla (4.7). Derivando ancora e usando la (4.6) si ottiene!

dv’ :
G = d_z b GxT+@x (PO +&x¥ +6& x (& x (P—0)) +dor,
E/
da cui segue la (4.8). O

I termini @’ e @° si chiamano rispettivamente accelerazione di trascinamento e

accelerazione di Coriolis. Il termine & X (& x (P—0’)) si chiama accelerazione
centripeta. In coordinate nella base B abbiamo

r = Rx'+zo,
T = R:b'+:'vo/+w><R:c’,
£ = Ri'+Zo+wx (wxRx')+wx Rx' +2w x Rz
in cui ' = (21, 2, 2%) ¢ il vettore delle coordinate di (P — O') in B'.
Se I’equazione del moto di un punto materiale P di massa m in un riferimento
O é1é,e5 si scrive .
ma = F(P — 0,v,t),

allora nel riferimento O’é é,é% possiamo scrivere

mé = F((P -0+ (0 —0),¢ + 4", t) — ma’ — maC.
In coordinate nella base B I'ultima equazione diventa

mR&' = F(Rx' + o/, R’ + o +w X Rx',t)

—m(Eo + w X (w x Rx') + w x Re') — 2mw x R’

4.3 Deviazione dei gravi in caduta libera

Si consideri un sistema di riferimento > = Oxyz, avente per origine il centro della
Terra. Studiamo il moto di un punto materiale P in un sistema di riferimento
solidale alla Terra, assumendo che questa abbia forma sferica e che ruoti attorno
all’asse Oz con velocita angolare @ costante. In prima approssimazione la forza di

lusiamo la relazione %(ﬁ X 17)‘2 = %ﬁ‘z X U+ U x %1’;"2, che segue dalla (4.3).
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attrazione gravitazionale esercitata dal Sole sul punto materiale e bilanciata dalla
forza centrifuga del moto di rivoluzione della Terra attorno al Sole.

Dato un sistema di riferimento ¥’ = O’¢n( solidale alla Terra, I'accelerazione
relativa ¢ data da

a=a—-a’ —a°,
dove
i=g d'=dp+adx(@x(P-0)), a=2sx7,
con g costante in Y. Inoltre
ao = x (@ x (0= 0)), (4.9)

infatti O, 0’ sono fissi in ', per cui (4.9) segue applicando la formula (4.6) nel
calcolo della derivata prima e seconda di O" — O rispetto a ¢ in X, e tenendo conto
che O’ — O ¢ costante in ', oppure da

&O:&b+&ol+ﬁx[QX(O—OI)]—FQQXﬁb

eda ap = d, = U, = 0. Siccome P — O’ & molto pilt piccolo di O' — O posso
trascurare il termine & x (& x (P — O’)) quindi

ad=g-—-dx(@x(0-0))—-2ax7v.

Poniamo
Jor=g—&x (& x (0 —0)),

che e 'accelerazione di gravita locale, dipendente dalla latitudine. Possiamo orien-
tare il riferimento ¥’ nel modo seguente: scelgo I'asse O’C lungo la direzione della
gravita locale, 'asse O’¢ parallelo al piano del meridiano, diretto verso I'equato-
re, e l'asse O'n in modo tale che i versori di O’¢én¢ formino una terna levogira,
vedi Figura 4.1. Approssimiamo la gravita locale con g, trascurando? il termine
—& X (W x (O = 0)). Con queste approssimazioni l'equazione del moto per il
punto P in Y diventa quindi

& / = - —/

@(P—O)b:g—wav. (4.10)
Indicando con A la latitudine di O" e usando le coordinate &, n, ¢, 'equazione (4.10)
si scrive

£=2wsin A, 7= —2wsin\ —2wcosA, (= —g+ 2wcos\n, (4.11)

2(Qsserviamo che la norma della velocita angolare del moto di rotazione della Terra & w =

86243005_1 e la misura del raggio equatoriale della Terra ¢ Rg ~ 6378 Km. Stimiamo la norma del

termine trascurato con w?Rg =~ 0.03373 ms~2, che ¢ pill piccolo di due ordini di grandezza del

valore della accelerazione di gravitd g ~ 9.81 ms~2.
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Figura 4.1: 1l riferimento O’én¢ in cui si studia il moto del grave.

infatti
W = w(—cos A\é¢ +sin \é;),
dove é¢, e sono i versori degli assi O’¢, O'C.

Considero per queste equazioni le condizioni iniziali

£(0) = 1(0) = ¢(0) = £(0) = 7(0) = ¢(0) = 0. (4.12)

La soluzione del problema di Cauchy lineare dato da (4.11), (4.12) si potrebbe
scrivere esplicitamente. Comunque possiamo semplificare i conti facendo un’ulte-
riore approssimazione. Integrando rispetto al tempo la prima e la terza equazione
in (4.11) e sostituendo le risultanti espressioni di £, ¢ nella seconda si ottiene

ij = —4w’n + 2gwt cos \.

Trascurando il termine con w? e integrando si ottiene
L3
n(t) = ggwt cos \.

Questa formula ci dice che un grave in caduta libera sulla Terra e soggetto a
deviazione verso Est.



Capitolo 5

Dinamica dei sistemi di N punti
materiali liberi

Studiamo il moto di un sistema di N punti materiali liberi nello spazio tridimensionale.
Introduciamo il baricentro del sistema e descriviamo le sue proprieta. Distinguiamo tra
forze interne ed esterne e mostriamo che le prime sono sempre conservative. Parliamo
inoltre dei sistemi di vettori applicati equivalenti e di quelli equilibrati.

5.1 Quantita dinamiche per N punti materiali

Consideriamo un sistema di punti materiali P; di massa m;, i = 1,.., N, su cui agi-
scono le forze 1*?‘Z nel sistema di riferimento ¥ = O é;€,€3. Siano &;, v;, a; la posizio-
ne, la velocita e 'accelerazione di P; relative a 3. Siano inoltre Fj, z;, v;, a; € R?
le coordinate di questi vettori in Y. Introduciamo le seguenti quantita, utili a
descrivere la dinamica degli N punti nel loro insieme:
QUANTITA DI MOTO TOTALE (MOMENTO LINEARE)

N N
p= § :Pj: § :mﬂ’j-
j=1 j=1

MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A UN POLO

N
Mg =) (P;— Q) x m;u;.
j=1
ENERGIA CINETICA

1 N
T = 5 ij|’l7j|2.
j=1

73



TACAPITOLO 5. DINAMICA DEI SISTEMI DI N PUNTI MATERIALI LIBERI

RISULTANTE DELLE FORZE F']

l

<

N
R-YF,

J=1

MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE E RISPETTO A UN POLO Q

N
No=) (P~ Q) x F;.

J=1

POTENZA RISULTANTE DELLE FORZE Fj

N N
HZE j"UjZE E"Uj.
Jj=1 Jj=1

l

LAVORO ELEMENTARE ALL'INSTANTE t DELLE FORZE 17]

N

N
0L=> F;-dx; =Y F;-da;.
j=1 j=1
5.2 Teoremi di scomposizione relativi al baricen-
tro

Introduciamo la massa totale N
m = Z mj
j=1
e il baricentro B € E? degli N punti materiali, definito da

N

m(B—Q) =Y m;(P;—Q), (5.1)

j=1

dove Q € E? & un punto scelto a piacere.
Osserviamo che la definizione di B non dipende dalla scelta di @) infatti, scelto
Q' # @ e definito B’ tramite la relazione

N

m(B' = Q) =Y my(P;— Q)

J=1
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si ha

ZmJP Q) ZmJP Q+@Q-Q)
Z(B—Q) @-Q)=28 —Q,
per cui B’ = B.

Definizione 6. [l sistema di riferimento g, centrato in B e orientato come X,
st chiama riferimento del baricentro.

Rappresentazione della quantita di moto

Dalla (5.1) segue subito che la quantita di moto totale corrisponde a quella di un
punto avente massa totale m, che si muove come il baricentro del sistema:

N
= ij'vj = mug. (5.2)
j=1

Proposizione 20. (teorema del centro di massa) Il baricentro di un sistema di N
punti st muove come un punto materiale di massa m su cui agisce la risultante R
delle forze che agiscono sui singoli punti:

méip = R. (5.3)

Dimostrazione. Valutando la (5.2) lungo le soluzioni delle equazioni di Newton e
derivando rispetto al tempo si ottiene

N N
m:iB = E mj:ij = E _F‘j
J=1 J=1
U

Scomposizione del momento angolare rispetto a un polo )

Il momento angolare totale rispetto ad un polo @ € E? si pud scomporre come
somma di due componenti

Mg = (x5 — xq) x mvg+ MP) MP) =3 "(x; — xp) x m;(v; —vp). (5.4)
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La prima corrisponde al momento angolare rispetto a ) di un punto di massa m
che si muove come il baricentro del sistema. La seconda corrisponde al momento
angolare nel sistema nel riferimento del baricentro e non dipende dalla scelta del

polo Q.
Dimostrazione.

N N
Mo = > (xj—xp) X mv;+ > (x5 —Xq) X m;v; =
j=1 j=1
= MB + (XB — XQ) X Mvpg.

Inoltre
N
MB = M(B) + Z(Xj — XB) X mj'vB
j=1
e si ha
N N

Z(Xj —Xp) X mjvp = ij(xj —xp) X vp =m(xzp —xp) X vp = 0.
j=1 J=1

O

Osservazione 12. Nel riferimento del baricentro il momento angolare non dipende
dalla scelta del polo. Infatti in tale riferimento vale la relazione

E m;v; = mvg =0
Jj=1

e quindi, se Q,Q" € E3 con Q # @', si ha

N N
Mg = (x;—xq) xmv;+(zo—Tq) ijvj = (@;—zq) xm;v; = Mg

j=1 7=1

Scomposizione del momento risultante delle forze rispetto a
un polo ()

Il momento risultante delle forze rispetto ad un polo @ € E3? si pud scomporre
come somma di due componenti

N
No=(zp—zo) x R+ NP, NP =N "(x; - xp) x (F; —mjap) (5.5)

J=1
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la prima corrisponde al momento rispetto al polo ) della forza risultante R agente
su un punto di massa m che si muove come il baricentro B del sistema. La seconda
corrisponde al momento risultante delle forze nel riferimento del baricentro' e non
dipende dalla scelta del polo Q.

Dimostrazione.
N N
NQ = Z(mj—wg) X Fj+Z(mB—mQ) X _Fj =
j=1 j=1
= NB+(£L‘B—£L‘Q) X R.
Inoltre
N
N = N(B) + Z(IEJ - IEB) X m;ap
j=1
e si ha
N N
Z(mj - mB) X mjap = ij(mj — QJB) Xapg = m(wB — mB) x ag = 0.
j=1 j=1

O

Osservazione 13. Nel riferimento del baricentro, lungo le soluzioni delle equazions
di Newton, il momento risultante delle forze non dipende dalla scelta del polo.
Infatti, in queste ipotesi, vale la relazione

N N
ZE = iji‘j :m:iB =0
=1 =1
e quindi, se Q,Q € E3 con Q # @', si ha
N N N
No=> (z;— ) x Fj+ (wqg —mq) x »_F; =Y (x; — z¢) x F; = Ng.
Jj=1 Jj=1 j=1

in questo riferimento alle forze F; agenti sui punti P; si aggiungono le forze di trascinamento
—mjap.
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Scomposizione dell’energia cinetica

L’energia cinetica del sistema si puo scomporre come somma di due componenti
1 1
2
T = §m|v3\ +§ij(vj —vg) - (v; — vp), (5.6)
j=1

la prima corrisponde all’energia cinetica di un punto materiale di massa m che si
muove come il baricentro del sistema, la seconda corrisponde all’energia cinetica
del sistema nel riferimento del baricentro. Questo risultato € noto come teorema
di Konig.

Dimostrazione.

N N
1 1
= 5 E mj('vj — ’UB) P — ’UB E m;vp - ;= ’UB) + 5( E mj)’UB - UB.
j=1 j=1

Inoltre il secondo addendo a destra ¢ nullo. O

5.3 Forze interne e forze esterne

Possiamo scomporre le forze F che agiscono sui punti P; come somma vettoriale
di due contributi: F; = F(I) + F(E) Il vettore F() ¢ la somma delle forze che gli
altri punti del sistema esercitano su P; e si Chlama forza interna (agente su P;);

Fi(m ¢ la somma delle altre forze e si chiama forza esterna.

Assumiamo che
15’( ) F(E)( Z,. ¥, t)

cioe che ogni forza esterna F dlpenda solo dallo stato del punto P;.
Sulle forze interne E-( facciamo le seguenti ipotesi (forze di tipo classico):

N
FY = FV(@.. Z (@ ). (5.7)

[
Sl
[,

dove F ¢ la forza esercitata da P; su ;. Quindi le F( ) sono puramente posizionali
e Sono la somma vettoriale di interazioni a due corpi. Assumiamo inoltre che
valgano le seguenti proprieta:

2) Fj; ><7°Z]—0 con 1 = &; — Lj,
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3) = fij (plj) , con py; = Ty -
Osserviamo che le relazioni precedenti implicano che f;; = fji.

Osservazione 14. Queste ipotesi sulle forze sono caratteristiche della Meccanica
Classica: le proprieta 1) e 2) corrispondono al principio di azione e reazione.?

Con queste ipotesi si dimostra che la risultante e il momento risultante delle
forze interne (rispetto a qualunque polo @) sono nulli. Infatti

B _ ZF(I ZZFw: Y (F;+F;) =0

i=1 i=1 j=1 1<i<j<N
i
N
(1
Ny = YR-QxE =33 (R0l x
=1 i=1 ;7&12
- Z [(PZ’_@XEJJF(PJ'_Q)XFJ@]: Z (P, — P;) x Fy; = 0.
1si<gsN 1<icj<N

5.4 Le equazioni cardinali

Si consideri un sistema meccanico formato da N punti materiali di massa ml, ey My,
sui quali agiscono delle forze F; = FJ(I) + F (E), con forze interne F ) di tipo
classico.

Proposizione 21. Sia x(t) = (x1(t),...,xn(t)) una qualunque soluzione del

sistema di equazioni di Newton
mj:ij:Fj(:v,:b,t), ]:]_N
Allora x(t) risolve le sequenti equazioni differenziali:

p= R®)

) 5.8
MQ:NéE)—’UQXp ( )

Le (5.8) si chiamano equazioni cardinali della Dinamica.

2Troviamo gia negli scritti di Leonardo da Vinci un chiaro riferimento a questo principio. Nel
suo Codice sul volo degli uccelli (1505) egli scrive: ‘Tanta forza si fa con la cosa in contra all’aria,
quanto l'aria contro alla cosa. Vedi I’alie percosse contro all’aria far sostenere la pesante aquila
nella suprema sottile aria vicina all’elemento fuoco. Ancora vedi la mossa aria sopra’l mare,
ripercossa nelle gonfiate vele, far correre la carica e pesante nave; sicché per queste dimostrative
e assegnate ragioni potrai conoscere I'omo con le sue congegnate e grandi alie, facendo forza
contro alla resistente aria e, vincendo, poterla soggiogare e levarsi sopra di lei’.
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Dimostrazione. Calcolando la derivata di p e Mg rispetto al tempo lungo le
soluzioni delle equazioni di Newton si ottiene che

p=miép=R=R" +R®,
Mg = Ng —@q x mig = N3 + Ny —dq x mip.

Si conclude usando le ipotesi sulle forze interne fatte nella sezione precedente.
O

5.5 Sistemi equivalenti di vettori applicati

Un sistema di vettori applicati ¢ un insieme S della forma

S ={(#,P),...,(0x, Py)}

costituito da un insieme di coppie (v, P;j) che rappresentano un vettore e il suo
punto di applicazione. Le rette

Pyis; = {P; + Mi;, A € R},

passanti per P; e aventi la direzione di v, si dicono rette di applicazione, o
anche linee di azione, dei vettori vj;.

I vettori
N

N
R:Z’Uj, NQ:Z(Pj_Q)Xﬁj
j=1 j=1
si chiamano risultante e momento risultante rispetto al polo Q € E? del
sistema S.
Consideriamo adesso due sistemi di vettori applicati:

S ={(v1, P),...,(Vn, Pn)}, Sy = {(Wy,Q1), ..., (B, Qur)}-

Definizione 7. I sistemi S; e Sy st dicono equivalenti se hanno la stessa risul-
tante e lo stesso momento risultante rispetto ad un polo O qualunque.

Osservazione 15. Osserviamo che nelle equazioni cardinali (5.8) appaiono sola-
mente la risultante e il momento risultante delle forze esterne applicate nei punti
del sistema, quindi considerando un sistema di forze equivalente otteniamo le stesse
equazioni differenziali.



5.5. SISTEMI EQUIVALENTI DI VETTORI APPLICATI 81

Notiamo che se i sistemi S; e S; hanno la stessa risultante (ﬁsl = ﬁSQ) e lo stesso
momento risultante rispetto ad un polo ) (Ng1 = N52), allora i due sistemi hanno
lo stesso momento risultante rispetto ad un qualunque altro polo Q'

N
NG = Y (P-Q)x6,=N5+(Q-Q)xR" =
h=1
M
= NP+ (Q-Q)xR?=) (Qs— Q) x Wy =N
k=1

Definizione 8. Diciamo che un sistema di vettori applicati {(U;, Pj)}j=1.n €

equilibrato se la risultante R ¢ il momento risultante NQ rispetto ad un polo
Q@ qualunque sono nulli.

Dalla relazione
NQ,:NQ—i—(Q—Q’) X R

valida per ogni Q, Q' € E3, segue che per verificare che un sistema & equilibrato
basta controllare che, oltre alla risultante R, si annulli il momento risultante NQ
rispetto ad un particolare polo Q.

Introduciamo delle operazioni elementari, eseguibili su un sistema S =
{(v;, P;)}j=1..~ di vettori applicati, che danno luogo ad un sistema ad esso equi-
valente:

(i) composizione e scomposizione di vettori applicati in uno stesso punto;

(ii) aggiunta o eliminazione di due vettori opposti e paralleli alla retta congiun-
gente i loro punti di applicazione (vettori direttamente opposti).

Infatti, eseguendo ciascuna delle due operazioni otteniamo la stessa risultante.
Per vedere che anche il momento risultante resta lo stesso basta calcolarlo nel
punto in cui sono applicati i vettori oggetto della composizione o scomposizione
per loperazione (i), e in un punto qualsiasi della linea di azione dei due vettori
direttamente opposti per I'operazione (ii).

Osserviamo che tramite queste operazioni elementari possiamo trasportare ogni
vettore applicato lungo la sua linea di azione. Infatti dato un vettore v applicato
in P e scelto un punto () sulla linea di azione di ¥ possiamo aggiungere il vettore
nullo 0 applicato in Q e scomporlo come somma di ¥ e —¥ (operazione (i), o
anche (ii)). Possiamo poi eliminare i vettori applicati (¥, P), (=4, @), in quanto
direttamente opposti (operazione (ii)). Il sistema che ne risulta ¢ quindi composto
dal vettore ¥ applicato in Q).
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Proposizione 22. Ogni sistema di vettori applicati {(v;, Pj)}j=1,. N puo essere
ridotto tramite operazioni elementari ad un sistema di tre vettori (possibilmente
nulli) applicati in tre punti non allineati scelti a piacere.

Dimostrazione. Siano @)1, ()2, Q)3 tre punti non allineati. Mostriamo che ogni vet-

tore ¥; applicato nel punto P; si puo sostituire con tre vettori applicati nei punti

Q)i. Infatti, se U; appartiene allo spazio lineare generato da Q3 — @1, Qs — Q1 e P;

giace nel piano Q1(Q)2@3, allora usando la prima operazione elementare possiamo

scrivere ¥; come combinazione lineare di due dei vettori (Q; — P;),i = 1,2, 3.
Assumiamo ad esempio che

) N

Uj = M (Q1 — Pj) + X2(Q2 — Fy), Ql /:UJ\ ///
per opportuni coefficienti A\, Ay € R. Possiamo \K’\/pv/ Q2
sostituire (¥;, P;) con i due vettori \;(Q; — FPj),
¢ = 1,2 applicati nel punto P;. Poi possiamo b
traslare tali vettori lungo la loro linea di azione Q@3

e considerarli applicati nei punti ;.

Se invece ¥; non appartiene allo spazio lineare genera-
to da Qo — Q1,3 — @1, a meno di una traslazione sulla
sua linea di azione si puo supporre ¥; applicato in un
punto P; che non giaccia nel piano Q);Q2@)s. Possiamo
quindi scrivere

U = M(Q1— Fj) + X2 (Q2 — ) + A3(Q3 — P)),

per opportuni coefficienti \; € R, sostituire (v}, P;) con
i tre vettori A\;(Q; — P;), ¢ = 1,2,3 applicati in P; e
traslare tali vettori lungo la loro linea di azione in modo
che siano applicati nei punti Q);.

Concludo osservando che per ogni indice j abbiamo sostituito a (v;, P;) tre
vettori (possibilmente nulli) applicati in @1, @2, @3. Usando la prima operazione
elementare possiamo considerare, per ciascuno dei tre punti ();, la somma vettoriale
di tutti i vettori applicati in questo. Si ottiene cosi la tesi.

O

Proposizione 23. Ogni sistema S di vettori applicati puo essere ridotto tramite
operaziont elementari ad un sistema di due soli vettori applicati. Uno dei due punti
di applicazione puo essere scelto a piacere.

Dimostrazione. Siscelga un punto () a piacere e altri due punti @)1, Q)2 in modo che
@, Q1,2 non siano allineati. Per la Proposizione 22 possiamo ridurre § tramite
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operazioni elementari ad un sistema di tre vettori (eventualmente nulli) W, W, W,
applicati in ), ()1, () rispettivamente. Sia II; il piano passante per ), 1, Q1 + w1
e I, il piano passante per @, Qq, Q2 + Wsy. Se Wi (risp. Ws) € nullo scegliamo un
piano qualsiasi passante per @ e () (risp. @ e Q2).

Consideriamo prima il caso generale, in cui

I, # Iy, Q1, Q2 &

dove r = II; NII; e la retta corrispondente all’intersezione dei due piani. Scegliamo
un punto A # @ su r. Il vettore applicato (Wi, Q1) € equivalente all’insieme dei
due vettori applicati {('J)?,Ql), (w6, Q1)}, diretti come Q; — Q e Q; — A e tali
che w; = u?? + w1, Questi due vettori si possono trasportare lungo le loro linee
di azione in modo che risultino applicati in ) e A rispettivamente. Possiamo
inoltre eseguire una riduzione analoga sul vettore applicato (s, @2). In questo
modo abbiamo ridotto § ad un sistema di tre vettori applicati in ) e due vettori
applicati in A. Si conclude usando la prima operazione elementare.

Nei casi particolari non ancora considerati possiamo procedere come sopra
scegliendo il punto A in modo opportuno. Se

I #11;, e @ €7 (risp. Q2 € 1)

basta prendere A = )y (risp. A = Q)2), se invece
H1 — H2

possiamo prendere indifferentemente A = ) oppure A = Q.
O

Proposizione 24. Ogni sistema di vettori applicati equilibrato si puo ridurre ad
un sistema nullo, cioe costituito da soli vettori nulli, tramite operazioni elementart.

Dimostrazione. Applicando a tale sistema la riduzione della Proposizione 23 si
arriva ad un sistema di due vettori applicati che risultano necessariamente opposti
(poiché la risultante € nulla) e diretti lungo la retta congiungente i loro due punti di
applicazione (poiché il momento risultante rispetto a un polo qualunque & nullo).
Tale sistema si riduce mediante la seconda operazione elementare ad un sistema
nullo.

O

Proposizione 25. Sia S = {(vy, P1), (Va, P,), (Us, P3)} un sistema equilibrato for-
mato da soli tre vettori. Allora le rette di applicazione di tali vettori sono coplanari.
Inoltre, tali rette sono concorrenti in uno stesso punto oppure parallele.
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Dimostrazione. Indichiamo con 71, ro, 3 le tre rette di applicazione. Se queste sono
coincidenti il risultato vale banalmente. Se non e cosi allora possiamo trasportare
i vettori ¥; lungo le loro linee di azione e assumere che i punti di applicazione P;
non siano allineati. Consideriamo le coppie (Uy, Py) e (v, P). Dato un punto @
dell’asse 719, passante per P;, P, le proiezioni dei momenti

(P — Q) x vy, (P — Q) x Uy

lungo 15 sono nulle. Poiché il sistema ¢ equilibrato, il momento risultante rispetto
a qualunque polo e nullo, quindi anche la proiezione del momento

(Ps— Q) x U3

lungo 715 deve essere nulla. Dunque i vettori U3, Ps— @, P, — P; sono linearmente
dipendenti e il punto P; + ¥3 sta nel piano P, P, P;. Analogamente si dimostra
che i punti P, + vy, P, + ¥, stanno in tale piano. Quindi le rette di applicazione
T1, 79,73 sono coplanari.

Se 11, 9 si incontrano in un punto @, si possono trasportare v, U, fino ad avere
il loro punto di applicazione in (). La somma 4 = v; + v di tali vettori applicata
in () equivale al sistema dei due vettori applicati. Poiché il sistema S ¢ equilibrato,
la linea di azione r di (u, Q) deve coincidere con la linea di azione r3 di (vs, Ps),
che quindi deve passare per (). Se invece r; e ry sono parallele, ¢ parallela ad esse
anche r3: infatti, se rq, r3 avessero un punto in comune, in questo punto dovrebbe
concorrere anche 7.

O

Proposizione 26. Dati due sistemi equivalenti di vettori applicati

S1 = {(U;, Pj) }j=1,.n, Sa = {(Wy, Q) }r=1,... 1,
posstamo sempre ridurre ['uno all’altro tramite operaziont elementari.

Dimostrazione. Si consideri il sistema S) = {(—=Wp, Qpn) }n=1.. p- 1l sistema S35 =
{81, 82, 85}, composto dall’unione dei tre sistemi, si puo ridurre a S; tramite opera-
zioni elementari. Infatti per ogni vettore Wy, in Ss si trova —wy, in S} applicato allo
stesso punto )y, quindi queste coppie di vettori si possono cancellare. Osserviamo
adesso che il sistema {S1, 84} € equilibrato, poiché la risultante e il momento risul-
tante (rispetto a qualsiasi polo) di S sono opposti a quelli di S, che sono uguali
a quelli di &;. Quindi {S;, S5} si puo ridurre tramite operazioni elementari ad un
sistema nullo per la Proposizione 24. Concludiamo quindi che il sistema S3 si puo
ridurre anche a S, tramite operazioni elementari. O
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5.5.1 Asse centrale

Dimostriamo il seguente risultato.

Proposizione 27. Dato un sistema di vettori applicats
S ={(¥;, P) }i=1..n, (5.9)

con risultante R non nulla, esiste un’unica retta r, detta asse centrale, formata
da tutti e soli i punti Q € E3 tali che

Ng x R=0. (5.10)

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che per ogni scelta di P, Q € E3 si ha

Np=>((P-Q) +(Q-P)xt;=Ng+(Q-P) xR (5.11)

j=1

. / 3 —
Sceltp a piacere un punto O’ € E°; con- asse centrale N
sideriamo il piano Ilo, passante per O’ ‘ /

e ortogonale alla risultante R. Osser-
viamo che se @ € IIpr e Q' & un punto Q'
della retta {Q + AR, )\ € R} passante
per () e parallela a ﬁ, dalla relazione
(5.11) si ottiene N = No, per cui Qo
o Qi
NQ/ X ﬁ = NQ X 1% |

S
1

Q0+

—

Q

Per dimostrare l'esistenza dell’asse centrale posso quindi limitarmi a cercare
nel piano Ilp un punto @)y tale che R x Ny, sia nullo. Si ha

Ng, x R=(Np + (0' = Qo) x R) x R= Ny x R—|R]*(0' — Qy),

poiche (0" — Q) L R. Quindi, ponendo NQO x R = 0, si ottiene come unica

soluzione |
QQ—O,: = RXNO/.

| R?

Dalla relazione (5.11) segue anche che

—

Np-R=N,-R, VPQelF. (5.12)
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L’espressione N p- R non dipende dalla scelta del polo e si chiama trinomio in-
variante, con riferimento alla somma dei tre termini che si ottengono sviluppando
il prodotto scalare.

Per ogni punto @ € E? usando la formula (1.8) possiamo scrivere ]\7@ come
somma di due vettori ortogonali:

— 1 — —

Ng = @KNQ -R)R+ R x (N x R)). (5.13)

Il primo vettore ¢ lo stesso al variare di ) perché NQ - R ¢ il trinomio invariante.
Se si sceglie come polo un punto @)y dell’asse centrale si ha Ng, x R = 0. Quindi

Ny, | = min |Np|.
[ING,| &IEHS|Q|

Dalla relazione (5.13) segue anche che se )y ¢ un punto dell’asse centrale si ha
Ng, = 0 se e solo se Ng, - R = 0, quindi solo se il trinomio invariante (che puo
essere calcolato usando un polo qualunque) & nullo.

Esercizio 11. Trovare l’asse centrale nel caso del sistema S costituito delle forze
di gravita applicate in N punti materiali Py, ..., Py di masse mq,...,my:

S={(F,P)}licr.n,  F,=—migeés, (5.14)
dove g ¢ l’accelerazione di gravita.

Soluzione. La risultante delle forze ¢ R = —mgés, dove m ¢ la massa totale.
Scelto a piacere un punto O’ € E3 si ha

N
1 — — 1 ~ oy
Qo= 0= R x No = —2es x (P = 0) x (~mygey)
j=1

L’asse centrale passa per il punto Qg ed e parallelo ad R. Se scegliamo O' = B, la
formula precedente ci dice anche che il baricentro B € un punto dell’asse centrale.

O

5.5.2 Coppie di vettori applicati

Una coppia di vettori applicati e un sistema della forma

{(617 Pl)v (627 PQ)}
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tali che @, + ¥, = 0. Assumiamo @; # 0. La quantitd |[(P, — P5) x ©]/|v1],
che rappresenta la distanza tra le due rette di applicazione Pyv;, Py¥s, si chiama
braccio della coppia.

Osserviamo che il momento di una coppia di vettori applicati non dipende dalla
scelta del polo. Infatti si ha

(Q1— Q) x 1 + (Q2 — Q) X Ty = (Q1 — Q2) X 1, VQ € E3.

Proposizione 28. Ogni sistema di vettori applicati S = {(U;, P;)}iz1,..n € equi-
valente ad un sistema costituito da un vettore applicato in un punto qualunque @,
e da una coppia di vettori applicati, dipendente dalla scelta di ().

Dimostrazione. Sia R = Y. ¥; la risultante dei vettori del sistema e N = 3. (Pi—
Q) x U; il momento risultante rispetto ad un polo fissato @ € E3. Consideriamo il
sistema di vettori applicati

S, = {(R, Q)) (67 Q1)7 (_67 QQ)}

con Q1,Q, € E? e ¥ € V3, scelti in modo che il momento della coppia (Q1 —Q2) X U
sia uguale a INg. Si verifica facilmente che S’ € equivalente a S.

O

Proposizione 29. Condizione necessaria e sufficiente affinché un sistema di vet-
tori applicati S = {(v;, P;) }iz1,.. N sia equivalente al sistema composto da un unico
vettore applicato in un punto opportuno, oppure ad una sola coppia, € che il tri-
nomio invariante sia nullo. Se la risultante R ¢ non nulla si ha il pPrimo caso e
il punto di applicazione é un punto qualunque dell’asse centrale; se R =0 si ha il
secondo.

Dimostrazione. La condizione . .
No-R=0 (5.15)

per un polo @ € E? (e quindi per tutti) & necessaria. Infatti se S ¢ equivalente ad
un sistema composto da una sola coppia allora questo sistema ha risultante nulla.
Se invece S ¢ equivalente ad un unico vettore applicato in un punto @’ allora il
momento risultante rispetto a )’ € nullo. In entrambi i casi il trinomio invariante
risulta nullo.

Vediamo che la condizione (5.15) ¢ anche sufficiente. Se R = 0 allora, usando
la Proposmwne 28, si trova che S e equlvalente ad una coppia di vettori applicati.
Se R #+ 0 basta osservare che NQ = 0 per ogni punto @ dell’asse centrale, infatti
si ha

NQ'R:O, NQXﬁzﬁ.
Dunque S & equivalente al sistema {(R, Q)}.
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Osserviamo che nella discussione precedente € compreso il caso di un sistema
equilibrato: in tal caso I'unico vettore o 'unica coppia sono nulli.

Esempio 3. Il sistema di forze di gravita & dell’Esercizio 11 e equivalente al
sistema &’ = {(R,B)} formato da un’unica forza R = —mgé; applicata nel
baricentro B, infatti il trinomio invariante Ny - R € nullo (tutte le forze sono

parallele ed ]\7@ e ad esse ortogonale) e il baricentro ¢ un punto dell’asse centrale.
Come conseguenza il momento risultante delle forze di gravita rispetto al
baricentro e nullo.

Osservazione 16. L’esempio precedente mostra anche che ogni sistema di vettori
applicati paralleli ha trinomio invariante nullo.

Diciamo che un sistema S = {(v;, P;)};=1,..~ di vettori applicati ¢ piano se i
punti P;, P; +9;, j =1,..., N giacciono tutti in uno stesso piano.

Esercizio 12. Mostrare che ogni sistema piano di vettori applicati ha trinomio
invariante nullo.

5.5.3 Centro di vettori paralleli

Consideriamo un sistema di vettori applicati tutti paralleli, della forma

S ={(9); Pj)}i=1,.x,

in cui

’Jj = ’Ujé,
con v; € R ed & € V? & un vettore unitario. Scelto @ € E? arbitrariamente,
chiamiamo centro dei vettori paralleli v;,...,¥y il punto C € E? definito

dalla relazione N
Zj:l v (P — Q)
E;'Vzl Uj

In modo analogo a quanto fatto per il baricentro si puo dimostrare che la definizione

del centro C' non dipende dalla scelta di Q).
Se v = ZN v; # 0 osserviamo che il punto C' appartiene all’asse centrale,

C-Q=

(5.16)

j=1
infatti
N N
NC:Z(PJ—C) ijézzvj(Pj_C) x é=v(C—C)xeé=0.
j=1 j=1

Osserviamo che il centro C' del sistema resta lo stesso se cambiamo la direzione
comune € dei vettori ¥; lasciando invariati i loro punti di applicazione P;, infatti
la definizione (5.16) non dipende da é.
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5.6 Sistemi meccanici conservativi

Proposizione 30. Le forze interne di tipo classico ammettono l’energia potenziale

VD (x Z Vii(pij(x x=(x1,...,xN), (5.17)
1<i<j<N
con W,
d = fl]u
Pz]
cioe valgono le relazioni
F"=_-v, v k=1,...,N
dove DT
ovu
2 VD =
Var { Oy, }

Dimostrazione. Osserviamo che p;; = pj; e che le funzioni V;;(p;;) e Vji(pij) pos-
sono differire solo per una costante additiva poiché f;; = f;;. Si ha quindi

N
Ve, VI = Z VaVij = Z Va, Vi
1<i<j<N =
_ Zdvkjv , rk]:_ = o _ gD
z,Pkj = kaj A Zij Fk :
jk jk j2k

Nei passaggi precedenti abbiamo usato il fatto che
Vij = Vii(pij) = Vij(li — x;51),

per cui V;; non dipende da xj, se k # 4, j. Inoltre abbiamo usato le relazioni

O|xy, —:vqu _ Tz

v = ,
@i Pkj [ oxy, |z — x|

O

Nella Figura 5.1, per N = 4, evidenziamo a sinistra con una curva tratteggiata
gli indici dei termini che appaiono nella somma che definisce V; a destra mettia-
mo invece in evidenza gli indici dei termini non nulli che appaiono nell’espressione
di Vg, VO per k = 2. T cerchi grigi pitt grandi corrispondono agli indici (i, j) per
cui si ha i = k oppure j = k. Al posto dell'indice (1,2) possiamo considerare (2, 1)
perché V5 e Vs differiscono al piu per una costante.
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iy j .
4 =+ : ° ° ° /‘ 4 =4 ° : ° \: °
3 — i [ ] [ ] // o 3 - [ ] i [ ] : o
I A I :
24 e e o 21 o L e o
1 — o] o] o] 1 -+ :\»OAJ [e] o]
9] : : : g O E— : : G,
1 2 3 4 1 2 3 4

Figura 5.1: Caso N = 4. Indici dei termini della somma che definisce V) (a
sinistra); indici dei termini non nulli che appaiono in V,, V) per k = 2 (a destra).

Osservazione 17. Possiamo anche assumere, senza perdita di generalita, che
Vii = Vji. In questo caso l’energia potenziale delle forze interne si scrive

1 N
=3 > Vilpis).

ij=1

i#]
Osservazione 18. Le funzioni
VO (a Zv,w (o). k=1...N
jh
soddisfano le relazioni
F" = v, v

ma la somma Eff:l V,C(I) non va bene come energia potenziale delle forze interne,
perché ci da un contributo doppio delle forze.

Introduciamo la potenza delle forze interne e esterne, denotate rispettivamente

con
N

N

_ () - (E)

S IL LT R S R
j=1

Jj=1
Con questa notazione si ottiene

I =19 + 0.

Abbiamo la seguente
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Proposizione 31. (teorema dell’energia cinetica) Sia x(t) = (x1(t)...xzN(t))
una qualunque soluzione delle equazioni di Newton (1.13). Allora, lungo questa
soluzione vale la relazione

T=1=1"D 4+ 1®, (5.18)
Se le forze interne sono di tipo classico, con energia potenziale VD | allora la (5.18)
St puo scrivere

d
T+ vy =1t#), (5.19)

Dimostrazione.
N

N N

Z . Z L Zm‘d C :
II = ijj: mjmj-:cj: TJE(%]%]):T

j=1 j=1 =1

Jj=

Siccome le forze interne ammettono 'energia potenziale V()| abbiamo
d N N
el (I)_E: (1).'.__§ D e — 1D
dtV = 2 Ve, VW x; = 2 Fx, =11,

da cui segue (5.19). O

o o E . . . .
Definizione 9. La forza esterna Fj( ) che agisce sul punto P; si dice conservativa
se e puramente posizionale, cioé Fj( ) = Fj( )(:I:j), ed esiste una funzione scalare

(B) _
Vi(z;) tale che F;™ = =V Vj.
Definizione 10. Un sistema meccanico di N punti materiali si dice conservativo
se le forze Fj che agiscono sui punti P; sono puramente posizionali e se esiste una

funzione scalare V(x) tale che F; = =V, V, per j = 1...N. La funzione V si
chiama energia potenziale del sistema.

Se le forze esterne Fj(E) sono tutte conservative allora la funzione

V(@) = Vi(ay)

soddisfa
FP=-v,v® = j=1..N.
In questo caso il sistema meccanico e conservativo, con energia potenziale
V(z) =V (x)+VE ().
Introduciamo I’energia totale

E(z,z) =T(z, &)+ VP (x) + V().
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Proposizione 32. (conservazione dell’energia) L’energia totale di un sistema
di N punti materiali soggetto a forze interne di tipo classico e a forze esterne
conservative € un integrale primo.

Dimostrazione. Usando la (5.19) si ha

d d
(T + VD L yEN &) ¢ Z /(B —
dt( + + ) + o 0,

infatti

5.7 Altri risultati sul problema degli N corpi

Consideriamo N punti materiali P ... Py di masse my ... my soggetti soltanto alla
loro interazione mutua, dovuta a forze interne di tipo classico. Sia V(z;...xn)
I’energia potenziale di tali forze, per cui il moto dei punti soddisfa le equazioni

mj:i'j = —ijV(ml ce mN).

Introduciamo il momento di inerzia del sistema rispetto al baricentro xp:

N
[(wl c. ..’,CN) = ZmA.’BZ — IEB|2.
=1

Dimostriamo che il momento di inerzia si puo scrivere in termini delle distanze
mutue tra i punti:

Proposizione 33. Vale la sequente formula

N
1
I = Zmz|$l - mB|2 = E Z m;m;|&; — &; 2. (520)
i=1

1<i<j<N
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Dimostrazione.
N
Zmimj|wi—wj|2 ZZm m;(|zi|® + |x;|* — 2x; - ;) =
ij=1 =1 j=1
i<j J#z
N
= —Zmz m —m;)|a;|* + ij(m—mj)\wjﬁ—Zmimj(:ci~wj) =
]_1 i,5=1
7]
= mZmz|wl\2 Zmz\wz\Q Zmlmj x;) =
i,j=1
7]
N N
= mZmikci\Q - Z mym;(x; - x;).
i=1 ij=1
Inoltre
N N | XN X
Zmz|wz’ —xp|? = Zmi (wz - — mj“’]‘) : (wl - thwh> =
: : m 4 m
= = j=1 h=1
m;m AR
ST SRS S D TR
i,7=1 7,h=1
T
= Zml|m,|2——2m,m] :cj)Jr—Zmzm](mZ:cj)
3,j=1 mi,j:l

O

Osservazione 19. Il risultato precedente ¢ utile per interpretare alcune questioni
sul moto degli N corpi in termini del moto delle distanze mutue.

A meno di applicare una trasformazione galileiana, possiamo assumere che il
baricentro degli N punti sia fermo nell’origine: g = 0. Dimostriamo la seguente

Proposizione 34.
N

[=4T+2) F-a;
i=1
Dimostrazione. Basta derivare due volte I(x;...xy) rispetto a t ed usare le
equazioni di Newton:

N N N
i=1 i=1 i=1
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Corollario 2. (identita di Lagrange) Se le forze sono conservative e [’energia
potenziale V' e omogenea di grado o allora

N
[=4T —2) VoV -x; =4T = 2aV = 4E — 2(a + 2)V,

i=1

cioé I dipende solo dalla posizione dei punti e dall’energia totale E.

5.8 Esercizi

Esercizio 13.

i) In un piano assegnato si fissi un sistema di riferimento Oé €y e si consideri
il sistema di forze applicate

F= {(ﬁ1,P1)> ce (F;5,P5)}

con

—

.F}:jé27 Pj:O+jé1, j:1’,5
Trovare l’asse centrale del sistema F.

i1) In un piano assegnato si consideri un sistema di vettori applicati paralleli
S={(v, P),...,(0n,Py)}, N > 1.

Si prendano in tale piano due rette r1, 19 parallele e distinte, aventi la stessa
direzione dei vettori v; del sistema S.

Mostrare che e possibile trovare un sistema di vettori applicati equivalente
ad S costituito da due vettori paralleli alle rette 1,19 (eventualmente nulli)
applicati uno a un punto di r1 e Ualtro a un punto di rs.

Soluzione. i) Un punto ) dell’asse centrale & dato dalla formula

Q_O_RXNO

=

dove .
R = Z’]é2 = 15é2, NO = Z’]él X ]é2 = 55é3
7=1

Si ottiene quindi
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L’asse centrale e la retta costituita dai punti
Q + AR,

al variare di A € R.

ii) Scelte in modo arbitrario due rette 1,79, parallele ai vettori ¥; e distinte tra loro,
mostriamo che ogni sistema costituito da un solo vettore applicato (¥;, P;) del sistema
S ammette un sistema equivalente composto da due vettori paralleli alle rette 71,719
(possibilmente nulli), applicati uno a un punto di r e laltro a un punto di rs.

Fissiamo un riferimento O€é; é; nel piano assegnato in modo che ¥; x é3 = 0 per ] =
1,..., N. Quindi le rette 71,73 sono parallele a é;. Se P; € 71 il sistema {(v}, P;), (0,Q)},
con () € 7o scelto arbitrariamente, soddisfa le proprieta richieste. Se P; € ry procedo in
modo analogo.

Se invece P; ¢ 1 Uy faccio la costruzione seguente. Dato (U}, Pj) scelgo due punti
Q1 € r1,Q2 € ro in modo che

(Q1—Pj)-éa=(Q2—P;)-é2#0.

Osservo che possiamo scrivere

dove

o =APQi-P). 5 =P Q - Py
©

per due coefficienti )‘j ,)\f) # 0. Consideriamo le scomposizioni

oV =ale; + Ve, 6 =alPer+ 87,

e osserviamo che si ha

a§1) _ _agz)

perché la componente di ¥; lungo é; ¢ nulla.
Usando le operazioni elementari si vede quindi che un sistema equivalente al vettore
applicato (v}, P;) ¢ allora

{(ﬁ](l)éz, @), (5;2)(52, Q2)}.

Possiamo ripetere questa scomposizione per ogni vettore applicato del sistema S e
concludiamo considerando il sistema equivalente ad S definito da

{(6(1)7"41)7 (6(2)7142)}7

dove
N N

70 =%"pWey, 5@ =3 p%e,

J=1 J=1

e A1, As sono rispettivamente due punti qualunque delle rette 1, ro.
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Esercizio 14. In un piano orizzontale si fissi un sistema di riferimento Oééy e
st consideri una lamina quadrata, orientata come in figura, con lati di lunghezza
20 e vertici Py, Py, Py, Py. Ai vertici della lamina vengono applicate le forze

ﬁ1:F<é1+é2), ﬁzzﬁh ﬁngé27 ﬁ4:—ﬁ1,

con F' > 0.

ol
Ny

i) Trovare l’asse centrale del sistema

F = {(F}, Pj)}j=1..4-
e dire se esso interseca la lamina.

i) E possibile aggiungere una forza F; applicata ad un punto Ps della lamina
in modo tale che il sistema di forze applicate esteso

F={(F}, Pj)}j=1.5
sia equilibrato?

Soluzione. i) La risultante delle forze ¢
4
Z F; = F(é; +2é5) (5.21)

ed il momento risultante delle forze rispetto al polo Ps ¢

4
Np, =Y (P;— P5) x F; = —A(Fés.
j=1

Il punto Qg dell’asse centrale che si trova sulla retta passante per P53 e ortogonale ad R

¢ dato da .

R x NP3
|R|?

4 .
QO_P3: :—56(261—62).
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L’asse centrale ¢ la retta passante per )y e parallela ad R.
Dette x,y le coordinate cartesiane nel riferimento P3é;és, 'equazione dell’asse cen-
trale si scrive

4 8
——{=2 4
cioe
y =2z + 4L, (5.22)
Osservo che I'asse centrale non interseca la lamina, in quanto la funzione y(z) definita da
(5.22) & crescente e per x = 0, che & l'ascissa di Ps, si ha y(0) = 4¢ > 2/, che & 'ordinata
di P.

ii) Imponiamo le condizioni per avere un sistema equilibrato:
5 5
Z i =0, Z(Pj_Q)XFj:O

per una scelta qualunque del polo Q € E2. Osservo che queste si possono scrivere come

—

R—Fﬁ%:ﬁ, NQ+(P5—Q)XF5:6,

dove R ¢ data da (5.21) ed

No=) (P;—Q) x F
j=1
Si ottiene che
s =—-R.

Inoltre, i punti @ dove NQ = 0 sono tutti e soli i punti dell’asse centrale del sistema F,
poiche il trinomio invariante NQ R & nullo. Per cui si ha

(Ps— Q) x Fs = —(P; — Q) x R=0. (5.23)

La relazione (5.23) ci dice che la forza ﬁ5 deve essere applicata ad un punto Ps5 dell’asse
centrale del sistema F. Abbiamo gia visto nel punto i) che tale asse non interseca la
lamina.
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Capitolo 6
Il corpo rigido

Descriviamo I'insieme delle configurazioni e le proprieta cinematiche dei corpi rigidi, nel
caso discreto e continuo.

6.1 Definizioni e preliminari geometrici

Definizione 11. Un corpo rigido discreto € un sistema formato da N punti ma-
teriali che mantengono invariate nel tempo le loro distanze mutue.

Definizione 12. Un corpo rigido continuo € un sistema formato da una distri-
buzione continua di punti che mantengono invariate nel tempo le loro distanze
mutue.

Nel seguito svilupperemo la teoria per un corpo rigido discreto e nella Sezione 6.6
discuteremo il caso di un corpo rigido continuo.

Sia € un corpo rigido discreto formato da N punti materiali Py, ..., Py di masse
mi, ..., my. Fissato un riferimento X = O €;€,€3, le posizioni dei punti P; sono
individuate dai vettori P;—O, con coordinate x; nella base {€;, €2, é3}. Le distanze
mutue p;; = |x; — x;| tra punti diversi P;, P; di € soddisfano le relazioni

per certe costanti c¢;; > 0.

Con la definizione di corpo rigido discreto incontriamo un primo caso in cui i
punti del sistema non si possono muovere liberamente, infatti le loro coordinate
sono soggette alle relazioni (6.1). Questo € un caso di moto vincolato, per
descrivere il quale introduciamo adesso alcuni concetti. I moti vincolati saranno
poi trattati in dettaglio nel Capitolo 7.

99
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6.1.1 Sottovarieta di R™

Definizione 13. Sia ¥ : R™ — R* una mappa differenziabile, con 1 < k < m.
Diciamo che l'insieme

C={x cR™: ¥(z)=0} (6.2)

¢ una sottovarieta di R™ (o semplicemente una varieta) di dimensione n =m —k
se

ow
k — = :
rank —— (x) =k, Ve eC

Esempio 4. Il cerchio di raggio unitario centrato nell’origine
S'={(z,y) € R? : U(z,y) = 0},

dove
U(z,y) =" +y* — 1,

¢ una sottovarieta di R? di dimensione uno, infatti

oU
Az, y)

(l‘,y) = 2(:L‘,y) # (070)7 V(:L‘,y) €C.

Esempio 5. L'insieme C = {(z,y) € R? : ¥(z,y) = 0}, con
\I]<x7y> = SU2 - y27

¢ I'unione di due rette ortogonali passanti per 1'origine

e non ¢ una sottovarieta di R?. Infatti Yy
ov
("L‘ay) :2(1‘7 _y)a x
Iz, y)

che si annulla per (z,y) = (0,0) € C.
Notiamo che in (z,y) = (0,0) la retta tangente a C non ¢ definita. Comunque

I'insieme C \ {(0,0)}, composto da quattro semirette disgiunte, ¢ una sottovarieta
di R2.

Rappresentazione parametrica e coordinate locali

In (6.2) abbiamo introdotto la sottovarieta C tramite una sua rappresentazione
implicita, nel senso che essa viene definita come luogo di zeri della mappa ¥. E
anche utile descrivere C in un altro modo, tramite delle sue parametrizzazioni
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locali. Per il teorema delle funzioni implicite, possiamo introdurre in un intorno’
di ogni punto di C delle coordinate locali

a=(q.-- )"

e una mappa della forma
R*"D>U>q+— x(q) €C,

con

rank g—i;(q) =n,

definita su un aperto U di R". Una scelta delle coordinate locali si puo fare nel
modo seguente. A meno di riordinare le componenti zy,...,z, di & possiamo
assumere che in un intorno di * = x; si abbia

ow
det —— #0
) a(l‘la"')xk) #

e quindi, per il teorema delle funzioni implicite, possiamo scrivere xq, ...,z in fun-
zione delle n variabili zy1, ..., z,,, che dunque si possono usare come coordinate
locali.

Esempio 6. Si consideri la sottovarieta di R? dell’Esempio 4, definita da
St ={(z,y) eR*: W(z,y) =0},  V(a,y)=2"+y -1
Il punto (z1,y1) = (0,1) appartiene a S'. Poiché

ov

per il teorema delle funzioni implicite esistono a > 0 ed un’unica funzione y = f(z)
tale che f(0)=1¢e

U(z, f(x)) =0
per ogni = € (—a,a). In questo caso si puo anche scrivere esplicitamente 1’espres-
sione della funzione f:

f(z) =V1—2a? re(—1,1).

Yy
La mappa
(CL1) 320 (o f(2)) m ‘

¢ una parametrizzazione locale di S' in un intorno di -1 | 1
(z1,91) = (0,1).

1Un intorno di un punto xg di una sottovarietd, C di R™ & dato dall’intersezione V N C di
questa varieta con un intorno V di xy in R™.
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Osserviamo che anche il punto (z9,y2) = (1,0) appartiene a C, pero

ov
8—y(1’0) =0,

quindi non possiamo usare il teorema delle funzioni implicite per descrivere S! in
un intorno di (x9,y2) con una funzione della variabile z. Poiché

ov

possiamo trovare a > 0 ed una funzione x = g(y) tale che g(0) =1 e

U(g(y),y) =0
per ogni y € (—a,a).
Anche in questo caso possiamo scrivere g esplicitamente v,
come 1

gy)=v1-9y% ye(-11)

e possiamo scrivere la parametrizzazione locale come

—1

(=1L,1) 2y = (9(y),9).
L’insieme S' ammette anche le seguenti parametrizzazioni locali, che usano la
coordinata angolare 6:

(a—ma+m) 30— x(0)=(x(0),y(0)) = (cosb,sinh),

dove a € [0, 27). Scegliendo opportunamente il valore di a possiamo rappresentare
un intorno di ogni punto di S*.

Esempio 7. Si consideri la sfera bidimensionale in R3, definita da
S? = {(z,y,2) € R® : U(x,y,2) = 0},
dove
U(z,y,2) =2 +y* + 2> — 1.

Poiché
ov
oz, vy, 2)
I'insieme S? ¢ una sottovarietd di R? di dimensione 2. Possiamo rappresentare S>
tramite due parametrizzazioni locali della forma

(v,y,2) = 2(z,y,2) #0,  Y(z,y,2) € S,

q— x(q) = (z(q),y(q),2(q)",
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dove g = («, d) sono coordinate sferiche. Una delle due mappe ¢ data da
r=cosdcosa, Yy =-cosdsina, 2z =sind,

con o € (—m,7m),d € (—7/2,7/2) e ricopre S* meno un arco 7;, che corrisponde a
un meridiano. L’altra mappa e data da

r = —cosacosd, y=sina, z=cosasind,

con a € (—7/2,7/2),0 € (=, ) e ricopre S? meno un arco s, che corrisponde a
meta dell’equatore. Osserviamo che v N vy = (.

6.2 Proprieta cinematiche di un corpo rigido

6.2.1 Configurazioni di un corpo rigido con tutti i punti
allineati

Consideriamo prima il caso in cui tutti i punti del corpo rigido € siano allineati.

Proposizione 35. Se tutti i punti di € sono allineati, il suo insieme delle confi-
gurazioni € in corrispondenza biunivoca con linsieme

R3 x S,
dove S? ¢ la sfera unitaria bidimensionale in R3.

Dimostrazione. Dati i valori delle costanti ¢;; in (6.1), per conoscere le posizioni
di tutti i punti del corpo basta conoscere le posizioni di due di essi, ad esempio
Py, P,. Le coordinate di ogni altro punto P; di € sono determinate univocamente
dalle costanti c;;, co;. Per conoscere la posizione di P; possiamo specificare le sue
coordinate cartesiane in R? e, visto che la distanza tra P e P, ¢ la costante ¢35 # 0,

per conoscere la posizione di P ci basta conoscere il versore djz:g‘, che individua

un punto della sfera S2.
]

Poiché R? x S? ¢ una sottovarietd di R? x R?® di dimensione 5, concludiamo che
ci servono 5 parametri per rappresentare 'insieme delle configurazioni di un corpo
rigido discreto i cui punti siano tutti allineati.

Il fatto che C corrisponda ad una sottovarieta di R® di dimensione 5 si puod anche
dimostrare nel modo seguente. Le coordinate (1, x2) € R3xR3 di tutte le possibili
configurazioni dei punti Pj, P», sono caratterizzate dalla relazione W(x,xs) = 0,
con

\I/(l‘l,mg) = |m2 — m1|2 — C%Q.
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Poniamo xy = (21, y1, 21), T2 = (T2, Ye, 22). 1l vettore

a<w81\’1[w2> (-’131, ZEQ) = 2(<$U1 - $2)7 (yl - y2)7 (21 - 2’2), (Ig — 1’1), <y2 - y1>7 (ZQ - 21))

¢ non nullo nei punti (x;, ,) tali che W(x;, x2) = 0. Ne segue che 'insieme
{(x1,x5) € RO : W(xy, 22) =0}

¢ una sottovarieta di R di dimensione 5.

6.2.2 Configurazioni di un corpo rigido con tre punti non
allineati

Definizione 14. Diciamo che un sistema di riferimento ¥’ = O'é|é,é} é solidale

al corpo rigido € se i punti P; del corpo hanno tutti velocita nulla rispetto a ¥,
cioé se le coordinate di tutti i punti P; sono costanti in X'

Consideriamo adesso il caso in cui esistano tre punti del corpo non allineati. A
meno di rinumerare i punti possiamo assumere che questi siano Py, P, Ps.
Possiamo costruire esplicitamente un sistema di riferimento solidale facendo uso
di questi tre punti. Ad esempio, poniamo O' = Py, &) = (P, — Py)/p12, €, €
7(Py, Py, Ps), che & il piano generato dai tre punti, con &, € éf- e (Ps—P;)-é5, > 0.
Infine é; = €} x é,.

Osserviamo che le coordinate di ogni altro punto P; del corpo sono costanti?
nel riferimento ¥’ = O’é é,é5. Quindi ci basta conoscere la posizione di Py, Ps, Ps
per determinare quella degli altri punti del corpo.

Diamo la seguente caratterizzazione dell’insieme delle configurazioni del corpo

rigido.

Proposizione 36. Se € ha tre punti non allineati, il suo insieme delle configura-
zioni € in corrispondenza biunivoca con

R? x SO(3).

Dimostrazione. Sia 3’ = Q'€ é,é5 un riferimento solidale a €. Dato che le coordi-

nate w; dei punti P; del corpo sono costanti in >', assumendo che queste siano note

20sserviamo che le coordinate di ogni altro punto P; (j > 4) del corpo non sono univocamente
determinate dalle costanti c;;, ca5, c3; in quanto 'intersezione non vuota delle 3 sfere di centro
P; e raggio ¢;5, @ = 1,2,3 da luogo genericamente a due punti. Comunque, la continuita del moto

dei P; implica che le loro coordinate z’; in 3’ siano costanti nel tempo.
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a priori, per determinare le coordinate dei punti del corpo in ¥ ci basta determi-
nare la posizione del sistema di riferimento Y’ rispetto a X. Questa ¢ determinata
una volta note le coordinate dell’origine O ed i coseni direttori

N ~
Rkh = eh * €k

della terna €/, €}, é; rispetto a €;, €y, €3. La matrice R = (Ryy), che ci fornisce
Porientazione di ¥ rispetto a X, & ortogonale, e det R = 1 perché le due terne sono
entrambe levogire, per cui R € SO(3). Notiamo che i vettori

IEO/—FRX;-, jle,

dove xo e il vettore delle coordinate di O’ in X, descrivono tutte le possibili
coordinate dei punti del corpo € in ¥, in quanto le coppie (xo/, R) descrivono
tutte le possibili posizioni del riferimento solidale Y rispetto a X.

Mostriamo adesso che la corrispondenza tra le possibili coordinate dei punti
del corpo in ¥ e 'insieme R3 x SO(3) & biunivoca. Assumiamo che Py, Py, P; siano
tre punti di € non allineati e definiamo una mappa

® R’ x SO(3) - R?
tramite la relazione
®(xo/, R) = (xor + RX}, Tor + Rx,, o + RXj), (6.3)
Osserviamo che ® ¢ iniettiva, infatti se
xl) + Rix, =25 + Rox),  j=1,2,3

allora
Ri(xy — x}) = Rao(xy — X)), Ri(x3 — X)) = Rao(x3 — x7)

con x4 — X}, x4 — x; vettori linearmente indipendenti. Ne segue che (Ry) 'Ry, che

e un elemento di SO(3), ha due autovettori indipendenti relativi all’autovalore 1,
— : o _ .2

dunque R; = Ry e di conseguenza x;/ = T, .

O

L’insieme delle configurazioni di un corpo rigido con tre punti non allineati
corrisponde ad una sottovarietd di R'? di dimensione 6, infatti vale il seguente
risultato.

Proposizione 37. L’insieme O(3) ¢ una sottovarieta di R di dimensione 3.
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Dimostrazione. Considero la mappa ¥ : R? — R le cui componenti ¥
j < 3 sono definite da

dove a = (a1, @12, a13, o1, a2g, o3, a3y, aza, ass). Se a soddisfa ¥(a) = 0, allora la

3

Vij(a) = Z @inQjn — Oij,

h=1

7R

matrice
ailz a2 a3
= A21 Q22 (A23
a31 32 33
e ortogonale, cioe A € O(3). Abbiamo
[ 2(1,11 2(1,12 2&13 0 0 0 0 0 0 i
a21 22 @23 ai a2 ais 0 0 0
0¥ (a) _ | @ asz asz 0 0 0 ann ap a3
aa 0 0 0 2&21 2&22 2&23 0 0 0
0 0 0 a31  Az2 Q33  A21 A2 (23
| 0 0 0 0 0 0 2(1,31 2(1,32 2(1,33 i
Dette 71, ..., 76 € R? le righe di 0¥ /da, la relazione

6
> Ar =0, (6.4)
j=1
con A, ..., ¢ € R, puo valere solo se i A; sono tutti nulli. Infatti, dalle prime tre
equazioni scalari in (6.4) otteniamo

2MAL + AAs + A3A5 =0,

dove A1, Ay, Az sono le righe della matrice A, che sono linearmente indipendenti
perché det A = +1, quindi \; = Ay = A\3 = 0. Analogamente, dalle tre equazioni
scalari intermedie otteniamo che anche Ay = A5 = 0 e dalle ultime tre equazioni

scalari si ha che anche A\g = 0.
O

Osservazione 20. SO(3) ¢ una componente connessa di O(3), definita dalle ma-
trici di O(3) con determinante 1. Ne seque che anche SO(3) é una sottovarieta di
R® di dimensione 5.

6.2.3 Gli angoli di Eulero

Introduciamo delle coordinate locali sulla varieta SO(3) delle rotazioni in R®. Ab-
biamo visto che SO(3) corrisponde allinsieme delle configurazioni di un corpo
rigido con un punto fisso, che abbia tre punti non allineati.
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Sia > = Oxyz un riferimento fissato, con O il
punto fisso del corpo ed €1, €5, é3 i versori de-
gli assi di X. Sia inoltre ¥’ = Ox'y’2’ un rife-
rimento solidale al corpo rigido, ed €&, €5, &
i versori degli assi di ¥'. A meno di ruotare
3’ si puo assumere che il piano Oé;€é; non sia
parallelo a Oé’é,. Dall’intersezione dei due
piani risulta definita una retta

é3><ég

={Xen, A eR EN =

detta linea dei nodi.
Introduciamo le seguenti quantita:

I'angolo ¢ tra é; e éx (angolo di precessione);
I'angolo 0 tra é; e €, (angolo di nutazione);
I’angolo ¢ tra éy e €] (angolo di rotazione propria).

Vale la relazione
én = costp €] — sin €. (6.5)

Le quantita ¢, 1, 8 si chiamano angoli di Eulero.

La matrice di rotazione R € SO(3) che porta il riferimento ¥ = Oxyz a
coincidere con ¥/ = Ox'y’z si puo scrivere come prodotto di tre rotazioni passando
da sistemi di riferimento intermedi 3, = Ox1y;121, X2 = Oxaysze (vedi figura).

Prima si fa una rotazione di ¢ attorno a Oz, in modo che I'asse Oz abbia la stessa
orientazione di éy. Poi si esegue una rotazione di 6 attorno a Oz, portando Oz in
Oz, = OZ'. Infine si fa una rotazione di ¢ attorno a Oz’ per arrivare al riferimento
X
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Dette u = (uy,ug, u3) ed v’ = (u},u), us) le coordinate di un vettore 4 € V3
nelle basi {é;, €y, €3} e {€é], é,, é;} rispettivamente, vale la relazione

u= R, R=R® R R}, (6.6)

in cui RY @ la matrice di rotazione di un angolo a attorno all’z-mo asse coordinato:

1 0 0 cosae —sina 0
RV =10 cosa —sina |, R® = | sina cosa 0
0 sina cos 0 0 1

Proposizione 38. Consideriamo un corpo rigido con tre punti Pi, Py, Py non
allineati. La mappa
® R’ x SO(3) — R?

definita da
®(xzo/, R) = (wor + Rz, o + Rah, wor + Raly),

dove x'; sono le coordinate dei punti P; nel riferimento solidale, ¢ un diffeomorfi-
smo sullimmagine ®(R3 x SO(3)).

Dimostrazione. Per la Proposizione 36 sappiamo gia che la mappa ® ¢ iniettiva.
Sia a = (¢, 0, ¢) il vettore degli angoli di Eulero, definito sull’aperto U C R3, che
parametrizza localmente la varieta SO(3). Considero la mappa

x :R* x U — ®(R® x SO(3))
definita da
X(xor, &) = (zor + R(a)x), xor + R(a)xy, xor + R(o)xy).

La sua matrice jacobiana e

ax €, €9 €3 8—:131 W:cl 8—:131
o) 1 0RO /
—_— = €1 €y €3 8—:132 W.’E2 8—:132
Izor, ) OR, .1 OR,1 OR_
€1 €9 €3 %233 %m?) %233

Mostriamo che le colonne C4, ..., Cs di questa matrice sono linearmente indipen-

denti. Assumiamo che valga la relazione
MC+ ...+ XCs =0, (6.7)

per dei coefficienti reali \q,..., As. Facendo la differenza tra la quarta e la prima
equazione in (6.7), tra la quinta e la seconda, e tra la sesta e la terza, si ottiene
I’equazione

Az, — x}) =0, (6.8)
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. cul 9R  OR _ OR
A= 2o OF
MGy +dgg + Mg

Usando le relazioni
/
T;=To + R:cj

la (6.8) si puo scrivere
ART(.’,CQ — wl) = 0,

dove ART & una matrice antisimmetrica.®> In modo simile, facendo la differenza
tra la settima e la prima equazione, tra l'ottava e la seconda, e tra la nona e la
terza, si ottiene

Alxy —x)) = ART (3 — 2;) = 0.

Poiché Py, P,, P; non sono allineati, i vettori o, — &) e x4 — @) sono linearmente
indipendenti, quindi la matrice antisimmetrica ART deve essere necessariamente
nulla, e dunque deve essere nulla anche la matrice A. Abbiamo adesso bisogno del
seguente risultato.

Lemma 2. Sia
_ pB) p) pG)
R= RSD R, R¢

definita come in (6.6). Allora la relazione

OR OR OR
A A + A =0
Yoo Mg T ap T
con coefficienti realt Ay, Ng, N, implica che
Ay = Xg = A, = 0.

Dimostrazione. Omettendo la scritta (1) e (3) nelle matrici Rff),Rél),RS’), in-
dicando con un apice la derivata rispetto all’'unica variabile da cui tali matrici
dipendono, e osservando che

0 -1 0
T T 3) .
RiR,=RIR,=J% =1 0 0|, (6.9)
0 00
00 0
RIRy=JY =0 0 -1 |, (6.10)
01 0

OR OR OR
3infatti le matrici 30 90 bp SONO antisimmetriche, come si vede derivando rispetto a ¥, 6, ¢

la relazione RRT = 1.
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si ottiene

OR OR . OR
Mgy + g e

= MR(R[R)) + MRR)(Rj Ry)Ry + A\,RRR; (RR)RyR,
= R(A\T® + MRETO Ry + AR RS JH Ro Ry ) = 0.

= )\¢R¢R9R;b + A9R¢R/9Rw + A¢R:0R9R¢

Svolgendo i conti I'equazione precedente si scrive

0 —1 0 0 0 —sing
Ao |10 0| +X 0 0 — cos
0O 0 O

sint cos Y 0

0 —cosf  sinfcosy
+ Ay cos 6 0 sinfsiny | =0,
—sinfcosvy sinfsinvy 0
da cui si ottiene
Ay +Aycos0 = 0, (6.11)
Agsiny — Agsinfcosyp = 0, (6.12)
Agcost) + Aysinfsingy = 0. (6.13)

Dalle equazioni (6.12),(6.13) si ottiene
Ao =0, Apsin @ = 0.
Affinché gli angoli di Eulero siano definiti ci deve essere una linea dei nodi, quindi

sin@ # 0, per cui A, = 0. Sostituendo l'ultima relazione in (6.11) si ottiene Ay = 0.
O

Dal lemma precedente si conclude che
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6.2.4 I quaternioni di Hamilton

Nel 1843 William Rowan Hamilton introdusse I'insieme dei quaternioni per poter
operare in modo pitt agevole con le rotazioni di R®. Questo modo di rappresentare
le rotazioni € molto utile, ad esempio, nel campo della robotica.

Un quaternione e un’espressione della forma

g=a+bi+cj+dk (6.14)

dove a,b,c,d € R. 1 quaternoni si possono sommare e moltiplicare tra loro: la
moltiplicazione e distributiva rispetto alla somma e i simboli ¢, 7, k soddisfano le
relazioni

i’ =32 =k*=—1, ijk = —1. (6.15)

Dalle (6.15) si ottiene che

ij=k,  jk=1i,  ki=j,
ik=—j, ji=—-k  kj=—i.

Dato un quaternione q della forma (6.14) introduciamo il suo coniugato
q=a—bt—cy—dk.

La norma di g si definisce come

Iq|l = Va2 + b2 + 2 + &>
e vale la proprieta

lall = vqg (6.16)

g =1
lqlf?

Dalla (6.16) segue che

Se a? 4+ b* +c® 4+ d? = 1, allora il quaternione a + bi + cj + dk si dice unitario.
Utilizzeremo il simbolo u al posto di q per denotare quaternioni unitari. Possiamo
identificare 'insieme dei quaternioni unitari con la sfera unitaria tridimensionale
S3. Osserviamo che si ha

uw =

Un quaternione della forma
vt +yj + zk, x,y,z €R

si dice puro. Utilizzeremo il simbolo p per denotare quaternioni puri. Possiamo
identificare 'insieme dei quaternioni puri con R3.
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Sia w un quaternione unitario. Consideriamo la mappa
R > p — upu =: R,p € R>.

Si verifica facilmente che gli elementi dell'immagine di questa mappa sono quater-
nioni puri. Si pud dimostrare che questa mappa codifica una rotazione di R?, vedi
[12]. Se a = %1 allora R, ¢ la rotazione identica. Altrimenti R,, ¢ la rotazione

dell’angolo
0 = 2arccos a = 2arcsin(vVb? + 2 + d?)
attorno all’asse orientato definito dal vettore (b, ¢, d).
Esercizio 15. Mostrare che si ha
RyRy = Ry,
dove u, v sono quaternioni unitari.
Osservazione 21. La mappa
S? s urs Ry, € SO(3)

e un omomorfismo di gruppi, con nucleo Z,, infatti quaternioni unitari opposti
definiscono la stessa rotazione. Otteniamo quindi I'isomorfismo

S3 /7y ~ SO(3).
Esercizio 16. Calcolare il vettore di R® che si ottiene ruotando (1,2,3) di un
angolo 6 = w/3 attorno all’asse passante per l'origine definito da (1,0, 1).

Soluzione: Considero
p=1+ 27+ 3k,

e calcolo il quaternione unitario w corrispondente alla rotazione scelta. Dalle relazioni

T V3 3 9 2
=cos(=) = —- = —+b+d =1 b=d
a 005(6) 5 c=0, 4—|— + ,
si ottiene /3
3 1 1
u=—+ t+ V6+i+k
2 22 2\/5 2\/_( )
per cui

Rupzupﬁzé(\/6+i+k)(i+2j+3k)(\/6—i—k)

:é<—4+(\/5—2)i+(2\/5—2)j+(3\/5+2)k>(\/5—i—k)
1

=2 ((6 —2VB)i+ (—2V6 +4)j + (2V6 + 10)k>.

Si ottiene quindi il vettore

(3—\/6 \/7675%—\/6)_
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La mappa di Hopf

Interpretando l'insieme dei quaternioni puri come R? (per cui ad esempio ¢ corri-
sponde a (1,0,0)) definiamo la mappa di Hopf

S? > u s uiw € 52 (6.17)
Se u = a+ bt + ¢j + dk allora (6.17) si scrive
(a,b,c,d) — (a® + b* — & — d*, 2(ad + be), 2(bd — ac)).

Le fibre di questa mappa sono circonferenze e questa mappa fornisce un esempio
di fibrazione non banale.*

6.2.5 Formula fondamentale della cinematica rigida

Definizione 15. Definiamo la velocita angolare & di un corpo rigido € come quella
di minima norma tra le velocita angolari di tutti i sistemi di riferimento solidali
rispetto ad un riferimento dato 3.

Verifichiamo che questa e una buona definizione. Si presentano due casi:

Proposizione 39. i) Se € ha 3 punti non allineati allora la sua velocita angolare é
quella di un qualunque riferimento solidale a €. ii) Se invece tutti i punti di € sono
allineati allora la sua velocita angolare ¢ data dalla differenza tra quella di un qua-
lunque riferimento solidale a € e la sua componente in direzione dell’allineamento
dei punti.

Dimostrazione. Consideriamo due riferimenti solidali ', Y”. Denotiamo con &,

&' le velocita angolari di X' rispetto a X e di X" rispetto a ' rispettivamente.
Caso i) La velocita angolare di ¥ rispetto a ¥ e data da &+ &'. Se Py, Py, Py

sono punti del corpo non allineati, dalla (4.6) applicata a P, — P, e a P3 — P; si ha

&' x (Py,— Py) =0, &' x (Py— Py) =0, (6.18)
infatti p p
E(P2_P1)Z/:£<P2_P1)ZH+‘B/X<P2_P1)
e si ha p p
—(Py—P)| =—(P,—P =0
dt< 2 ) >/ dt< 2 ) pL 0

poiché Py, P, sono solidali sia a ¥’ che a ¥”. La seconda relazione in (6.18) si
dimostra in modo analogo. Dalle (6.18) segue che

& =0,

quindi le velocita angolari di >’ e X" rispetto a X sono le stesse.

4si pud scrivere S come un fibrato con base S? e fibre S! che non & diffeomorfo al prodotto
S? x St
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Caso ii) Si considerino due punti Pj, P, del corpo.

Dalla (4.6) abbiamo &' x (P, — P;) = 0, quindi le Py
velocita angolari di ¥/ e ¥ possono differire solo per
una componente lungo la direzione di allineamento.
Concludiamo che per ottenere la velocita angolare di
minima norma tra quelle dei sistemi di riferimento so-
lidali al corpo basta considerare la velocita angolare
di un qualunque sistema di riferimento solidale e sot-
trarre da essa la sua componente lungo la direzione
di allineamento dei punti.

.

O

Definizione 16. Diciamo che un punto P é solidale ad un corpo rigido € se P
ha velocita nulla in tutti i riferimenti ¥’ solidali a € che hanno velocita angolare
di minima norma.

Per quanto detto prima, nel caso in cui € abbia tre punti non allineati, affinché
P sia un punto solidale basta che esso abbia velocita nulla in un qualunque riferi-
mento solidale. Se invece tutti i punti di € sono allineati serve che P abbia velocita
nulla in un riferimento ¥’ tale che la sua velocita angolare rispetto a Y abbia in
ogni istante componente nulla nella direzione dell’allineamento dei punti di €.

Proposizione 40. Indichiamo con ¥y, 0, € V2 le velocita di due punti Py, Py, di
un corpo rigido, o ad esso solidali, relative ad un riferimento . Se il corpo é in
moto con velocita angolare & wvale la formula

ﬁk:ﬁh—i—ﬁx (Pk—Ph) (619)

Dimostrazione. Denotando con ¥/ = O'é}é,é; un sistema di riferimento solidale

al corpo, con velocita angolare & di minima norma, e usando le relazioni (4.7) si
ottiene
17k—6h:6];+601+5 X (Pk—O,)—ﬁ;l—ﬁol—Q X (Ph—O,)
=w X (Pk — Ph>7

in cui abbiamo usato il fatto che le velocita o}, ¥, di Py, P, relative a ¥’ sono nulle.

U
Le relazione (6.19) si chiama formula fondamentale della cinematica rigida.

Esempio 8. Calcoliamo la velocita angolare di un disco D omogeneo di raggio
R che si muove nel piano Ozy, rotolando senza strisciare sull’asse Ox. Usiamo
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come coordinata l'ascissa s del punto di contatto tra il disco e I'asse Ox. Scelto
un riferimento solidale con é; = é3, dall’Osservazione 23 abbiamo

~

W =wes, weER.

Poiché il disco rotola senza strisciare, la velocita vp del punto P del disco a contat-
to con 'asse Ox e nulla. Detto B il baricentro del disco, dalla formula fondamentale
(6.19) si ottiene

6:6P:63+Wé3>< (P—B):Sél—WégXRé2:($+WR)é1

Si trova quindi che

6.2.6 Velocita angolare e angoli di Eulero

Facendo riferimento alla notazione introdotta nella Sezione 6.2.3 dimostriamo la
formula seguente.

Proposizione 41. la velocita angolare di un corpo rigido si puo scrivere in termini
degli angoli di Fulero e delle loro derivate temporali come seque:

=1 +0eéy+ peés. (6.20)
Dimostrazione. Osserviamo che

r_ , _ pB) pl) pB)
e; = Re; , R=R; Ry R},

con le matrici RY definite come in (6.6), per cui, omettendo la scritta (1) e (3) in
queste matrici, si ha

é = Re; = (Ry,RyRy+ Ry Ry Ry+ R, Ry Ry) R) R Rlel =
= [R,RL+ R, (Ry Ry) R + R, Ry (Ry R))) Ry R!] el
Le matrici

aR
6

- ORy
00

ORy
o

sono antisimmetriche, come si vede derivando rispetto a ¢, 0,1 le relazioni

RyRL =p—2RL, RyRj =0—"Rj, RyR)=v¢—"R],

R,R. = RyRj = RyR), =1,
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e si ha
0 -1 0 00 0
%Rgzaaﬂ}zg: 1 00| =J9, %RGT: 00 —1|=Jm,
¥ W 0 00 01 0

in modo analogo a (6.9), (6.10). Inoltre le matrici
T T T
R, Ry R,

rappresentano rispettivamente il cambiamento di base da B a B; e da B a Bs, dove

Bl — {éNaégoaé?)}) BZ == {éN7éw7ég}
con
én = cosyé| —sinyeé, (6.21)
e, = —sinpe; + cos pe,,
éy, = siniy é| + cosy éy, (6.22)

i versori degli assi Oy;, Oyo dei riferimenti intermedi >;, Y5 introdotti nella
Sezione 6.2.3.

Usando la corrispondenza tra matrici antisimmetriche e vettori descritta in
(4.2) notiamo che le matrici

R, (Ry R§) R, R, Ry (Ry RY) Rf R,

scritte nella base B, corrispondono rispettivamente al vettore velocita angolare del
riferimento ¥; = Oéyé,é;3 che ruota di un angolo (t) attorno all’asse Oéy e al
vettore velocita angolare del riferimento 5 = Oéyéy ey che ruota di un angolo
(t) attorno all’asse Oé}. La (6.20) segue allora dalle formule di Poisson.

O

Utilizzando il versore ausiliario e, definito da (6.22), che e ortogonale a éy e
giace nel piano generato da és, €}, possiamo scrivere

A N . ~
é3 = cosf €, +sinf éy. (6.23)
Possiamo quindi scrivere & nella base B’ = {é/, &}, é;} come

& = (¢sinfsint + 6 cos))é, + (¢sinf cos ) — O sin ) ey + (pcos O+ 1) és. (6.24)



6.2. PROPRIETA CINEMATICHE DI UN CORPO RIGIDO 117

6.2.7 Posizioni e velocita dei punti di un corpo rigido

Date le coordinate costanti @f,..., &y dei punti di un corpo rigido discreto in
un riferimento solidale ¥’, le coordinate delle posizioni @, ...,z y e delle velocita
vq,...,vy di questi punti in ¥ sono determinate ad ogni istante dalla posizione
e velocita di un punto O’ solidale al corpo, da una matrice R € SO(3) e dalla
velocita angolare w del corpo:

xr; =xo + R:c;, v; = Vo +w X (mj — 1‘0/). (625)

Le componenti della matrice di rotazione R possono essere espresse in funzione
degli angoli di Eulero ¢, 8,9, e le componenti della velocita angolare w in funzione

di ¢,0,9,$,0,9.

6.2.8 Asse istantaneo di rotazione

Proposizione 42. Se &(t) # 0 ¢ la velocita angolare di un corpo rigido all’istante
t, allora esiste un’unica retta r(t), detta asse istantaneo di rotazione, composta
di punti solidali al corpo che hanno tutti velocita parallela ad &(t) oppure nulla,
ctoe dar punti P solidali al corpo tali che

ﬁpXQ:O.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che dati due punti P, () solidali al corpo,
che all’istante ¢ si trovano su una retta parallela ad @ = &(t), si ha

6p:17Q+QX(P—Q):’l7Q

e dunque
’17p X W= ’l_fQ X .

Quindi ci basta dimostrare che all’istante t esiste un punto F, solidale al corpo
con Up, parallela ad @ oppure nulla. L’asse istantaneo di rotazione corrispondera
allora alla retta passante per Py e parallela a &.

Siano O" un punto solidale al corpo e Il il piano ortogonale a & e passante
per O’. Determiniamo un punto P, € Ilo solidale al corpo e tale che ¥p, X @ = 0.
Moltiplichiamo vettorialmente per & la formula fondamentale relativa a Py e O":

Up, X @ =T X G+ (@ X (P —0)) x & =0o x &+ |[&]*(Py — O,

poiché (Py—0’)-& = 0. Imponendo che la velocita di P, sia parallela ad & oppure
nulla otteniamo

1
PO—O':WQXﬁO/,
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che individua il punto F, cercato. Dalla dimostrazione costruttiva della sua esi-
stenza segue anche I'unicita dell’asse istantaneo di rotazione. O

Osservazione 22. La dimostrazione di questa proposizione € analoga a quella
della Proposizione 5.10, relativa all’asse centrale: basta sostituire Ng, con Up, ed

R con @.

6.2.9 Campo delle velocita di un moto rigido

Il seguente risultato descrive globalmente il campo delle velocita di un moto rigido:

Proposizione 43. Le velocita dei punti solidali al corpo rigido hanno una sim-
metria cilindrica rispetto all’asse istantaneo di rotazione.

Dimostrazione. Assumiamo che & # 0 all’istante ¢ e consideriamo l'asse istantaneo
di rotazione r = r(t). Per quanto mostrato nella Proposizione 42, ci basta mostrare
che tale simmetria sussiste per i punti di un piano ortogonale all’asse r. Dato un
punto P; & r definisco Py = rNIlp, con Ilp, il piano passante per P; e ortogonale a
r. Dato un punto P, sulla circonferenza di centro Fy, raggio | P, — Fy| e ortogonale a
@ consideriamo ’applicazione lineare R che corrisponde ad una rotazione attorno
all’asse r tale che

Py=P+R(P —F).

Per la (6.19) si ha

17P1:’l7p0+(:5><(P1—P0), 17P2:’l7p0+(:5><(P2—P0). (626)
Siccome Up, e @ sono paralleli all’asse,

R’Jpl :17p0 ‘l‘(:j X R(Pl —PQ) :’17]32.
Inoltre dalla prima equazione in (6.26) segue che
ﬁpl'(Pl—Po):O

poiché ¥p, x @ =0e & x (P, — Py) - (P, — Py) = 0.
Quindi, in coordinate cilindriche con asse r(t), la componente radiale della velocita
dei punti solidali al corpo rigido e nulla.

Consideriamo due punti P, ) qualunque solidali al corpo. Scomponiamo le
loro velocita vp, Uy come somma di due vettori ortogonali:

=l

Tp = T, + Tp, G = T + Ty (6.27)
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dove
g ([Wped) o J_ (U)o L
’UP—WW, VUp = Vp — VUp, ’UQ—WUJ, ’UQ —’UQ—’UQ
Dalla formula fondamentale (6.19) segue che
Up - @& = Uy - &, (6.28)

|

quindi le componenti Up, 'Eg lungo I'asse istantaneo di rotazione sono le stesse.
Dalla (6.19), (6.27) e (6.28) si ottiene

Up =05 + @ x (P—Q).

Nel caso particolare in cui () sia un punto dell’asse istantaneo di rotazione si ha
'D’é = 0, per cui

— | =

Up =W x (P—Q).

Viste queste proprieta delle velocita dei punti di un corpo rigido, si parla di
atto di moto elicoidale.’
O

6.3 Moti rigidi piani

Si parla di moto rigido piano se la velocita angolare @ e non nulla e ha direzione
costante, e tutti i punti P solidali al corpo rigido hanno velocita ortogonale a tale
direzione:

Up-w = 0.

Posso dunque fissare un piano di riferimento I ortogonale ad @ in cui studiare il
moto.

Osservazione 23. In un moto rigido piano, se consideriamo un riferimento solidale
al corpo rigido O'é/ é,€l, con €} = €3, ortogonale al piano di riferimento usato per
studiare il moto, la sua velocita angolare & sara sempre parallela a Oés. Per
dimostrarlo basta usare la formula di Poisson

I
wXxe;=e;=e3=0.

Quindi, nel caso di un corpo rigido con tutti i punti allineati, la velocita angolare
di un riferimento solidale ¥’ cosi scelto avra sempre minima norma, in quanto la
sua direzione sara sempre ortogonale alla direzione di allineamento dei punti.

5T’atto di moto ad un dato istante & I’insieme di tutte le velocita a quell’istante.
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Osservazione 24. Consideriamo un moto rigido piano con il piano di riferimento
IT ortogonale al vettore €3 del sistema di riferimento ¥. Sia 6 I’angolo tra due rette
giacenti nel piano II, una solidale al corpo e I'altra fissa in ¥ e assumiamo che 6
cresca quando la retta solidale ruota in senso antiorario attorno all’asse orientato
Oe;. La velocita angolare del corpo rigido che esegue questo moto rigido piano e
data da
(.3 - 9é3

Per dimostrarlo basta scegliere un riferimento solidale ¥’ = O'é} é,€5, con €/ lungo
la direzione della retta solidale, €5 = €3 ed &}, = é; x €. La dimostrazione prosegue
come nell’Esempio 2.

6.3.1 Centro istantaneo di rotazione

Consideriamo un moto rigido piano con piano di riferimento II. In ogni istante
t tale che &(t) # 0 sia r(t) l'asse istantaneo di rotatione: definiamo il centro
istantaneo di rotazione come il punto Cy(t) = r(t) NIL.

Proposizione 44. (teorema di Chasles) In un moto rigido piano il centro
istantaneo di rotazione Cy si trova sulla retta normale alla velocita di ciascuno dei
punti solidali al corpo distinti da Cy.

Dimostrazione. Sia Cj il centro istantaneo di rotazione. Osserviamo che U, = 0
2,0 Co 5
poiché Ug, X & =0, U¢, - @ = 0. Quindi

(P—CQ)'ﬁp:(P—CQ)'(600+U_5X (P—Co))zo
per ogni punto P solidale al corpo. O

Per le proprieta dell’asse istantaneo di rotazione possiamo concludere che in un
moto rigido piano, ad ogni istante ¢, il centro istantaneo di rotazione Cy = Cy(t)
e I'unico punto solidale al corpo che ha velocita nulla. Tale punto e anche detto
centro delle velocita all’istante .

6.3.2 Traiettorie polari

Consideriamo un moto rigido piano e denotiamo con II il piano di riferimento.
Fissiamo in tale piano un riferimento ¥ = Oé;é, ed un riferimento ¥’ = O'é/ €,
solidale al corpo rigido.

Chiamiamo base (o polare fissa) la curva descritta dal centro istantaneo di
rotazione Cy nel riferimento ¥ e rulletta (o polare mobile) la curva descritta
da Cy nel riferimento Y. Possiamo associare alla rulletta un moto relativo al
riferimento ¥ considerando i suoi punti solidali al riferimento X'.
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Definizione 17. Diciamo che due corpi rigidi rotolano senza strisciare [’'uno sul-
l'altro se le velocita dei punti dei corpi a contratto tra loro sono sempre le stesse.
In particolare, si dice che un corpo rigido effettua un moto di puro rotolamento su
un vincolo fisso se le velocita dei punti del corpo a contatto col vincolo sono nulle.

Osservazione 25. Nella definizione precedente incontriamo un altro caso di mo-
to vincolato, quello di puro rotolamento, in cui viene data una condizione sulle
velocita dei punti del sistema.

Proposizione 45. Durante il moto la rulletta rotola senza strisciare sulla base.

Dimostrazione. Ad ogni istante 7 tale che @(#) # 0 esiste un unico centro istan-
taneo di rotazione Cy. Dato il moto di un punto ¢ — P(t) vale la relazione
seguente

Up = Vo +Up+ & x (P -0,

in cui Up, U sono le velocita di P in ¥ e X', v ¢ la velocita dell’origine O’ di ¥’
e @ ¢ la velocita angolare di ¥’ rispetto a 3.5

Consideriamo il moto ¢ — P(t) del punto che rappresenta ad ogni istante il
centro istantaneo di rotazione, visto in ¥ e in Y. All'istante ¢ si ha

P:CO.

Allo stesso punto possiamo attribuire tre velocita diverse al tempo ¢: 1) la velocita
Vo, = 0 del centro delle velocit; 2) la velocita ¥p del punto P in X, utile per
descrivere la polare fissa; 3) la velocita ¥ del punto P in ¥, utile per descrivere
la polare mobile. Dalla formula fondamentale della cinematica rigida si ha

0 = ¢, = Vo + & x (Cy — O)

e, usando la relazione

P =C

all’istante ¢, si ottiene che

Up = Up
a tale istante, quindi la base b e la rulletta v sono tangenti nel loro punto di
contatto P = Cj. Essendo la rulletta solidale al corpo rigido, la velocita del suo
punto Cj a contatto con la base e nulla, quindi si ha un moto di puro rotolamento

di vsub.
O

6si intende la velocitd angolare di un riferimento rispetto all’altro completando entrambi i

riferimenti con un versore comune é3 = é5 ortogonale al piano di riferimento II.
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Esempio 9. Si calcolino la base e la rulletta nel caso di un’asta di lunghezza £ che
st puo muovere in un piano mantenendo i due estremi A, C sugli assi coordinati
di un sistema di riferimento ¥ = Oé é,.

Introduciamo un sistema di riferimento ¥’ = Aé|é, con l'asse Aé] diretto
lungo 'asta. Per il teorema di Chasles, le coordinate in 3 del centro istantaneo di
rotazione dell’asta sono

xo =4Lsinf, yo=/{cosb.
Ne segue che 'equazione della base e
xd + yo = 2,

che ¢ una circonferenza di raggio ¢ centrata nell’ origine O. Indicate con zf, , y¢,
le coordinate di Cy in ¥ si ha

/
Tc, = xa + Rxg,,

dove

Lo, = (xcoayCO)Ta Ty = (O’ECOSH)T7 wlCo = (x/C’o’y/C’O)T

ed

sinf cosf
R= [ —cosf sinf }

¢ la matrice con componenti Ry, = €, - €.
Si ottiene che

Tp, = (sin®0, yg, = (sinfcosf.

Dalla relazione precedente si ha
” 2 2 2
e, + Yo, = €7 sin” 0 = lxg,,
che si puo anche scrivere

AR Iz
(s, = 5) +98 =7

ed e I'equazione di una circonferenza di raggio ¢/2 centrata nel centro B dell’asta.
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6.3.3 Profili coniugati

Consideriamo pil in generale una curva piana c solidale al corpo rigido. Sia v la
curva che corrisponde all'inviluppo della famiglia {¢; };, definita dal moto del corpo
rigido al variare del tempo ¢.” Le curve c e 7 si chiamano profili coniugati.

Proposizione 46. La normale comune alle curve c e v nel loro punto di contatto
P passa ad ogni istante per il centro istantaneo di rotazione.

Dimostrazione. Sia P il punto della curva ¢ a contatto con v e Cj il centro istan-
taneo di rotazione. Se P = () non c’¢ nulla da dimostrare. Se invece P # C
possiamo assumere che il riferimento solidale abbia origine O" = P e, dalla relazione

_»p :17O/+17;3+(4—5 X (P—O,),
si ottiene
Vo = Up — Up.
Osserviamo che Tor # 0 perché O' # C,. Siccome ~ ¢ inviluppo della famiglia
di curve {¢;}; si ha Up || U, quindi il vettore Up & tangente alle curve ¢ e 7 in
P e, per il teorema di Chasles, il centro istantaneo di rotazione Cj si trova sulla

normale alle due curve passante da P.
O

6.3.4 Campo delle accelerazioni

Dato un moto rigido piano, sia ¥’ = O’é/ €, un sistema di riferimento solidale al
corpo rigido nel piano di riferimento e sia é; = é| x é,. Per ogni punto P solidale
al corpo, dalle (4.7), (4.8) si ottiene

’Jp = 170/ +(:5 X (P — O/), (629)
dp = Go4+@GxX(P—0)+&x (& x (P—-0") (6.30)
poiché ¥ = @) = 0.
Dalla (6.30) si ottiene subito il seguente risultato:
Proposizione 47. (teorema di Rivals) In un moto rigido piano l’accelerazione
di qualsiast punto P solidale al corpo rigido ¢ data dalla somma dell’accelerazione

di un dato punto O solidale e dell’accelerazione che avrebbe P in un moto rotatorio
con velocita angolare @ attorno alla normale al piano di riferimento per O .

Dalla stessa relazione si ottiene anche il seguente risultato:

"L’inviluppo di una famiglia di curve {c;}; ¢ una curva che ¢ tangente in ogni suo punto ad
una curva ¢; della famiglia.
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Proposizione 48. Se @ # 0, esiste un unico punto del piano, detto centro delle
accelerazioni, la cui accelerazione € nulla.

Dimostrazione. Annullando il membro destro della (6.30) si ottiene I'equazione
o +@ X (P—0)+& x (& x (P—0"))=0.

Dette (x,y) le coordinate di P — O’ in ¥ si ottengono le equazioni

2r=0

{i'ol — wy — W
jor +wr — w?y =0
per le coordinate (Zor,9o/) dell’accelerazione dos in ¥, e queste equazioni hanno
un’unica soluzione poiché w* + w? # 0.
O

6.4 Operatore di inerzia

Per studiare il moto di un corpo rigido € & utile introdurre 'operatore di inerzia®

Jg : V3 — V3 rispetto al polo Q € E?, definito da
N
Joti =Y _ mu(Py— Q) x [d x (P, — Q)] TRAA
h=1

Proposizione 49. Per ogni scelta del polo Q) applicazione bilineare
VEx V23 (6,0) = 4 -JoB €R
e simmetrica e, se il corpo € ha tre punti non allineati, é definita positiva.

Dimostrazione. Dalle proprieta del prodotto misto e dalla simmetria del prodotto
scalare abbiamo la simmetria dell’operatore Jg, infatti

N
ﬁjQ’JZ mh[l_l:X(Ph—Q)][6X(Ph—Q)]:6jQﬁ
h=1
Similmente si ha

ﬁjQﬁ: mh|ﬁ>< (Ph—Q)|2

1

e, se ci sono tre punti non allineati, almeno un addendo della sommatoria e stret-
tamente positivo. Se tutti i punti del corpo sono allineati ed € € V3, |é] = 1,
corrisponde alla direzione della retta di allineamento, allora € - Jpé = 0 se () sta

su tale retta.

N
h=

O

8detto anche tensore di inerzia.
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Scomposizione dell’operatore di inerzia

Si verifica facilmente che
Jot = Jpti+m(B — Q) x [1i x (B - Q)] Vi € V2, (6.31)

infatti

2
D

N
@ = Y mp(Ph—Q) x [ x (P, — Q)] =
h=1 N
= > mu(Py— B) x [d@ x (P, — B)| + > _mp(B—Q) x [i x (P, — B)] +
N N
+ > mu(Ph—B) x[@x (B=Q)+>_ mnyB-Q)x[ix(B-Q)
h=1 h=1
e si ha
N —
> mn(B—-Q) x [i x (P, — B thph_ x[d x (B-Q)]=0.
h=1
Dati un punto @ € E? ed una direzione é € V*,|é| = 1, definiamo momento di

inerzia relativo all’asse (Q¢é, passante da () e parallelo a é, la quantita

Osserviamo che se Q' € un altro punto qualsiasi dell’asse Q€ si ha

[Q/ th\ex Ph— th|e>< Ph_ ) (Q_Q/>”2

- th|é X (Ph = Q) = Ige,
h=1

quindi il momento di inerzia /e non dipende dal particolare polo () scelto sull’asse.
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Abbiamo il seguente

Proposizione 50. (Huygens-Steiner) Vale la se-
gquente proprieta:

_[Qé = IBé + m|é X (B — Q)|2, (632) B
in cui B e il baricentro del corpo rigido. e
Dimostrazione. 11 risultato si ottiene subito calcolando Q
é - Jpé tramite la (6.31). e x (B —-Q)
O

Osservazione 26. Dalla (6.32) seque che

Ige = min Ipe.
Be QeE Qe

La relazione (6.32) si chiama teorema di Huygens-Steiner.

Matrice di inerzia

Fissata una base {€], é,, é,}, 'operatore di inerzia Jg si scrive tramite la seguente
matrice

Iy Ly Iis
[Q - 121 ]22 123 5 [ij - é; . jQé;
I3y I3p I3
Piu precisamente, posto
Ph—QISL’héll—i-yhé/Q—FZhég, hzl,...,N, (633)

si ha

N N N
I, = th(yi +22); Iy = th(:ci +z); Iss = th(:ci +43);
h=1 h=1 h=1

N N N
Iy = — E mpTryn; L3 = — E MRLH 20 I3 = — E MAYRZh-
h=1 h=1 h=1

Infatti

N
Ly =) mné; x (P~ Q)& x (P, —Q),
h=1
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con

€l X (Ph—Q) = ynés— 2,€y,
€, X (P, — Q) = z,€] — 1,65,
és X (P, — Q)

~/ ~/
Th€y — Yn€y.

Simmetrie e momenti principali di Inerzia

Gli autovalori dell’operatore J¢ si chiamano momenti principali di inerzia e le
direzioni degli autovettori si dicono direzioni principali di inerzia. Piu sempli-
cemente si parlera anche di momenti e direzioni principali.

La matrice di inerzia e simmetrica, dunque per il teorema spettrale essa e
diagonalizzabile in una base ortonormale {é),é,, é,}. Possiamo quindi trovare
una matrice di cambiamento di base B che corrisponda ad una rotazione e che
porti la matrice di inerzia in forma diagonale, cioe

L 0 0
B'IgB=| 0 L, 0 |,
0 0 Iy

. C NV .
dove Iy, I5, I3 sono i momenti principali di inerzia. Una base {€é}, €}, é;} in cui I
si scrive in forma diagonale si dice base principale (di inerzia).

Osservazione 27. Dato un corpo rigido, il fatto che B sia una base principale per
Uoperatore di inerzia Jg dipende dalla scelta del polo Q.

Si consideri ad esempio un corpo rigido fomato da tre masse

uguali m poste ai vertici A, B, C' di un triangolo equilatero 7 ¢

di lato £. Sia D il punto medio del lato AB e h laltezza di

T. Mostriamo che il segmento AB individua una direzione

principale di inerzia per Jp, ma non per J4. Osserviamo

che la direzione ortogonale al piano di 7 e sempre principale, A D B
qualunque sia il polo ) scelto nel piano di T .

Infatti, scelta la base €, é}, 5 con

L, _B-A (B—A)x (C—4)
Lo B-A (B = A) x(C=A)]

A
63—

si ha sempre
i3 =1 =0

perché la terza coordinata di tutti i punti del corpo e nulla. Si ha inoltre, con
ovvio significato dei simboli,

D _ ~ Al
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perché se l'origine delle coordinate & D, cioe se poniamo () = D nella (6.33), si ha

Ty = —Ip, xc=ya=yp=0.
D’altra parte

I[y=¢)-T4éy=¢] - [m(B—A) x (€ x (B—A)+m(C - A) x (& x (C— A))]
=mé, - [|B—Al’éy —[(B—A)-&)(B— A)+|C — Al’é; — [(C — A) - &](C — A)]

3
——ml(C = 4)- (€ — 4)- &) = ~Lome2 20,
Dimostriamo alcune proprieta dei momenti e degli assi principali di inerzia.
Proposizione 51. Valgono le sequenti proprieta:

(i) Se esiste un piano 11 di simmetria per riflessione (cioé, detta R : E* — E? la
riflessione rispetto a 11, ad ogni punto P di massa m del corpo corrisponde un
altro punto RP del corpo con la stessa massa) allora la direzione ortogonale
al piano 11 e principale per Jg, dove Q) € un qualunque punto di II.

(i) Se esiste un asse r di simmetria per rotazione (cioé, per ogni punto P di
massa m del corpo esiste un intero k > 1 tale che, detta Ry, : E> — E3 la
rotazione di 27 /k attorno ad r, i punti dell’orbita {RIP},—o _x—1 di P sotto
l’azione del gruppo ciclico generato da Ry corrispondono ad altri punti del
corpo con la stessa massa m) allora la direzione dell’asse r é principale per
Jg, dove Q) é un qualunque punto di r.

Inoltre, se {€],€,, €5} é una base principale per Jg,

(iii) I momenti principali di inerzia soddisfano Iy < Iy + I3 e si ha Iy = Iy + I3
solo quando il corpo rigido é piano, e sta nel piano Q€L€y.

(iv) Sia U un autovettore di Jo con autovalore .

1. Se ¥ =wvi€;+v;€}, i,j €{1,2,3},i# j eviw; # 0, allora tutti i vettori
del piano generato da €., é} definiscono direzioni principali di inerzia
con lo stesso valore A = I; = I; del momento principale.

2. 8e v =%°

i1 vjé;», v; # 0 Vj, allora Jg € un multiplo dell’identita,
quindi tutte le direzioni sono principali.

Dimostrazione. (i) Consideriamo un riferimento Qé}é,é5, dove () & un punto del
piano II e l'asse €} e ortogonale a II. Osserviamo che I13 = Io3 = 0 perché, dette
ZTh, Yn, 2n le coordinate di un punto P, del corpo, se z;, = 0 questo non contribuisce
alla somma che definisce Iy3, I»3. Se invece z; # 0 esiste un altro punto P del
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corpo con la stessa massa e tale che x, = i, yn = Y, 2n = —2k, quindi i contributi

dei due punti a I3, I3 sono opposti.

.. L e ) Al Ay . , o
(i) Consideriamo un riferimento Q€' é,€}, dove @) ¢ un punto dell’asse r e Qéj = 7.
Osserviamo che [13 = Is3 = 0. Dimostriamo che il numero complesso I3 + 153

e nullo, dove ¢ e I'unita immaginaria. Infatti possiamo trovare s interi ki, ...

dove ogni kj & > 1e Y% k;j = N, tali che

[13 + i[23 = — Z mh<£L’h + iyh)zh = — Z m;z; Z wéj (SL’]' + iyj)
h=1 j=1 1=0
dove wy; = e?™/k; - Si conclude utilizzando il fatto che per ogni k € N si ha

k—1 k

wp — 1
wh = =k =0.

WE — 1

h=0

(iii) Segue direttamente dalle formule per [;;,j5 = 1,2, 3.

. C e Al T oAl = 3 T
(iv) Dalle relazioni Jgpé’ = I;€}, ¥ =), _, v.€) si ha

3 3

k=1 k=1

7k8’

Dall’'unicita della rappresentazione di un vettore come combinazione lineare degli
elementi della base abbiamo A = [ se vy # 0. Da qui segue la tesi, infatti se
Jg€é; = Néj, Jp€); = A€}, con i # j allora ogni combinazione lineare aé] + €]

(a, B € R) & un autovettore di Jg con autovalore A:

Jo(a€, + BE)) = aé, + BAE, = Maé) + B€)).

. . = 3 ~
Se inoltre troviamo un autovettore v = Zj:l v;€’. con vivgug # 0 allora I = I, =

173
I3 e la matrice di inerzia e un multiplo dell’identita.

O

Esercizio 17. Consideriamo un corpo rigido costituito da N punti di uguale massa
m, posti ai vertici di uno dei cinque poliedri platonici, cioé il tetraedro, il cubo,
Pottaedro, il dodecaedro e l'icosaedro (N puo essere uguale a 4,8,12). Dimostrare
che ogni direzione e principale per l'operatore di inerzia Jg relativo al baricentro

B.
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6.5 Momento angolare ed energia cinetica di un
corpo rigido

Fissiamo un riferimento > = O é;é,€é3. Dato un corpo rigido €, usando la formula
fondamentale (6.19) abbiamo

My = Y mu(Py— Q) x [lor+& x (P, — O)] = (6.34)
h=1
m(B — Q) X 170/ —+ JQQ —+ m(B — Q) X [w X (Q — O/)] (635)

3 3

B— Q) x g + Joid.

Osserviamo che nella (6.34) le velocita vpr, Ug sono quelle di punti solidali a €.

La formula (6.34) si semplifica in
Mg = Jo@
per v = 0 oppure per () = B.
Utilizzando la (6.19) possiamo anche rappresentare ’energia cinetica come

1 1
T = §m|170/|2 + mw - (B — O/) X Uor + 5(3 - Jorw

Se scegliamo O" = B otteniamo la versione per i corpi rigidi del teorema di Konig:

1 1
T = 5m|ﬁ]_g|2 + 5@ - Jpa. (6.36)

Se vp: = 0 otteniamo

T=-w Jow.

N —

6.6 Corpi rigidi continui

Si distinguono corpi continui a 1, 2 e 3 dimensioni, a cui si attribuiscono rispet-
tivamente una densita lineare, di superficie e di volume, denotate con A, o, p.
Consideriamo 1'ultimo caso, che ¢ il piu generale. La discussione relativa agli altri
casi e simile. Sia
p:R* = RYU{0}, x' — p(x')

la densita di volume, dove &’ sono coordinate in un riferimento solidale »'. As-
sumiamo che p sia integrabile sull’insieme C' C R?® delle coordinate dei punti
del corpo relative a ¥’. Se il corpo rigido non & soggetto ad altri vincoli, una
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parametrizzazione locale dell’insieme delle configurazioni del corpo e data dalla
mappa
R" > q+— x(q;T') = zo + Rz’ € R?, (6.37)
con q = (xo, ) ed R = R(a), dove o« = (¢, 0,1) sono gli angoli di Eulero (vedi
Sezione 6.2.3).
Le velocita dei punti del corpo si ottengono dalla mappa (6.37):

R" x R" 3 (q,q) — v(q,¢; x') = vor + w x Rz’ € R?, (6.38)

con q = (vor, &), w = w(a, @).

Introduciamo le definizioni delle quantita dinamiche sostituendo alla somma
finita l'integrale sull’insieme C' occupato dal corpo. L’insieme C' viene definito in
un riferimento solidale al corpo, in modo che C' non cambi col tempo.

MASSA TOTALE
m:/p(:c')d:c’
c

m(xp — xor) = /Cp(:v’)R:v’d:v’ = R/C,o(m’)m’dw’ (6.39)

BARICENTRO

Osservazione 28. Se O’ = B si ottiene
/ p(x)x'de’ = 0.
c
QUANTITA DI MOTO

p = / p(xv(q,q; ' )dx’ = / p(x')(vor + w x Rx')dx'
c c
= muo +w X R/ p(x)x'de’ = mvo + mw x (xp — o)
c
= mvo +m(vg — vo) = mup.

MOMENTO ANGOLARE RISPETTO A € [E?

My = [ pla)(xlaia) - wq) % via. & a)o

(6.40)
= / p(x)(xo + Rx' — xg) X (vor +w x Ra')dx'
c
Introduciamo la matrice di inerzia I, definita da
low = [ ple)x(@ ) - 20) x [ux (x(gia') - o)da’
¢ (6.41)

= /Cp(:c’)(mO/ + Rx' — xg) X [u x (xo + Rx' — xg)]dx’
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per ogni u € R3. Se O’ = Q la (6.41) assume l'espressione pilt semplice

Iou = /Cp(w’)R:I:’ X (u x Rz')dx'
e la (6.40) si scrive

M, = / p(x')Rx' x (vg + w x Ra')dx' = / p(x")Rx'dx' x vg + Iqw =
c c
= m(xp —xg) X vg + Iow.

MOMENTI DI INERZIA
Le componenti I;; della matrice di inerzia /o in una base solidale {é}, &, &5}
sl scrivono

L; = / p(x)(e; x ') - (e; x &')dx'
c
ENERGIA CINETICA

1 1

b= _/P(w')\v(qﬂi;w')ﬁdw/:_/P(w/)|v0/+w><Rw’|2dw'=
2 C 2 C

1 1

= §m|fvo/|2 +/ p(xvor - w x Rx'dx’ + Jw Iow =
c

1 , 1

= §m|’vo/| + mvo - w X (mB — wol) + 5(4) -Torw
Osservazione 29. Se O' = B si ottiene
1 1
T= §m|v3|2 + Fw Ipw.

Esercizio 18. Mostrare che vale il teorema di scomposizione di M.

Si introduce la densita di forza f(q, q;x’).
RISULTANTE DELLE FORZE

R- [ fla.ga)i
c
MOMENTO RISULTANTE DELLE FORZE RISPETTO A () € E?
No= [ (xlaie!) - @) x fla.4:'da’
c
Se O' = @ si ottiene I'espressione piu semplice

No~ [ ha'x fla.¢:a)ds'
C
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Esempio 10. (forza di gravita) Con una scelta opportuna del riferimento abbiamo
fla,q;2') = —p(z')ges,

per cui la risultante e

R = /Cf(q,ti; ') dx’ = —mges,
ed il momento risultante rispetto ad un polo @) ¢é
No = | Re'xl=pla’lgeslda’ = R [ pla'a'da’(~ges) = (an—aq)x(~mges)
in cui abbiamo usato la relazione (6.39) con O = Q.
Esempio 11. (forza centrifuga) Se w ¢ la velocita angolare abbiamo
flg.¢;2') = —p(a)w x (w x Rx'),

per cui, usando (6.39), la risultante é

R = /Cf(q,q; ') dr' = —mw x (w X (xg — xor)),
ed il momento risultante rispetto ad un polo Q ¢é (scegliendo O' = Q)

Ng = - /Cp(w’)R:I:’ X (w X (w x Rx')) dx’ =

= —/ p(')(w - Re")Rx' x wdx'.
c

6.7 Esercizi

Esercizio 19. Si fissi un sistema di riferimento Oxyz e si consideri un corpo
rigido C formato da § punti materiali Py, ..., Py di massa m posti ai vertici di un
cubo di lato 0. Il punto Py del corpo si trova nell’origine O e i tre spigoli del cubo
contenenti Py giacciono sugli assi Ox,Oy, Oz (vedi figura).

i) Sia B il baricentro del corpo rigido. Calcolare il momento di inerzia di C
rispetto al’asse passante per O e B.

ii) Consideriamo il vettore €, di coordinate (o, 3,7), con o, 5,7 € R, |é] =
1. Calcolare il momento di inerzia di C rispetto all’asse passante per O e
parallelo ad é.
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Yy
Pyp--mmmes P
By T/’/ ”””” 7/1/D7 3
: - B : |
P+=0
- o
P/ 77777 +Py
z
Soluzione. i) Posto
o — B-0

il momento di inerzia rispetto all’asse passante per O e B si scrive

Osserviamo che il momento di inerzia rispetto ad un asse non dipende dal polo scelto
sull’asse, quindi

Toep = Ipeég-
Per il corpo rigido considerato ogni asse passante per il baricentro e principale e si ha
Ipep = Ipe,
dove é & un qualunque vettore unitario. Scegliendo ad esempio é = €; e considerato che
tutti i punti del corpo si trovano a distanza d = @E dall’asse Oéq, si trova
IOéB = 8md2 = 4m€2

ii) Sia é il vettore unitario di coordinate («, 3,7). Per il teorema di Huygens-Steiner
si ha
Ipe = Ipe + (8m)d”,
dove
Ige = 4m/l?

per il risultato del punto precedente e d ¢ la distanza tra gli assi Oé e Bé. Quest’ultima
¢ data da

d=|(B—0)xé|= %\/1—046—&7—5%
infatti

(B-0)xeée=

SL—ér+ (v~ )és + (a — P)és].

In conclusione si ottiene

Ipe = 4ml*(2 — aff — ay — B).
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Esercizio 20. Calcolare 1 momenti principali di inerzia rispetto al polo O del disco
non omogeneo di raggio 2R rappresentato in figura. La parte scura del disco ha
densita costante 2, mentre la parte chiara ha densita p, con p > 0. Le curve che
separano le due parti sono semicirconferenze di raggio R.

Y

Soluzione. ...
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Capitolo 7

Sistemi vincolati

Introduciamo le diverse classificazioni dei vincoli e presentiamo il problema dello studio
del moto vincolato in cui, oltre al moto, appaiono come incognite anche le forze di
reazione dei vincoli.

7.1 Vincoli e reazioni vincolari

I vincoli sono una restrizione dell’insieme delle posizioni e velocita dei punti del
sistema. Queste restrizioni si ottengono imponendo delle relazioni (equazioni o
disequazioni) che possono coinvolgere le coordinate delle posizioni dei punti, quelle
delle loro velocita ed il tempo. Se in tali relazioni appaiono delle disequazioni,
che non si possono ridurre ad equazioni!, allora i vincoli si dicono unilaterali.
Altrimenti si dicono bilaterali. Nel seguito tratteremo esclusivamente il caso dei
vincoli bilaterali. Inoltre, i vincoli si dicono fissi se nelle relazioni che li definiscono
non appare esplicitamente il tempo t. Se invece il tempo vi appare tali vincoli si
dicono mobili.

Con il termine ‘vincoli’ indicheremo anche i mezzi materiali con cui vengono
attuate queste restrizioni alle posizioni e velocita.

Esempi elementari di sistemi meccanici con vincoli bilaterali che si incontrano
comunemente sono i seguenti: 1) un punto materiale vincolato ad una curva o
una superficie, 2) un insieme di punti materiali che mantengono invariata la loro
distanza mutua (cioé un corpo rigido), 3) un corpo rigido che rotola senza strisciare
su una superficie.

Consideriamo un sistema di N punti materiali di masse mq,...,my sogget-
to a vincoli bilaterali. Tipicamente questi vincoli sono definiti da un’equazione

vettoriale della forma
a(xz,t)+ B(z,t)v =0, (7.1)

tad esempio il sistema f(z) > 0, f(x) < 0 si riduce a f(x) = 0.

137
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dove & = (x1,...,xy), v = (v1,...,vxN) denotano le coordinate delle posizioni e
delle velocita dei punti, a & un vettore di R* e B una matrice di dimensioni k x 3N,
entrambi con coefficienti che sono funzioni di (x,t) di classe C?. Osserviamo che
in (7.1) la dipendenza dalle velocita ¢ lineare.

Affinche queste equazioni siano soddisfatte si assume che i vincoli esercitino
delle forze ®; sui punti del sistema, che si chiamano reazioni vincolari. Anche
in presenza di vincoli assumiamo che valgano le equazioni di Newton, che in questo
caso si scrivono nella forma

m;&;(t) = Fj(x(t), z(t),t) + ®;(t), j=1...N.

Le reazioni vincolari ®; si aggiungono alle forze attive Fj, ma sono di natura
diversa, in quanto le F}; sono funzioni note dello stato cinetico dei punti del sistema
mentre le ®; sono incognite da determinarsi insieme al moto del sistema. Quindi,
risolvere un problema di moto vincolato significa trovare il moto ¢t — x(t) e le
reazioni vincolari ®;(¢). Vedremo che per risolvere tale problema & necessario
aggiungere delle ipotesi sulle reazioni vincolari.

7.1.1 Coppie cinematiche

Altri esempi di vincoli sono dati dalle coppie cinematiche. Se due corpi rigidi
sono vincolati in modo tale che una superficie o; solidale al primo resti sempre a
contatto con una superficie o, solidale al secondo, allora si dice che i due corpi
(o le due superfici) formano una coppia cinematica. I tipi principali di coppie
cinematiche sono i seguenti:

1. coppia prismatica: o; e 05 sono superfici cilindriche uguali, non di rotazio-
ne, per cui ¢ possibile solo un moto traslatorio di un corpo rispetto all’altro
lungo una direzione, che e quella delle generatrici del cilindro;

2. coppia rotoidale: o, e 05 sono superfici di rotazione uguali e coassiali, per
cui e possibile solo un moto rotatorio di un corpo rispetto all’altro. L’asse
comune alle due superfici si dice asse della coppia. Esse formano una
cerniera cilindrica, che puo essere fissa oppure mobile;

3. coppia elicoidale: o; e 05 sono superfici elicoidali uguali e coassiali. L’asse
comune alle due superfici si dice asse della coppia. In questo caso in cor-
rispondenza ad un moto traslatorio si ha anche un moto rotatorio ad esso
correlato: si ha una traslazione di p (detto passo dell’elica) in direzione
dell’asse della coppia quando o, ruota di 27 rispetto a oy.

4. coppia rototraslatoria: o; e oy sono superfici di rotazione, cilindriche,
uguali e coassiali, con sezione circolare. L’asse della coppia corrisponde al-
I’asse comune dei due cilindri. E possibile che i due corpi svolgano, 1'uno
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rispetto all’altro, sia un moto traslatorio lungo la direzione dell’asse della
coppia che un moto rotatorio attorno allo stesso asse;

5. coppia sferica: oy e 0y sono sfere concentriche uguali, o porzioni di esse. Il
centro delle due sfere si chiama centro della coppia.

Definiamo catena cinematica un sistema di corpi rigidi collegati con coppie
cinematiche, tali che il moto relativo di ognuna di esse abbia un solo grado di
liberta.

Esempio 12. Chiamiamo manovellismo una catena cinematica costituita da
quattro corpi che si muovono in un piano e sono disposti come in figura: in base
alle loro funzioni questi corpi si dicono biella, manovella, guida e corsoio. La
guida e il corsoio formano una coppia prismatica; gli altri corpi sono collegati tra
loro da coppie rotoidali. L’estremo C' della manovella e fissato tramite una cerniera
cilindrica. Se la distanza h tra C' e la guida e nulla allora il manovellismo si dice
centrato.

biella manovella
C
h
L1 R
COrsoio guida

7.1.2 Studio del moto vincolato

Mostriamo alcuni esempi elementari che illustrano i problemi che si incontrano
nello studio del moto vincolato.

Punto materiale su una curva

Come primo esempio consideriamo il caso di un punto materiale vincolato a muo-
versi su una curva regolare in R?. Introduciamo la base di Frénet, che ¢ una
base naturale sulla quale si possono proiettare le equazioni di Newton.

Consideriamo una curva regolare v : R — R3, parametrizzata per lunghezza
d’arco s. Indicando con ' la derivata rispetto al parametro s si ha

/ I (0)ldo = s,
0

o anche
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per ogni valore di s scelto nell’intervallo di definizione di . Allora si ottiene

)Y (5(1)), (7.2)
t)y :

: 7" (s)
e(s) =7'(s), en(s) = ey(s) = ei(s) x ey(s).
Poiché s e il parametro arco si ha
e(s) -efs)=1, Vs. (7.3)

Derivando la relazione (7.3) rispetto ad s si ottiene
e(s) - en(s)=0.

La funzione k(s) = |¥”(s)| si chiama curvatura della curva . Con questa
notazione si ha

& = §%k(s)en(s) + seq(s).

I vettori e4(s), e,(s), ep(s) si chiamano rispettivamente vettore tangente, nor-
male e binormale.

Supponiamo che il punto sia soggetto ad una forza F'(x,&,t) e alla reazione
vincolare ® che costringe il punto a restare sulla curva v. L’equazione di Newton
si scrive

mi(t) = F(x(t), &(t),t) + B(t), (7.4)

dove le incognite sono il moto ¢ +— x(t) e la reazione vincolare ® che dipende
da esso. Se sostituiamo le formule (7.2) nell’equazione (7.4) e proiettiamo questa
equazione sulla base di Frénet si ottiene

m§ = Fy(s, s,t) + &y,
ms’k(s) = F,(s,5,t) + @, (7.5)
0 :Fb(s, é,t) +(I>b,

dove F;, F,, Fy, ®,, ®,,, P, sono le componenti della forza F' e della reazione vinco-
lare ® lungo i vettori di questa base.

Gia nel semplice esempio di un punto materiale vincolato ad una curva regolare
si vede che, per determinare il moto s(¢) e la reazione vincolare ®(t), & necessario
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fare delle ipotesi aggiuntive. Un’ipotesi comune e assumere che la reazione vinco-
lare sia ortogonale alla curva (vincolo liscio, o privo di attrito). Questa ipotesi si
scrive in modo naturale nella base di Frénet:

(I)t =¢. €e; = 0.
In questo caso la prima equazione in (7.5) si scrive
ms = Fy(s, s,t).

Poiché questa equazione non contiene reazioni vincolari, da essa si puo determi-
nare il moto ¢ — s(t). Sostituendo s(t), $(¢) nelle altre due equazioni in (7.5) si
ottengono le componenti ®,,, ®, della reazione vincolare ortogonali al vincolo in
funzione del tempo t:

D, = —F,(s, $,t) + ms*k(s), O, = —Fy(s, 8,1).

Sottolineamo che la soluzione del problema dipende dall’ipotesi fatta sulla reazione
vincolare.

Esercizio 21. Determinare il moto e la reazione vincolare per una particella di
massa m vincolata a muoversi su una circonferenza di raggio R scabra, assumendo
che valga la legge di Coulomb-Morin

o, = —ﬁ\/(b% + 32,
S

11 pendolo

Si fissi un riferimento Oéé5, con l'asse Oé; verticale
discendente. Consideriamo un pendolo, costituito da un - -
punto materiale P di massa m fissato ad un estremo ‘ N
di una sbarretta di lunghezza ¢ e massa trascurabile. Il ,
punto e quindi vincolato a muoversi su una circonferenza '
di centro O e raggio . Assumiamo che il sistema sia .
soggetto alla forza di gravita, di accelerazione g, e che ~
la reazione vincolare ® sia diretta lungo la sbarretta, e

quindi ortogonale alla circonferenza (vedi figura).

L’equazione di Newton si scrive
mi& = mge; + Pe,, (7.6)
in cui, detto 6 I'angolo tra il pendolo e la direzione verticale,

e, = cosfle; + sinfe,
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individua la direzione della reazione vincolare. Sia inoltre
ey = —sinfe; + cosbes.
Usando le relazioni
x = —EéZep + Eéeg, e, = cosfle, — sinfey

e proiettando 'equazione (7.6) lungo e, ed ey si ottiene

b+ % sin® = 0, (7.7)
. P
02+%0059+m—€ = 0. (7.8)

La (7.7) & 'equazione del moto del pendolo e corrisponde all’equazione del moto
unidimensionale

b=-V'(0), V()= —% cos 0.

Infine, dalla relazione (7.8) si puo ricavare la reazione vincolare.

Concludiamo la discussione di questo esempio mostrando il ritratto di fase:

15 £

1

Figura 7.1: Sopra: grafico dell’energia potenziale V(¢) del pendolo. Sotto: curve
di livello dell’energia totale E(6,0) = 16 + V ().
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7.2 Varieta e spazi tangenti
Sia ¥ : R™ — R¥ una mappa differenziabile, con 1 < k < m. Ricordiamo che
C={xzecR":¥(x)=0}

¢ una sottovarieta differenziabile di R™ di dimensione n = m — k se

ov
rank —(x) =k, Vax €C.
5 (%)
Nell’intorno di ogni punto di C possiamo introdurre un sistema di coordinate locali
q=(q,-..,q,) tramite delle mappe, dette parametrizzazioni locali, della forma

R" DU >q+— x(q) € R, (7.9)

dove U & un aperto di R" e

rank 8—X(q) =n, VqgeU. (7.10)
dq
Definizione 18. Dati una sottovarieta C di R™ di dimensionen ed x € C, diciamo
che il vettore v € R™ ¢ tangente a C in x se esistono ¢ > 0 ed una curva
differenziabile
v :(—€€) = C

tale che
v(0) ==,  ~'(0) =w.

Denotiamo con T,C l'insieme dei vettori tangenti a C in x.

Proposizione 52. Per ogni xy € C, linsieme T,,C € uno spazio vettoriale di
dimensione n.

Dimostrazione. Data una parametrizzazione locale ¢ — x(q) di C in un intorno
di £y = x(qo), con gy € R", i vettori

Ix ox
—\qo),--.-, = Q0o 7.11
P ) ) (T11)
sono linearmente indipendenti per la proprieta (7.10). Inoltre tutti i vettori di
T4, C si possono scrivere come combinazione lineare dei vettori in (7.11). Infatti
ogni curva regolare s — ~(s) € C tale che v(0) = &y si puo scrivere in un intorno
di s =0 come
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attraverso una curva s — q(s) che rappresenta « nell'insieme delle coordinate q.
Quindi

() = 52X (g0)40). (7.12)

O

Definizione 19. Per ogni xq € C, l'insieme 1T,,C si chiama spazio tangente a
C in xg.

I coefficienti ¢} (0), ..., q,(0) della combinazione lineare (7.12) dei vettori g—;i sono
dunque coordinate naturali sugli spazi tangenti, che indicheremo brevemente con
G1,---,qn. Poniamo inoltre ¢ = (¢i,...,¢,). Data quindi una parametrizzazione
locale g — x(q) di C, per tutte le scelte di g ogni vettore v tangente a C in x(q)

si scrive in modo unico come
) ax )
v(g,9) = Y 2> (q)in. (7.13)

Definizione 20. Chiamiamo fibrato tangente alla varieta C l'insieme
TC = {(x,v) e R" xR™ :x € C,v € T,,C}.

Proposizione 53. Il fibrato tangente TC ¢é una sottovarieta di R™ x R™ di di-
mensione 2n.

Dimostrazione. Se € C, allora i vettori v tangenti a C in  soddisfano la relazione

ow
—(x)v =0,
5 %)
perché sono ortogonali a tutti i vettori %, dove ¥; sono le componenti di W.

Consideriamo la mappa

R™ x R™ 3 (z,v) % (). g—‘z(;x)u),

con matrice jacobiana

- ow 0
o oz
owv) | o (0w ) ow
Oz \ Ox ox
Osserviamo che _
rank 8(w,v)(w’v) =2k

per ogni (x,v) € TC. O
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Una scelta naturale per descrivere il fibrato tangente € usare parametrizzazioni
locali della forma

U xRS (g.)~ (x(@) g—qu) e TC, (7.14)

dove U e un aperto di R™.

7.3 Vincoli olonomi, fissi e mobili

Consideriamo un sistema di N punti materiali le cui posizioni @ = (x1,...,xN) €
R3Y sono vincolate in ogni istante ¢ ad appartenere all’insieme

C={x c R* : ¥(x,t) =0}, (7.15)
dove
¥R xR — R, 1 <k <3N,
e si ha
0w
ranka—m(w, t) = k’, Va € Ct, vVt € R. (716)

Quindi per ogni tempo t, I'insieme delle configurazioni C; ¢ una sottovarieta di R3V
di dimensione n = 3N — k, che si chiama varieta delle configurazioni al tempo
t.

Definizione 21. Il numero di gradi di liberta del sistema é la dimensione
della varieta C;.

Osservazione 30. Il numero di gradi di liberta di un sistema meccanico corrispon-
de quindi al numero minimo di parametri scalari necessari per individuare, ad ogni
istante, la configurazione del sistema.

Se la mappa ¥ non dipende dal tempo i vincoli sono fissi e si scrive semplice-
mente C per la varieta delle configurazioni.

Nel caso di vincoli mobili, per ogni ¢ € R fissato, le mappe della forma
Usq—x(qt) e,

definiscono parametrizzazioni locali della varieta delle configurazioni C;. Le com-
ponenti qq, ..., q, del vettore q si chiamano coordinate lagrangiane. I possibili
vettori velocita dei punti del sistema al tempo ¢ si scrivono nella forma

ox
v(q,4,1) Za (g, t)dn + 815( t), (7.17)
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al variare di q,t e delle componenti ¢, del vettore q, che si chiamano velocita
lagrangiane. Infatti, se t — q(t) € una curva in R™ che rappresenta un moto
t — x(gq(t),t) € C;, derivando rispetto al tempo si ottiene

Za—X@(t)at)Qh(t) 8;;( (), 1).

Al variare dei coefficienti ¢, ’espressione

v(g.q.t Z 8—X ) (7.18)
h=

descrive tutti i vettori tangenti alla varieta C;: questi vettori si dicono anche ve-
locita virtuali. Nel caso di vincoli fissi le velocita virtuali coincidono con quelle
possibili, cioe

v(g,q.t) = v(q,q,1)
mentre, nel caso di vincoli mobili, queste due velocita sono genericamente distinte.

Esercizio 22. Fissato un riferimento Oxyz, con asse
Oz wverticale ascendente, consideriamo il sistema mecca-
nico formato da due punti Py, Py vincolati a mantenere
invariata la loro distanza. Il punto Py puo scivolare su 5
una retta r passante per O, che ruota nel piano Oxy con
velocita angolare costante w. Il punto P, puo muoversi

su un piano verticale passante per la retta r. Scrivere r

la rappresentazione implicita dell’insieme delle configu- ) Y
T . . S

razioni e mostrare che a ogni istante t questo € una va- ot i

rieta di dimensione 2, che indichiamo con C;. Usando T
come parametri l’ascissa s di Py lungo r e [’angolo 0 che

P, — Py forma con la direzione verticale scrivere la pa-
rametrizzazione x(s,0,t), in questo caso globale, di C,.
Scrivere anche ’espressione di tutte le velocita possibili

dei punti Py, Ps.

Soluzione. Dette (x1,y1,21), (x2,y2,22) le coordinate dei due punti, per ogni tempo ¢
I'insieme delle configurazioni e l'insieme degli zeri della mappa

(z1 = 22)* + (y1 — y2)* + (21 — 22)% = £
21
—x1 sinwt + y; cos wt
—(z9 — 1) sinwt + (y2 — y1) cos wt

W(x1,y1, 21, T2, Y2, 22, 1) =
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La matrice Jacobiana
ow
(1,91, 21, T2, Y2, 22
2(ry —x2) 2(y1 —y2) 2(21 —22) 2(z2—71) 2(y2 —y1) 2(22 —21)

)(9617y1,21,3627y2,22,t) =

0 0 1 0 0 0
— sinwt cos wt 0 0 0 0
sin wt — cos wt 0 —sinwt cos wt 0

ha rango 4 per ogni (x1,y1, 21, T2, Y2, 22) in C¢ (verificarlo!).
Sia g = (s,0). Una parametrizzazione delle configurazioni dei due punti ¢ data da

(@.1) scoswt (s + ¢sinf) cos wt
x(q,t) = < Xl(q’t) > , x1=| ssinwt |, x2=| (s+{sinf)sinwt
X2, 0 —{lcosf

La parametrizzazione delle velocita dei punti ¢ data da

Ix1 . Oxa
. —(q,t —(q,t
(g, dt) = ( v1(q, q,t) > _ aaq (q,t)g + aat (q,1)
T UZ(qa(jat) X2 ta X2 t
4 (a,1)d +—5.~(a1)
con
9 [ coswt 0 P scoswt
%(q,t)q’ = | sinwt 0 < f > = | ssinwt |,
q 0 0 0
P coswt £cos B coswt 5 $cos wt—i—ﬁé cos 0 coswt
%(q,t)q’ = | sinwt {cosfsinwt < f ) = | $sinwt+LOcosfsinwt |,
q 0 £sin 6 (9sind
P —sw sin wt P —(s+ {sinf)wsin wt
i( ) = sweoswt |, ﬁ( ) = (s + £sin 0)w cos wt
ot 0 ot 0

Definizione 22. Diciamo che il vincolo ¢ olonomo? se ad ogni istante t l'in-
sieme delle configurazioni del sistema corrisponde® ad una varieta differenziabile
Ci e linsieme delle velocita virtuali, quando il sistema st trova in una qualunque
configurazione € Cy, € costituito da tutti © vettori dello spazio tangente T,C; .

2Questo termine & stato introdotto da Heinrich Rudolf Hertz e deriva dal greco 6Aoc (= tutto,
intero) e véuoc (= legge), e si riferisce alla possibilita di scrivere una legge che coinvolga solo
posizioni e tempo per I’equazione dei vincoli.

3la corrispondenza deve essere data da un diffeomorfismo, cio¢ da una mappa bigettiva,
differenziabile, con inversa differenziabile.
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Abbiamo sicuramente un vincolo olonomo se gli insiemi C; delle configurazioni
al variare di ¢ sono della forma (7.15) e vale (7.16). Infatti, se si impone una
relazione che lega tra loro soltanto le posizioni e il tempo, questa implica sempre
una relazione della forma (7.1), cioe

a(x,t) + B(xz,t)v =0,
con ov ov
E, B(.’E, t) = a—w,
che lega tra loro posizioni, velocita e tempo. Questo si vede prendendo una generica
curva x(t) tale che ¥(x(t),t) = 0 e derivando rispetto al tempo 1'ultima relazione.

Ad ogni istante ¢ le velocita virtuali sono della forma (7.18), dove q — Xx(q,t)
e una parametrizzazione locale di C;.

Viceversa, possiamo avere un vincolo olonomo anche quando le equazioni del
vincolo sono della forma (7.1), purché queste relazioni siano conseguenza di una
relazione che lega le sole posizioni e il tempo, cioe esista W(x,t) che soddisfa
(7.19). In questo caso si dice che il vincolo ¢ integrabile. Come esempio di
vincolo integrabile consideriamo il seguente.

a(xz,t) = (7.19)

Esempio 13. Disco verticale di raggio R che rotola senza strisciare su una guida
rettilinea orizzontale. Assumiamo inizialmente che il disco possa anche strisciare
mantenendosi sempre a contatto con la guida rettilinea. Per definire la configura-
zione del disco in questo caso possiamo usare l'ascissa s del suo baricentro lungo
la guida e 'angolo # che un raggio del disco forma con una direzione fissa, per
esempio quella verticale. Imponiamo adesso la condizione di puro rotolamento:
questa si scrive

§+RO=0. (7.20)
Integrando 1'’equazione (7.20) tra un tempo iniziale t, e un tempo generico t si
ottiene

(s —s0) + R(0 —6y) =0,
in cui sg, 0y sono i valori iniziali di s, . Si ottiene quindi un’equazione del vincolo
della forma
W (x;x) =0, x = (s,0),

che dipende dalla configurazione iniziale di riferimento &y = (sg, fp).

Vincoli anolonomi

Se I'equazione del vincolo ¢ della forma (7.1), ma non esiste una funzione ¥ che
soddisfa le equazioni (7.19), allora il vincolo si dice anolonomo. I sistemi anolonomi
che si considerano di solito hanno tutti un insieme delle configurazioni che ¢ una
varieta, pero non tutti i vettori tangenti a questa varieta sono accessibili.
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Esercizio 23. Mostrare che il sistema meccanico formato da un disco che si man-
tiene verticale e che puo rotolare senza strisciare su un piano orizzontale senza
mai staccarsi da esso e soggetto ad un vincolo anolonomo.

Suggerimento: Mostrare che se il disco puo anche strisciare sul piano abbiamo un vincolo
olonomo con varieta delle configurazioni

C=R?xT?

dove T? = S! x S' ¢ il toro bidimensionale. Mostrare inoltre che in caso di puro
rotolamento 'insieme delle configurazioni ammissibili non cambia.

Esercizio 24. Fissato un riferimento Oxyz, consideriamo il sistema meccanico
formato da due punti Py, P, vincolati a muoversi sulla superficie di una sfera di
raggio R mantenendo tra loro una distanza costante ¢, con 0 < ¢ < 2R. Mostrare
che il vincolo é olonomo con varieta delle configurazioni di dimensione 3.

Soluzione. Sia x = (z1,y1, 21, %2, Y2, 22) il vettore delle coordinate dei punti P, Ps.
Consideriamo l'insieme

C={xcR": ¥(x)=0}

dove la mappa ¥ : RS — R? ha componenti

(z1 — 22)? + (y1 — y2)2 + (21 — 20)* — 12,
z+yi + 2 — R,
T3 493 + 25 — R2

La matrice jacobiana della mappa ¢

gw | 2@ —m2) 20 —ye) 2(n1 —z2) 2wz —21) 242 —y1) 2z - =)
8— = 2$1 2y1 221 0 0 0
x 0 0 0 219 2y2 229

Vogliamo mostrare che questa matrice ha rango 3 su C, per cui C & una sottovarieta di
RS di dimensione 3. In modo equivalente, possiamo mostrare che ha rango 3 su C la
matrice

T2 Y2 22 T1 Y1 21

rr Y1 0 0 0

0 0 0 Ty Yz 22

Osserviamo che i vettori ¢y = (z1,y1,21)7 e 2 = (v2,¥2,22)7 sono linearmente in-
dipendenti, perché 0 < ¢ < 2R. Se le righe di g—: fossero dipendenti per qualche
x = (@1, x2) € C allora varrebbe una combinazione lineare del tipo

w(E) (5 ) ()= (6);
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con A1, A2, A3 € R non tutti nulli. Ma dalla relazione precedente si ottiene
AMxo + Xoxy =0, AMx1 + A3xe = 0. (7.21)

Da ¢ < 2R segue che x1 X x3 # 0 per ogni ® € C, per cui, dalla prima equazione in
(7.21), si ottiene A\; = Ay = 0. Inoltre, sostituendo A; = 0 nella seconda delle (7.21), si
ha anche A3 = 0.

7.4 Spostamenti virtuali

Consideriamo un sistema di N punti materiali P, ..., Py soggetti a vincoli olono-
mi. Sia g — x/(q,t) una parametrizzazione locale della varieta delle configurazioni
al tempo t.

Definizione 23. Uno spostamento virtuale

ox = (6x1,-..,0xn)’, (7.22)
dove 5
ox; = 6x;(q,t) = %{;(q, t)dq (7.23)

¢ una variazione infinitesima delle coordinate dei punti P;, che li sposta da una
configurazione ammissibile qualunque ad un’altra infinitamente vicina e relativa
allo stesso istante, cioée ottenuta ignorando la dipendenza dal tempo in x(q,t),
come se il vincolo fosse fisso.

Osservazione 31. Gli spostamenti virtuali sono movimenti sugli spazi tangenti
alla varieta delle configurazioni. Se i vincoli sono fissi gli spostamenti virtuali
corrispondono ai differenziali

x5

94 (q)dq.

dX:<dX177dXN)7 con de:
In generale ci si riferisce alle formule (7.22), (7.23) parlando di differenziali vir-
tuali. Nel caso di vincoli fissi con il simbolo dq si intende sempre il differenziale
dq delle variabili indipendenti q.

Mostriamo alcune formule per gli spostamenti virtuali nei casi di vincoli incon-
trati in precedenza.

1) corpo rigido: in assenza di altri vincoli, oltre alle forze interne che assicurano
la rigidita del corpo, gli spostamenti virtuali dei punti P; quando essi si trovano
in una configurazione (1, ...,xy) sono dati da

5Xj = da,‘o/ + wdt X (mj — mol), (724)
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dove zo € R3 sono le coordinate di un punto O’ solidale al corpo. In questa for-
mula le variabili indipendenti sono lo spostamento infinitesimo dxo: e la rotazione
infinitesima wdt.
La (7.24) segue direttamente dalla formula fondamentale della cinematica rigi-
da
v, =vo +w X (x; — xor)

e dal fatto che il vincolo di rigidita e fisso.

Nella (7.24) possiamo anche scrivere x; al posto di ;, per sottolineare il fatto
che le posizioni dei punti P; non sono indipendenti, ma dipendono tutte dalle
coordinate o e dal vettore degli angoli di Eulero e = (¢, 6,1)) tramite le relazioni

X —ZEO/+R( ) L,

vedi la prima relazione in (6.25).

In presenza di altri vincoli oltre a quelli di rigidita, assumendo che gli angoli di
Eulero ¢, 0,1 non dipendano dal tempo a causa degli altri vincoli, gli spostamenti
virtuali dei P; si scrivono tramite una formula simile alla (7.24), cioe:

0X; = Oxor + wdt X (x; — Xor), (7.25)

dove, detta q — xo/(q,t) la mappa che fornisce le coordinate di O’ al tempo ¢ in
funzione delle coordinate locali q, si intende che

O or
Xor = %qo(q,t)&z-

Infatti il vettore (xor, ), che caratterizza le posizioni dei punti del corpo, si puo
scrivere come funzione di coordinate locali ¢ € R%, 1 < d < 6, ed eventualmente
del tempo:

Lo = Xol(qvt)u a = a<q)

Usando la prima relazione in (6.25), il vettore delle coordinate di ogni punto P;
del corpo si scrive

X; = x(g;,t) = xo(q,t) + R(a(q))x).

Per lo spostamento virtuale di P; si ottiene quindi

OR . OR
5x; = 6xor + (a Bp + 5700 + —d}aw) R Ra,
OR aR
— Sxor + ( 00+ g0t + —¢wdt) RT(x; — xo)

= 5XO’ —+ RRTdt( j — XO/) = 5XO’ —+ U.Jdt X (Xj —_ XO’))
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dove abbiamo usato le relazioni

0 . .
dp = a—wdq = pdt, 00 = a—dq = Odt, o = 8—wdq = dt
dq dq dq
ed il fatto che la matrice antisimmetrica @ = RRT corrisponde alla velocita

angolare w del corpo rigido attraverso la formula
Qu =w X u, Vu € R3.

2) puro rotolamento: se P, P, sono i punti in cui due corpi rigidi si toccano
senza strisciare (P = P;) e X1, X2 sono le loro coordinate si ha

0X1 = 0Xa-

3) coppie cinematiche: le superfici 01,09, che delimitano i corpi della coppia
cinematica, strisciano 1'una sull’altra: un punto P; € o; puo staccarsi da un punto
P, € 05, con cui e a contatto, solo muovendosi in una direzione del piano II
tangente in Py a 07 (e 03). Dette x1, X2 le coordinate di Py, P si ha

0x1 = 0xy +0m,

dove d7r € uno spostamento infinitesimo sul piano II.



Capitolo 8

Statica deil sistemil meccanici

Studiamo la Statica dei sistemi composti da punti materiali e corpi rigidi, eventualmente
soggetti ad altri vincoli olonomi e fissi. A tal fine introduciamo il principio dei lavori
virtuali e le equazioni cardinali della Statica.

8.1 Statica di sistemi di punti materiali vincolati

Consideriamo un sistema di N punti materiali P, ..., Py di masse my, ..., my sog-
) b b b

getti a vincoli olonomi fissi e a forze attive indipendenti dal tempo in un riferimento

assegnato .

Definizione 24. La configurazione o = (x1, ..., xy) € RN si dice di equilibrio
se, ponendo i punti P; in questa configurazione con velocita tutte nulle, essi vi
restano per sempre.

I problemi fondamentali della Statica sono la ricerca delle configurazioni di
equilibrio e il calcolo delle reazioni vincolari in corrispondenza degli equilibri. In
questo capitolo introduciamo due metodi diversi per trattare questi problemi.

8.2 1l lavoro virtuale

Fissato un sistema di riferimento, siano Fi, ..., F le forze attive, supposte indi-
pendenti dal tempo, che agiscono sui punti P, ..., Py di un sistema meccanico
soggetto a vincoli olonomi, che possono essere sia fissi che mobili. Siano inoltre

q— X](q7t)7 (q7 q) = Vj(q7 q7t)

le mappe che forniscono ad ogni istante le coordinate delle posizioni e delle velocita
virtuali dei punti P; in termini delle coordinate e velocita lagrangiane g, g e del

153
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tempo ¢, vedi (7.18). Chiamiamo lavoro virtuale (elementare) delle forze Fj in
corrispondenza agli spostamenti virtuali dx;, j = 1,..., N, la quantita

N
L= Fi(x,v) 0x;.
j=1

dove x = (Xx1,---,Xn) € V= (vy,...,Vvy) sono i vettori di tutte le posizioni e
velocita virtuali.

Esempio 14. Consideriamo il lavoro virtuale delle reazioni vincolari che assicu-
rano la rigidita di un corpo rigido discreto. Usando la (7.25) si ottiene

5L =RY - sx0 + N - wdt,

dove RW, Ng) sono la risultante e il momento risultante delle reazioni vincolari
rispetto ad un polo O’, solidale al corpo. Poiché queste reazioni sono le forze
interne del sistema di punti che costituiscono il corpo, esse formano un sistema
equilibrato ed il loro lavoro virtuale ¢ nullo in corrispondenza ad un qualunque
spostamento virtuale rigido.

Osservazione 32. In generale, per uno spostamento virtuale non rigido, il lavoro
elementare delle forze interne non e nullo, anche se il sistema delle forze interne
e equilibrato. Come esempio basta prendere un sistema composto da due punti
materiali P;, P, di masse mq,my che si muovono su una retta e sono collegati da
una molla di costante elastica £ > 0. In questo caso il sistema di forze ¢ equilibrato
perché, indicando con z1, x5 le coordinate di P;, P sulla retta, abbiamo una coppia
di forze di intensita k|, — xs| e braccio nullo. Il lavoro elementare ¢ invece

oL = —]{Z(.Tl - l’g)d.ﬁlfl - k(.ﬁl]g - .Tl)d.’L'Q = —]{Z(.Tl — .I‘Q)(d.ﬁl]l — d.ﬁl]g),
che ¢ diverso da zero per la maggior parte degli spostamenti virtuali dxy, dxs.

Proposizione 54. Il lavoro virtuale delle forze interne di un sistema meccanico,
anche non rigido, non dipende dal sistema di riferimento scelto.

Dimostrazione. Osserviamo che la relazione tra le velocita dei punti P; del sistema

in due riferimenti X, Y’ ¢ data da
ot T T _ .
v =v; +v;, v; =vo +w X (T; — Tor).

I1 lavoro virtuale delle forze interne in ¥ differisce da quello in ¥’ per il termine
dovuto alle velocita di trascinamento 'va, che e

N
=1

O
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Esempio 15. Nel caso del sistema dell’Osservazione 32, calcolando il lavoro ele-
mentare delle forze interne in un riferimento avente il punto Py come origine, si
ottiene lo stesso risultato.

8.2.1 Vincoli senza attrito

Consideriamo un sistema meccanico soggetto a vincoli olonomi, eventualmente
mobili, e privi di attrito. In questo caso il lavoro virtuale delle reazioni vincolari ®;
che agiscono sui punti P; del sistema ¢ nullo ad ogni istante e per ogni spostamento
virtuale:*

N
0L =N "®; - 5x,; = 0. (8.1)
j=1

La proprieta (8.1) & una legge sperimentale, la cui validita si puo verificare in
molti casi gia trattati, e si assume valida sempre nelle ipotesi fatte.

Usando la (8.1) per le coppie cinematiche prive di attrito, elenchiamo di seguito
le condizioni che devono essere soddisfatte dalla risultante e dal momento risultante
delle reazioni vincolari ®;, che sono forze interne alla coppia. Assumendo che non
ci sia attrito tra le superfici 0,05 che delimitano i corpi rigidi che formano la
coppia, dalla (8.1) segue che

LY = RW . 5xp + N - wdt =0 (8.2)

per ogni scelta del polo O’ € E3 e per ogni spostamento virtuale relativo di un
elemento della coppia rispetto all’altro, definito da dxos, wdt. Nella (8.2) R™,

Ngi) sono la risultante e il momento risultante ripetto a O’ delle reazioni vincolari
esercitate da un elemento della coppia sull’altro nel loro moto relativo. Trattiamo
separatamente i vari casi.

1. coppia prismatica: siano w il versore di una generatrice della superficie
cilindrica o1 (= 09) ed s la coordinata lagrangiana della coppia lungo la
generatrice scelta. Si ha

5XO’ = ’U,CSS, wdt = 0.
Dalla (8.2), per l'arbitrarieta di ds, segue che

RY .y =0.

Iper vincoli bilaterali, altrimenti si ha §£() > 0.
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2. coppia rotoidale: siano wu il versore dell’asse di rotazione e 6 1’angolo di
rotazione. Sia inoltre O" un punto dell’asse della coppia. Si ha

oxo =0, wdt = udb.
Dalla (8.2), per 'arbitrarieta di 66, segue che
NS - u=0.

3. coppia elicoidale: siano u il versore dell’asse di rotazione, # ’angolo di
rotazione e p > 0 il passo dell’elica. Si ha

Oxor = Ludh,  wdt = udh.
2w
Dalla (8.2), per 'arbitrarieta di 66, segue che

%R(”) u+ NS u=0.

4. coppia rototraslatoria: si ha
IXor = uds, wdt = udb.
Dalla (8.2) si ottiene
R(v) - uds + N2 - udf = 0,
da cui, per 'arbitrarieta di ds e di 66, segue che

RY .4y =0, Ngf)~u:O.

5. coppia sferica: sia O’ il centro della coppia. Si ha
Ixo = 0.
Dalla (8.2), per 'arbitrarieta di wdt, segue che
NS =o.

8.2.2 Vincoli di puro rotolamento

Il lavoro virtuale e uguale a zero anche per i vincoli di puro rotolamento, infatti
per i punti P, P, di due corpi a contatto si ha

SLW = &, - Gx1 + @y Ox2 = 1 - (Sx1 — Ox2)

per il principio di azione e reazione, e in un moto di puro rotolamento si ha
d0x1 = 0x2. Dunque si possono estendere a questo caso i risultati trovati per il
caso dei vincoli olonomi fissi e senza attrito, se questi dipendono dall’annullarsi
del lavoro virtuale delle reazioni vincolari.
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8.3 Il principio dei lavori virtuali

Principio di lavori virtuali: S consideri un sistema meccanico costituito da N
punti materiali soggetti a vincoli olonomi fissi, che siano anche privi di attrito o di

puro rotolamento, e a forze attive Fy, ..., Fy indipendenti dal tempo. Condizione
necessaria e sufficiente perché una configurazione o = (@1, ..., xy) di tale sistema
sia di equilibrio é che per ogni spostamento virtuale dx = (0xy,---,0XyN) che

allontani la configurazione del sistema da xq si abbia

5L = ZF“) (x,0) - ox; = 0. (8.3)

Osservazione 33. La validita del principio dei lavori virtuali viene assunta come
postulato. Inoltre le relazioni che derivano da esso sono equazioni pure, cio¢ non
contengono reazioni vincolari.

Inserendo la relazione

8)(]
0X; = Z o ——==0qp,

nella (8.3) si ottiene

n N
a X
3£ = 3 (3 F 00+ 2 Y00, =0

h=1 \j=1
per ogni spostamento infinitesimo dq = (d¢qy, . .., dq,). Ponendo
(a) 8X
Qn = Qnlq.q) = ZF (6v) 5o h=leon (8.4)

e usando l'arbitrarieta dei dgy, si trova la seguente condizione necessaria e sufficiente
per l'equilibrio:

Qr(q,0) =0, h=1,...,n. (8.5)

Le espressioni @y, definite in (8.4), si chiamano forze generalizzate oppure
componenti lagrangiane delle forze.
Se le forze attive sono conservative, cioe se F; = F(x), e se esiste una funzione
V(x) tale che
~Va,V, j=1...,N

allora, posto
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si ha
X oV
ZAd — ——(Q),

N
Qn = Qnl(q) = — Z ijV(X(Q)) ) D q Dan

quindi (8.5) si scrive

ov

— =0, h=1,...,n.
%Jw

8.3.1 Alcuni esempi

Esempio 16. Si consideri il sistema meccanico formato da due aste omogenee, di
lunghezza 2¢ e massa m, incernierate in un loro estremo C.

L’estremo A della prima asta ¢ collegato all’ori-
gine di un riferimento Axy, con asse Ay verticale
ascendente. L’estremo B della seconda asta puo
scivolare senza attrito sull’asse orizzontale Ax.
Sul sistema agisce la forza di gravita, di accele-
razione ¢g. Inoltre una molla di costante elastica
k > 0 e lunghezza a riposo nulla collega i due bari- |
centri G, G4 delle aste. Sia 6 l'angolo tra l'asta A B
AC e l'asse Az. Assumiamo che tutti i vincoli

siano privi di attrito.

Usiamo il principio dei lavori virtuali per trovare le configurazioni di equilibrio. Le
forze attive sono conservative, con energia potenziale

V(0) = 2mglsin 0 + 2k(? cos® 6.

Dall’equazione

V'(6) = 2mgl cosO(1 — 2% sinf) =0
mg
si ottengono le configurazioni di equilibrio
=%, h=—3
e, se J =52 <1,
03 = arcsin J, 0y = m — arcsin J.

Le configurazioni 63, 6, esistono solo se J < 1. Si dice che J =1 € un valore di
biforcazione del parametro J.

Osservazione 34. Nota una configurazione di equilibrio, possiamo usare il prin-
cipio dei lavori virtuali anche per trovare le reazioni vincolari. Possiamo infatti
immaginare di sopprimere il vincolo per cui si vuole calcolare la reazione vincolare
e includere tale reazione tra le forze attive, che appaiono nell’espressione del lavoro
virtuale (vedi Esempio 17).



8.4. LE EQUAZIONI CARDINALI DELLA STATICA 159

8.4 Le equazioni cardinali della Statica

Sia dato un sistema di N punti materiali P;, j = 1... N di masse m;, soggetti a

vincoli olonomi fissi. Fissato un riferimento >, assumiamo che sui punti agiscano
delle forze F;, somma vettoriale di forze interne ed esterne:

_ (B)

5 =5+ 5

Inoltre sia le forze interne che le forze esterne sono somma vettoriale di forze attive

e reazioni vincolari, denotate rispettivamente con f e ®:
() _ ¢ (1) (B) _ p(B) (B)
Fyo = f;7 + @57, Fy7=f7"+®;".

Sia le forze attive che i vincoli si assumono indipendenti dal tempo. Nel riferimento
> le equazioni di Newton per il sistema si scrivono

mjiij:f}1)+<1>§'1)+f](E)+‘I’§'E)> Jj=1...,N.

Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema sia in equilibrio e che siano in
equilibrio tutte le parti che lo compongono, cioe che

F,=0, j=1,...,N

quando le velocita dei punti P; sono tutte nulle. Ne segue che per la risultante
R e il momento risultante Ng delle forze Fj, calcolato rispetto ad un polo @
qualunque, valgono le equazioni

R=0, Ny=0. (8.6)

Poiché la risultante RY) e il momento risultante Ng) delle forze interne sono

nulli, detti R, NC(QE) le corrispondenti quantita per le forze esterne, dalle (8.6)
si ottiene

R® =0, Ny =o. (8.7)

Le relazioni (8.7) si chiamano equazioni cardinali della Statica.

Sottolineamo il fatto che le (8.7) sono in generale condizioni necessarie ma non
sufficienti per 'equilibrio. Infatti, se consideriamo il problema dei due corpi (vedi
Sezione 3.5) si ha

FQZ—Fl, (wg—ml)ngzO,

quindi
R = Np, =0,

ma il problema non ammette nessuna configurazione di equilibrio.
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Se un sistema di N punti materiali vincolati € in equilibrio sotto ’azione di un
dato sistema di forze attive, sostituendo ai vincoli le reazioni vincolari che questi
esercitano, il sistema si puo considerare costituito da un insieme di punti materiali
liberi, ciascuno dei quali € in equilibrio sotto l'azione delle forze attive e vincolari
agenti su di esso.

L’equilibrio dei punti del sistema non viene turbato se a due o piu forze appli-
cate ad uno stesso punto del sistema si sostituisce la loro risultante, oppure, se la
forza agente su un punto del sistema si scompone come somma vettoriale di pit
forze applicate allo stesso punto. Quindi, per un sistema meccanico discreto in
equilibrio possiamo sempre eseguire sulle forze applicate ai singoli punti la prima
operazione elementare, introdotta nella Sezione 5.5, senza alterare 1’equilibrio.

Nel caso di un corpo rigido si assume che valga il cosiddetto postulato carat-
teristico dei solidi: I'equilibrio di un corpo rigido non si altera se si applicano
due forze direttamente opposte a due punti qualsiasi del corpo. Quindi, nel ca-
so di un corpo rigido in equilibrio possiamo anche eseguire la seconda operazione
elementare sulle forze applicate ai singoli punti senza alterare I'equilibrio.

Possiamo trarre la seguente conclusione.

Proposizione 55. Nel caso di un corpo rigido le equazioni (8.7) sono anche
sufficienti per avere un equilibrio.

Dimostrazione. Assumiamo che valgano le equazioni (8.7), per cui le forze esterne
che agiscono sui punti P; del corpo formano un sistema equilibrato. Sappiamo
gia che le forze interne agenti sui P; formano un altro sistema equilibrato, per cui
anche 'unione dei due sistemi di forze applicate e equilibrato:

R=N,=0

per ogni scelta del polo @ € E3. Poiché per un corpo rigido abbiamo a disposizione
entrambe le operazioni elementari, per la Proposizione 24 possiamo ridurre que-
st’ultimo sistema di forze (comprendente forze interne ed esterne) ad un sistema
nullo. In questo modo ogni punto del corpo rigido risulta soggetto ad una forza
nulla, e dunque il corpo e in equilibrio.

O

Le equazioni (8.7) sono utili anche per il calcolo delle reazioni vincolari in
condizioni di equilibrio.
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Esempio 17. In un piano verticale si fissi un riferimen-

to Ozy, con asse Oy verticale ascendente. Consideriamo Y
un’asta AC' omogenea, di lunghezza 2¢ e massa m. L’e-
stremo A dell’asta e incernierato all’asse Oy nel punto AR
di coordinate (0,2h), con 0 < h < /¢, tramite una cer-
niera cilindrica fissa. L’estremo C ¢ vincolato all’asse
Ox tramite una cerniera cilindrica scorrevole sull’asse
Oz (vedi figura). Sull’asta agisce la forza di gravita, di 0
accelerazione g.

©

L’asta e chiaramente in equilibrio in quanto i vincoli non le permettono di muoversi.
11 valore 6y dell’angolo tra l'asta e la direzione verticale ¢ dato da cosfy = h//.
Tutti i vincoli sono supposti privi di attrito e le cerniere hanno massa trascurabile.
Calcoliamo le coordinate delle reazioni vincolari ® 4, ®. esercitate sull’asta nei
punti A, C. Siano e, ey le coordinate dei versori degli assi Oz, Oy. Le reazioni
vincolari si scrivono
P4 = ae; + fey, Pc = ey,
con «, 3,7 € R da determinarsi. La prima equazione cardinale della Statica si
scrive
b, + P —mgey =0,

per cui si ottiene
a=0, B+~ —mg=0.

La seconda equazione cardinale della Statica, calcolata rispetto al polo A, si scrive?
(kg —xa) X (—mges) + (xc — xa) X ye3 =0, (8.8)
con T4, xp, xc le coordinate dei punti A, B, C'. All equilibrio si ha
x4 = (0,2h,0), xp = ({sinby, { cosby,0), xc = (20sin 6y, 0,0).

Dalla (8.8) si ottiene

—mg + 27 = 0.
Si ha quindi
mg mg
= BEmgov=-—-
e dunque
B, = d — %eg

Adesso calcoliamo le stesse reazioni vincolari usando il principio dei lavori vir-
tuali. Immaginiamo di eliminare il vincolo in C', dato dalla cerniera scorrevole in

2si estendono questi vettori ad R? aggiungendo una terza coordinata nulla.
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figura, e consideriamo la reazione ® come una forza esterna attiva. In questo caso
il sistema acquista un grado di liberta. Detto 6 'angolo tra l'asta e la direzione
verticale, che adesso puo variare, le coordinate del punto C' dell’asta sono date da

Xc = 2(sinfe; + 2(h — {cosb)e,,

per cui gli spostamenti virtuali del punto C' dalla configurazione di equilibrio, con
0 = 0,, sono
IXc = 20 cosBydbe; + 20 sinbyobes.

Dalla relazione x5 — X4 = 5(xc — Xa) si ottiene anche che

1
0Xp = §5Xc-

I1 lavoro virtuale delle forze esterne attive (a cui si € aggiunta la reazione ®¢) in
corrispondenza ad uno spostamento virtuale dx € dato da

SLY = ~yey - dx o — mges - x5 = £sin by (27 — mg)dh.

Poiché §£® si deve annullare per ogni spostamento virtuale ammissibile, cioe per
ogni 06, si ottiene

mg
5

Immaginiamo adesso di eliminare la cerniera cilindrica in A e consideriamo la
reazione ® 4 come una forza esterna attiva. In questo caso il sistema acquista due
gradi di liberta. Sia s ’ascissa di C' sull’asse Ox. Le coordinate dei punti A, B, C'
sono date da

XA = (s—2sinf)e;+2{ cos ey, xB = (s—{sinf)e;+{ cos ey, Xc = seq,

per cui gli spostamenti virtuali di questi punti dalla configurazione di equilibrio
sono

x4 = (0s — 20 cosbydl)e; — 20 sin Hydle,,

dxp = (s — LcosByol)e; — Usinbydbes,

5XC = 5881.

11 lavoro virtuale delle forze esterne attive (a cui si ¢ aggiunta la reazione ®,4) &
dato da

LW =®,-5x, —mges - Oxp + e X
= a(ds — 20 cos 0y60) — 203 sin 00 + mgl sin 060
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Figura 8.1: Sinistra: problema isostatico. Destra: problema iperstatico.

e si deve annullare in corrispondenza ad ogni spostamento virtuale, cioe per ogni
scelta di ds e di d6. Se scegliamo 060 = 0, per 'arbitrarieta di ds si ottiene

a=0.

Scegliendo invece ds = 0, per I'arbitrarieta di 6 si ottiene

8.5 Problemi isostatici e iperstatici

Consideriamo un’asta con un estremo collegato ad un telaio verticale tramite una
cerniera cilindrica fissa e con l'altro estremo appoggiato ad una superficie liscia,
come in Figura 8.1 a sinistra. Sull’asta agisce anche una forza attiva esterna
F. Le componenti P A, @5 delle reazioni vincolari agenti sull’asta nei punti A
e B risultano univocamente determinate. Infatti dalle equazioni cardinali della
Statica otteniamo tre equazioni (due dalla prima equazione cardinale ed una dalla
seconda) con tre incognite, in quanto & noto a priori che ® 1 ha direzione verticale
per l'ipotesi fatta sul vincolo. Nella stessa figura mostriamo la costruzione grafica
delle reazioni vincolari: per avere un sistema di forze equilibrato, se la forza F
non ¢ diretta come l'asta, le linee di azione di Fe quelle di K A, @5 si devono
incontrare in un punto, che in figura e chiamato C. In questo caso il problema e
detto isostatico.

Supponiamo adesso che anche 'estremo B dell’asta sia vincolato ad un telaio
orizzontale tramite una cerniera cilindrica fissa, come in Figura 8.1 a destra. In
questo caso le componenti delle reazioni vincolari non sono univocamente determi-
nate, infatti le incognite sono quattro. Nella stessa figura mostriamo due diverse
soluzioni grafiche per le reazioni vincolari in A e B. In questo caso il problema &
detto iperstatico.
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8.6 Sovrapposizione degli effetti e metodo di scom-
posizione

Osserviamo che le equazioni introdotte per trattare i problemi di Statica dipendono
linearmente dalle forze. Possiamo allora utilizzare il principio di sovrapposizio-
ne degli effetti: se un effetto dipende linearmente dalle cause che lo producono,
allora tale effetto e dato dalla somma degli effetti che ciascuna causa produrrebbe
se agisse da sola.

Come abbiamo gia osservato, se un sistema meccanico ¢ composto da piu par-
ti ed ¢ in equilibrio, allora ciascuna delle sue parti deve soddisfare le condizio-
ni per 'equilibrio. Questo fatto conduce a un procedimento detto metodo di
scomposizione di un sistema meccanico.

Mostriamo come queste due osservazioni possono essere utilizzate per calcolare
le reazioni vincolari di un sistema meccanico.

Figura 8.2: Reazioni vincolari in A, B nell’ipotesi che una delle due aste sia scarica.

Esempio 18. (arco a tre cerniere) Si consideri il sistema formato da due aste
rigide AC', BC' collegate nel loro estremo comune C' da una cerniera cilindrica
mobile. Gli altri estremi A e B delle due aste sono fissati ad un telaio rettilineo
orizzontale attraverso due cerniere cilindriche fisse. Nel punto P, dell’asta BC' e
applicata una forza F, e nel punto P, dell’asta AC' & applicata una forza F,. Tutti
i vincoli sono supposti privi di attrito. Mostriamo come si calcolano le reazioni
vincolari esercitate dalle cerniere in A e B sulle due aste.

Assumiamo dapprima che 'asta AC' sia scarica, cioeé che su di essa non agi-

. . . . . 2 (1 2 (1 . .
scano forze attive esterne. In questa ipotesi chiamiamo <I>E4) e ‘I)(c) le reazioni

vincolari esercitate dalle cerniere in A e C' sull’asta AC, e chiamiamo 5591) la rea-

zione della cerniera in B sull’asta BC. Poiché il sistema composto dalla sola asta
AC & in equilibrio, le reazioni @S) e @g) devono essere direttamente opposte e

dirette lungo la retta r4¢ per A, C.
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Osserviamo che, per il principio di azione e reazione e poiché il sistema e in
equilibrio, la cerniera in C' esercita sull’asta BC' una reazione vincolare opposta a
quella che la stessa cerniera esercita su AC'.

Anche il sistema costituito dalla sola asta BC' e in equilibrio e su di essa agisco-

no le reazioni vincolari <f'g), —58) e la forza F applicata nel punto P;. Scompo-

niamo tale forza nel sistema equivalente {( _1(41), A), ( _g), B)}, con una componente
lungo r4¢ e altra applicata in B, vedi Figura 8.2 a sinistra®. Per avere I'equilibrio
si ottiene quindi che . .
B f) e

Assumiamo adesso che 'asta BC' sia scarica e chiamiamo 5(,5) e Ci;g) le reazioni
vincolari esercitate dalle cerniere in B e C sull’asta BC', e 5542) la reazione della
cerniera in A su AC.

In modo analogo a prima otteniamo che le reazioni Cf’g) e <f>(02) devono essere
direttamente opposte e dirette lungo la retta rgo per B, C. L’asta AC deve pure

stare in equilibrio sotto ’azione delle reazioni 'f'f), _<f>g) e della forza Fy applicata

in P,. Decomponiamo tale forza nel sistema equivalente {( _1(42), A), ( _g), B)}, con
una componente lungo rgc e laltra applicata in A, vedi Figura 8.2 a destra.
All’equilibrio si ottiene quindi

Figura 8.3: Reazioni vincolari esercitate sulle due aste dalle cerniere in A, B in
presenza delle forze F, F.

Usando il principio di sovrapposizione degli effetti, per determinare le reazioni
vincolari ® 4 e ®p esercitate dalle cerniere in A e B sulle aste AC' e BC' rispetti-
vamente, in presenza di entrambe le forze attive Fi, Fy applicate in P;, P,, basta

3la figura & disegnata nel caso in cui F] non sia parallela alla retta 7 4¢, comunque anche nel
caso Fy || rac si puo scomporre (Fy, P1) in un sistema equivalente con le stesse caratteristiche
(dimostrarlo!)
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fare la somma vettoriale delle reazioni vincolari esercitate in A e B nei due casi
precedenti, vedi Figura 8.3. Concludiamo quindi che

$,=3Y 137, dy=0y +80

8.7 Esercizi

Esercizio 25. In un piano orizzontale si fissi un riferimento Oxy. In tale piano
st considert il sistema meccanico formato da due aste, di uguale lunghezza 20,
incernierate in un loro estremo C. L’estremo A della prima asta é incernierato
nell’origine O. L’estremo B della seconda asta puo scivolare sull’asse Ox. Siano
€1, ey 1 versori degli assi Ox,Oy. Nel punto medio dell’asta BC' agisce una forza
costante F = Féy, con F > 0. Sull’asta AC' agisce una coppia di forze di momento
N = Né; x ey, con N > 0. Assumiamo che tutti ¢ vincoli siano privi di attrito.

Usando come coordinate l’angolo 6 che l'asta AC' forma con l’asse O,
1. determinare le configurazioni di equilibrio con il principio dei lavori virtuali;

2. mitrovare le configurazioni di equilibrio e calcolare le reazioni vincolari nei
punti A, B, C con le equazioni cardinali della statica.

Soluzione. 1. Il lavoro virtuale delle forze attive agenti sul sistema ¢ dato da
0L = NOdt — 3F(sin 060 = (N — 3F(sin )66,
in cui si & usato Odt = df = &6. Per il principio dei lavori virtuali si ha
0L=0

per ogni scelta di 66, per cui gli equilibri corrispondono alle soluzioni di

N
g —
sin Yk
cioe

N
learcsinm, Oy =m — 0.
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2. Chiamiamo €7, és i versori degli assi Oz, Oy. Sia <f>c = dLér + @%ég la reazione
vincolare esercitata dall’asta BC sull’asta AC' nel punto C'. Siano inoltre > A= d%e +
PY &5 la reazione in A e oy = P%.é, la reazione in B.

Le aste AC e BC devono essere in equilibrio individualmente. Le equazioni cardinali
della Statica per ’asta, AC' si scrivono

CI_; A+ (f)c = 6,
- - (8.9)
Né3+(C—A) X ®o =0,
dove A ¢ il polo scelto per la seconda equazione cardinale.
Le equazioni cardinali della Statica per 'asta BC' si scrivono
— P+ Fé, + 5 =0,
' (8.10)

(D—-C)x Fé;+(B—C)x ®p =0,

dove C ¢ il polo scelto per la seconda equazione cardinale.
Dalla seconda equazione in (8.10) si trova

F
@% = ——tan6

e dalla prima
— Yy _ Y
¢ =F, oL = 0.
Sostituendo queste relazioni nella seconda equazione in (8.9) si ritrova 'equazione degli
equilibri

N

sinf = —.

Infine, dalla prima equazione in (8.9) si ottiene

=

‘I_;A = —Pg.

Esercizio 26. In un piano verticale si fissi un riferimento Ozy con asse Oy verti-
cale ascendente. In tale piano si consideri il sistema meccanico formato da un’asta
omogenea AC', di massa m e lunghezza 20. L’estremo A dell’asta é incernierato
nel punto dell’asse Ox di coordinate (3—‘2/5& 0). L’altro estremo C' ¢ incernierato in
un punto di un corpo rigido D di massa M e baricentro B. 1l corpo D é anche
collegato all’asse Oy attraverso una coppia prismatica. Le coordinate dei punti

B,C sono
B= (?f, V20),  C= (?f, V20).

Sut due corpi agisce la forza di gravita di accelerazione g e tutti i vincoli sono
supposti privi di attrito.

1. Calcolare l’angolo 0 che 'asta AC' forma con la direzione orizzontale.
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P

= 4

2. Usando il principio di sovrapposizione degli effetti ed il metodo di scom-
posizione determinare le componenti delle reazioni vincolari in A e in C
esercitate rispettivamente dall’asse Ox e dal corpo D sugli estremi dell’asta.

Soluzione. 1. Si ha

tan@ = w = 17
quindi
i
0=—.
4

2. Supponiamo inizialmente che il corpo D sia scarico, cioe che su di esso non agiscano
forze attive esterne. Indichiamo con

g &

le reazioni vincolari che I'asse Ox e il corpo D esercitano sull’asta AC' in questa ipotesi.
Usando il metodo di scomposizione, sia I’asta AC' che il corpo D devono soddisfare le
equazioni cardinali della Statica individualmente.

Sull’asta AC' agiscono la forza di gravita, equivalente ad un’unica forza —mgés

applicata nel baricentro e le reazioni {;S), {;g) Perché AC sia in equilibrio deve valere

3\ +£0.

Per il principio di azione e reazione 'asta AC esercita su D una forza —ég). Le forze
di reazione esercitate dall’asse Oy su D devono quindi avere risultante non nulla e sono
equivalenti ad un’unica forza F(Mé; applicata ad un punto del loro asse centrale. Dalla
prima equazione cardinale della Statica applicata a D si ottiene

~8Y) + Fe, = 0.

Dall’equazione precedente si ottiene che 58) ¢ diretta lungo é;:

D — ple,.
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Le equazioni cardinali della Statica per l'asta (la seconda equazione & calcolata rispetto
ad A) ci danno

F(l)él — mgés + &’(1) = 6,

ngﬁ — 2§€F(1) =0,

2
da cul si ottiene mg mg
F(l) = 7, @Ej) = —Tél —i—mgég

Supponiamo adesso che l'asta AC sia scarica e indichiamo con

£ (2) £ (2
@7, @/
le reazioni vincolari che I'asse Oz e il corpo D esercitano sull’asta AC' in questa ipotesi.

Dalle equazioni cardinali della Statica applicate all’asta AC si ottiene

B L8P BP0l EP-efle. (1)
dove Y

) 2. . ., C—-A

69—7( é1+ér) = C Al

Su D agiscono la forza di gravita, equivalente ad un’unica forza —Mgé, applicata

nel baricentro B, la reazione —‘f’g) (per il principio di azione e reazione) e le forze di
reazione esercitate dall’asse Oy. Perché D sia in equilibrio queste ultime devono avere
necessariamente risultante non nulla e sono quindi equivalenti ad un’unica forza F(®é,
applicata ad un punto del loro asse centrale. Dalla prima equazione cardinale della
Statica applicata a D si ottiene

—Mgé2 — i’g) + F(z)él = 6,

da cui si ottiene

o9 — _aMyg
e, per la prima delle (8.11),

@f’e) = V2My.

Usando il principio di sovrapposizione degli effetti concludo che

- - - m R R
=00 +30 = (5 + M)gér + (m + M)gé,
- - - m R R
Bc = Bp) + B¢ = (5 + M)gér — Mgé
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Capitolo 9

Le equazioni cardinali della
Dinamica

Studiamo la dinamica di sistemi composti da punti materiali e corpi rigidi, eventual-
mente soggetti ad altri vincoli. Lo studio & svolto utilizzando le equazioni cardinali.
Mostriamo inoltre come calcolare le reazioni vincolari, cioe le forze esercitate dai vincoli
sul sistema per mantenere le restrizioni imposte sulle posizioni e velocita. Trattiamo
infine le equazioni di Eulero per il moto di un corpo rigido con un punto fisso O e la
descrizione del moto dovuta a Poinsot nel caso in cui il momento delle forze esterne
ripetto ad O sia nullo (moti per inerzia).

9.1 Equazioni cardinali e moti rigidi

Richiamiamo le due equazioni cardinali della Dinamica per un sistema di N punti
materiali (5.8):

= R(E)
{ man (9.1)

MQ = —m'vQ X VB —+ Né?E)

Possiamo usare le equazioni (9.1) per determinare il moto di un corpo rigido, anche
soggetto ad altri vincoli. Consideriamo un esempio semplice e determiniamo le
equazioni del moto in diversi modi.

171



172 CAPITOLO 9. LE EQUAZIONI CARDINALI DELLA DINAMICA

Esempio 19. In un piano verticale si fissi un sistema di
riferimento ¥ = Oxyz, con asse Oy verticale ascendente.
Studiamo il moto di un’asta omogenea di estremi A,C,
di lunghezza 2¢ e massa m, che scivola mantenendo gli
estremi sui due assi coordinati Ox, Oy. Assumiamo che
il sistema sia soggetto alla forza di gravita, di accelera-
zione ¢, e che gli assi coordinati sviluppino le reazioni
vincolari ¢ qe;, Poe, sugli estremi dell’asta. Le compo-
nenti ®4, P sono incognite. Usiamo come coordinata
I’angolo # che I'asta forma con la direzione verticale.

La velocita angolare dell’asta ¢ w = fes. Siamo interessati a scrivere delle
equazioni che abbiano una forma semplice e che siano equazioni pure, cioe non
contengano reazioni vincolari. Scriviamo la seconda equazione cardinale per I'asta
facendo tre scelte diverse per il polo Q).

i) @Q = O, l'origine del riferimento:

MO = —mvo X vp + NO = No, (92)

ii) @ = B, il baricentro dell’asta:

MB:—mvavB+NB:NB, (93)

iii) @ = Cy, il centro istantaneo di rotazione:!

MCO = —Mmvg, X Vg + NCO = NCO- (95)

LAl variare di 6 il centro istantaneo di rotazione Cy & un punto sempre diverso in un riferimento
solidale al corpo, oltre che nel riferimento 3. Le coordinate di Cy in ¥ sono

xc, = 2{(sinfe; + cosbes),
quindi il termine —mwv¢, X vp € nullo perche
v, = 20((cos fe; — sin fes) (9.4)

¢ parallelo a vp. Quando usiamo la formula fondamentale (6.19) con il centro istantaneo di rota-
zione Cy abbiamo v¢, = 0, perche stiamo considerando la velocita di un punto solidale al corpo,
cioe stiamo calcolando il limite del rapporto incrementale in cui appaiono le coordinate dello
stesso punto del corpo a due tempi diversi, quindi non possiamo usare la (9.4). Nell’Esempio 19
la confusione tra le due velocita non produce effetti sulla forma dell’equazione, ma non & sempre
cosi. Questa difficolta nasce dalla notazione utilizzata tradizionalmente, che ¢ la stessa per le
due velocita.
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La iii) & I'unica equazione pura, infatti

No = o X Pyge; +xc X Poey —xp X mge, =
= (=2®4cos0 + 2P sinf — mgsin 0)les,
Np = (xa—xp) X Pye; + (xc —xp) X Poey =

= /((sinfe; — cosfey) X (—Pre; + Poes) =
= (Pcsinh — D4 cosb)les,
N¢g, = (xp—xc,) X (—mges) = xp X mgey =
= mglsinfes.
Quindi l'equazione (9.5) appare la scelta piu conveniente. E comunque utile

risolvere il problema nei tre modi diversi.
Nel caso i), usando la formula fondamentale (6.19), abbiamo

MO =mxpg X Vo + Iow. (96)

Notiamo che, se 'asta si muove, vo # 0 perché corrisponde alla velocita di O
come punto solidale all’asta. Al variare di 6 l'origine O ha coordinate diverse in
un riferimento solidale, ma nella (9.6) vo si deve intendere come la velocita di un
punto solidale. Per calcolarla possiamo usare nuovamente la formula fondamentale:

Vo =Vp —wW X T = 269(@05 fe, — sinfey) = 2vp,

per cui '
meg X vo = 2mxg X vg = —2ml*fes.
Inoltre, sapendo che
62
=T
3

¢ il momento di inerzia dell’asta rispetto all’asse Bég e che Oé3 e un asse principale
di inerzia, dal teorema di Huygens-Steiner otteniamo

) 4 )
Tow = Iéo)w = (IéB) + ml*)hes = —ml*Ges.
Abbiamo dunque
2/ 4 o Ly
Moy = —2mt“bes + gmﬁ fes = —gmﬁ fes.
In alternativa si puo calcolare il momento angolare My come segue:

1 . . 2 )
My = Mg+ xp X mvg = §m£2963 — ml*he; = —§m£2963.
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In questo modo sparisce 'ambiguita di notazione, che nasceva dal fatto di calcolare
la velocita di un punto solidale al corpo (il punto O), ma sempre diverso al variare
di 6. Dalla (9.2) si ottiene

2 .
—§m€2«9 = (—2P 4 cosf + 2P sin @ — mgsin H)L. (9.7)

Possiamo eliminare le reazioni vincolari ® 4, ¢ dalla (9.7) utilizzando la prima
equazione cardinale proiettata lungo ey, es:

b, = map-e = mf(écos@ — 6?sin 0), (9.8)

Do —mg = map-e; = —ml(fsinf + 6% cos h). (9.9)
Sostituendo (9.8), (9.9) nella (9.7) otteniamo I'equazione del moto:

0= 17 sin 6. (9.10)

Nel caso ii) abbiamo

0%
MB = IBUJ = %963,

per cui dalla (9.3) si ottiene I'equazione

2 ..
%9 = (P sinf — P4 cos )L (9.11)

Sostituendo (9.8), (9.9) nella (9.11) si ottiene 'equazione del moto (9.10).

Nel caso iii) abbiamo
4 -
Me, = Mg+ (xp — xc,) X mvg = Mp —xp x mvg = —ml-fes,

e dalla (9.5) si ottiene subito I'equazione (9.10).

Esercizio 27. Si studi il moto di un disco omogeneo di raggio R e massa m che
rotola senza strisciare su un piano inclinato di un angolo « rispetto ad un piano
orizzontale.

Esercizio 28. Si scrivano le equazioni del moto di un sistema costituito da un
disco omogeneo di massa M e raggio R e da un’asta omogenea di massa m e
lunghezza 20 vincolata per un estremo al baricentro G del disco. Il moto si svolge
nel piano (z,y) (vedi figura 28), il disco e vincolato a rotolare senza strisciare
sull’asse x mentre l’asta puo oscillare liberamente rispetto alla verticale (il vincolo
in G e liscio). Si utilizzino coordinate (s, @) in cui s e l’ascissa del punto del disco
a contatto con l'asse x e ¢ e l’angolo tra l’asta e la verticale.
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Soluzione. Scriviamo la seconda equazione cardinale per la sola asta rispetto al
polo G-
Mé“) = —vg X mvg + Né“).

Le coordinate del baricentro G del disco sono
xro = se; — Res.
Le coordinate della posizione e velocita del baricentro B dell’asta sono
xp = (s+lsinp)e; + (—R + {cosy)es, vp = (§+ lpcos p)e; — lpsin pes.
Il momento angolare dell’asta rispetto al polo GG si puo scrivere nella forma
MY = MY +m(xp — x6) X vg,

in cuil
m(xp — xg) X vg = —ml($cos p + (p)e;

ed il momento angolare rispetto al baricentro B e

a ml?
Mé) = —TQOB:J,.

Si ha inoltre
—vg X mup = mlspsin pes,

N((;a) = (B — G) x mges = mgl sin pes.
Ottengo I'equazione

62
—mﬁ(is’ cos p — §psin p + E@) — ngb = mlspsin ¢ + mgl sin @,
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che semplificando diventa

4 .. .

§€g0+ 5cosp = —g sin .

Sia P = P(t) il punto del disco a contatto con I’asse Ox al generico tempo t.
Scriviamo la seconda equazione cardinale per il sistema completo (asta e disco)
rispetto al polo P:

MY = —vp x (Mvg +mwg) + N¥' = —vp x mog + N&*

Il momento angolare totale rispetto a P si puo scrivere sommando i due momenti
angolari del disco e dell’asta:

M = M M

dove
Mf(,d) = Méd) + (IDG — ZDP) X M’UG‘,
Ml(ga) = Mgl) + (mB — mp) X mvpg,
in cui
(xg — xp) X Mvg = MRses,
(xp — xp) x mop = (—ml?p +ml cos p(Rp — ) + mRs)es,
MR a 0?
Méd) = —563, Mé) = —m—gbeg.
2 3
Inoltre

—mwup X vg = mse; X —[(§ + lpcos p)e; — Lpsin pes] = ml $osin pes,
N¥' = (xzp — xp) X mge; = mgl sin pes.

Mettendo insieme le espressioni precedenti e semplificando otteniamo

3 4
(§M + m)Ré — ngQQE + mER(gbcoscp — ? sincp) —ml 5cos ¢ = mgl sin .

9.1.1 Equazioni del moto con la conservazione dell’energia

Per un corpo rigido discreto, dal teorema dell’energia cinetica abbiamo

T =11, (9.12)
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dove

WE

Fy - [Go +& x (P, — O)] (9.13)

1

N
IT= E F), - v, =
h=1

=R %y +No & =R .55+ NP . &.

>
L

Nel caso di corpi rigidi continui otteniamo lo stesso risultato usando (6.38) e
I'ipotesi che la risultante e il momento risultante delle forze interne siano nulli:

1= / f(x') - v(g, ¢ )de' = R vy + NY - w. (9.14)
c

Nella scrittura dell’equazione (9.12) si possono quindi usare sistemi di forze equi-
valenti a quelli dati, sia per i corpi rigidi discreti che per quelli continui.
Se le forze esterne sono conservative allora esse ammettono un’energia poten-
ziale V' e I'energia totale
E=T+V

e un integrale primo. Ricordiamo che la conservazione di E segue dalla relazione
(9.12) in cui abbiamo II = =V = =V, V - &.

Possiamo usare la conservazione dell’energia per scrivere le equazioni del moto
del sistema dell’Esempio 19. Infatti in questo caso le reazioni vincolari sono forze
esterne a potenza nulla, per ogni velocita possibile, quindi le possiamo tralasciare,
e la forza di gravita e’ conservativa, con energia potenziale

V =mgxp - ey, =mglcosb,

in cui abbiamo sostituito il sistema delle forze di gravita distribuito sugli elementi
materiali che compongono 'asta con un’unica forza —mges applicata al baricentro.
Questo ¢ lecito perché, grazie alla relazione (9.14), possiamo usare sistemi di forze
equivalenti.

L’energia cinetica si puo calcolare col teorema di Konig:

1 1 2 .
T = §m|'vB|2 + éw . IBw = §m€202.

Derivando rispetto al tempo ’equazione della conservazione dell’energia si ottiene
4 . N
(gmﬁ 0 — mglsin 6’)0 = 0.

Da questa si ottengono due equazioni: la prima, # = 0, dice semplicemente
che I'energia si conserva nelle configurazioni di equilibrio, la seconda ci fornisce
I’equazione di moto:

%mﬁé —mglsinf = 0.
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Esercizio 29. Usando la conservazione dell’energia, scrivere ['equazione del moto
per un disco che rotola senza strisciare su un piano inclinato verticale in presenza
della forza di gravita, di accelerazione costante g.

9.2 Equazioni di Eulero per il corpo rigido con
un punto fisso

Fissiamo un riferimento ¥ = O é;é,€é3 e scriviamo le equazioni che descrivono il
moto di un corpo rigido € con un punto fisso O. La seconda equazione cardinale
in questo caso e sufficiente per determinare il moto:

—M,| =N,. 9.15
dt Oz o ( )

Sia w la velocita angolare del corpo rigido e consideriamo un sistema di riferimento
principale ¥’ = Oééjé;, solidale a € e centrato nel punto fisso O. Assumiamo
inoltre che Y’ abbia la velocita angolare di minima norma tra quelle di tutti i
riferimenti solidali a €. Dalla relazione

d - d - —
a4 LY ) 3x M
dt” Cls —at” Clw tw ©
si ha p
@MO’E/ — My x & + No. (9.16)
Usando la relazione .
Moy =Tow
otteniamo le equazioni di Eulero
d . ~
E<jo{3) - = jo(:} X w + No. (917)

Rappresentiamo la velocita angolare &, il momento angolare My e il momento

della forza N in coordinate nella base B’ = {€é!, €, €} }:

3 3 3
‘ i=1 i=1 '
Introduciamo anche i vettori
w = (w17w27w3)T7 MO - (M17M27M3)T7 NO - (N17N27N3)T'
Le equazioni (9.17), scritte in coordinate in questa base, diventano

Ly = (I — Is)waws + Ny,
[2(,2.}2 = ([3 — [1)(,03&]1 + NQ, (918)
13@3 = (]1 — ]2)(4)1&)2 + Ng.
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9.3 Moto per inerzia

Definizione 25. Chiamiamo moti per inerzia o anche moti di Eulero-Poinsot
le soluzioni delle equazioni
d

2(00@)| =306 x &, (9.19)

cioé le soluzioni delle equazioni di Eulero (9.17) con No = 0.

Con le equazioni (9.19) possiamo studiare il moto di un corpo rigido pesante,
cioe soggetto alla forza di gravita, vincolato al suo baricentro, ma anche il moto
di un corpo rigido pesante libero di muoversi nello spazio. Per quest’ultimo caso
basta infatti studiare il moto nel riferimento del baricentro, che quindi diventa un
punto fisso. Le equazioni (9.19), scritte in coordinate nella base B’, diventano

Loy = (I — I3)wyws,
IQLUQ = ([3 — [1)(,03(,01, (920)
13@3 = (Il — Ig)w1w2.

Si puo descrivere la soluzione generale di queste equazioni tramite 1'uso di funzioni
speciali, vedi [18]. E comungque interessante ottenere una descrizione delle soluzioni
dal punto di vista geometrico utilizzando solo gli integrali primi della norma del
momento angolare e dell’energia cinetica. Le componenti M, My, M3 del momento
angolare nella base B’ in generale non si conservano, ma si conserva la loro norma
euclidea |Mp|, in quanto si conservano le componenti di My nella base B e la
matrice di cambiamento di base da B a B’ ¢ una matrice di rotazione. L’energia
cinetica si conserva poiché la potenza della reazione vincolare e nulla, infatti

T=1=R" . 6,+ Ny &=0,

dove R®) ¢ la risultante delle forze esterne e N(()E) ¢ il momento risultante delle
forze esterne rispetto al punto fisso O, vedi (9.13) e (9.14).
Introduciamo la seguente

Definizione 26. L’insieme
Eo={0+ZcB: % Jox =1}
st dice ellissoide di inerzia relativo al punto O.

Le coordinate @ = (1, x2, r3) dei punti dell’ellissoide di inerzia nel riferimento ¥’
soddisfano la relazione
Lt + Las + Izr; = 1,

quindi gli assi principali dell’ellissoide sono diretti lungo le direzioni principali di
inerzia e le loro lunghezze sono 1/./1;, 7 =1,2,3.
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Proposizione 56. (Poinsot) In un moto per inerzia di un corpo rigido con punto
fisso O [ellissoide di inerzia relativo al polo O rotola senza strisciare su un piano
fisso I1 perpendicolare al vettore momento angolare Mo .

€

i
I
9
&

Moy = TJow

Dimostrazione. Sia F il valore costante dell’energia cinetica:

T=>& Jo& = E.

DO | —

Il punto P = O +€, con E = & /V2E, appartiene all’ellissoide di inerzia Ep, infatti

—

nd wjou_j

Jo€ = — 1.
£-J0& 5

Osserviamo inoltre che:

1. ad ogni istante il piano tangente all’ellissoide nel punto P e ortogonale a
M, infatti
Velx - lox) = 2lpx

e, sostituendo & = w/v2F al posto di x, otteniamo

/2 /2
2]0€ = Elow = EMO

Quindi 21p&, che rappresenta un vettore normale all’ellissoide in P, e paral-
lelo al momento angolare, che e costante nel riferimento X..

2. La distanza di tale piano da O e costante, infatti questa e data da

E'MO . w-MO . \/2E
| M| V2E|My|  |Mo|
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3. La velocita del punto dell’ellissoide a contatto col piano & nulla, infatti I'el-
lissoide e solidale al corpo e O& e 'asse istantaneo di rotazione perché da
Uo = 0 e & || & segue che tutti i punti solidali al corpo su O& hanno velocita
nulla.

O

Si chiama poloide la curva tracciata sulla superficie dell’ellissoide di inerzia
dai punti dell’ellissoide a contatto con il piano fisso; si chiama erpoloide la curva
tracciata sul piano fisso dai punti del piano II.

Esaminiamo in dettaglio il caso perfettamente simmetrico (I; = I, = I3), il
caso a simmetria giroscopica (I3 = I # I3) e il caso generico (I; > I > I3).

Caso 1: 1121221321

Ad esempio, questo ¢ il caso di un corpo sferico omogeneo o di un corpo formato
da 8 masse uguali disposte ai vertici di un cubo, vedi Esercizio 17.

Se la matrice che rappresenta Jo nella base principale B’ ¢ un multiplo dell’i-
dentita, allora lo € in qualunque altra base. Abbiamo quindi la relazione

My =18 (9.21)

Siccome J\Zfo e un integrale primo nel sistema di riferimento ¥, anche & = J\Zfo /1
e costante lungo le orbite, quindi il moto per inerzia ¢ un moto rotatorio uniforme
attorno a un asse fisso nello spazio (nel riferimento inerziale), che ¢ I’asse istantaneo
di rotazione. Questo segue dalla formula fondamentale della cinematica rigida
applicata ad un generico punto P e al punto fisso O:

Gp = x (P—O). (9.22)

Se ruotiamo il sistema di riferimento Y in modo da avere @ = wés, con w € R, e
denotiamo con x,y, 2z le coordinate di P in X, 'equazione (9.22) si scrive

T = —wy, Y = we, z =0,

che ha per soluzione
z(t) \ [ coswt —sinwt z(0) B
( y(t) ) B ( sinwt  coswt ) ( y(0) )’ z(t) = 2(0), teR

Osserviamo che in questo caso i vettori @ e M sono costanti anche nel sistema
di riferimento Y, solidale al corpo.
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Caso 2: [, = [, # I; (simmetria giroscopica)
Proposizione 57. [ veltori &, €}, MO soddisfano le sequenti proprieta’:
1. ws e |w| sono costanti;

2. il momento angolare Mo, la velocita angolare & e l’asse €5 sono complanari;

3. gli angoli tra due qualsiasi dei vettor: J\Zfo,ﬁ, €5 sono costanti.

Osservazione 35. La terza proprieta ci dice in particolare che sono costanti le
componenti del vettore velocita angolare & sui vettori €4 ed M.

Dimostrazione. Le equazioni di Eulero si scrivono nel modo seguente

Loy = (I — I3)waws,
[1w2 = ([3 — [1)&]3&]1, (923)
Izws = 0,
dunque otteniamo
ws = costante, w% + wg = costante,

per cui e costante anche |w]|.
Siano « I'angolo tra My ed @, B I'angolo tra & ed €5 e v I'angolo tra My ed
é5. Scriviamo le espressioni dei coseni di tali angoli:

MO'UJ 2K
cosa = = ,
|Mol |w| | Mo |w|
cosff = ﬁ,
|w|
M3 Ig(ﬂg
cosy = = .
|[Mo| | Mo|

Usando il punto 1., la conservazione dell’energia cinetica e della norma del momen-
to angolare otteniamo che cos a € costante. Dal punto 1. segue immediatamente
che anche cos 3 e costante. La dimostrazione che cosy e costante si fa in modo
analogo.

Il fatto che i vettori Mo, W, é4 siano coplanari durante il moto si ottiene dalla

relazione
Il w1 Il W9 Ig w3

det w1 %) W3 =0.
0 0 1
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Proposizione 58. (coni di Poinsot) Si consideri il moto di un corpo rigido
con un punto fisso O avente simmetria giroscopica attorno all’asse €5. Il vettore
& ruota uniformemente attorno alla direzione fissa del momento angolare Mo,
descrivendo un cono di rotazione C con velocita angolare costante. Analogamente
la traccia di & sul corpo descrive un cono di rotazione C' con velocita angolare
costante. Considerando C fisso e C' solidale al corpo rigido, si ha che i due coni
rotolano l'uno sull’altro senza strisciare.

Dimostrazione. 1l vettore & descrive un cono in entrambi i sistemi di riferimento
poiché I'angolo tra & ed M, e I'angolo tra & ed €} sono costanti. A questi due
coni, denotati con C e C’, possiamo attribuire un moto considerandoli solidali a X
e Y rispettivamente. Si ottiene che C e C’ rotolano senza strisciare 1'uno sull’altro
poiché i punti del corpo che si trovano sull’asse passante per O e parallelo ad @
hanno tutti velocita nulla (O € 1'asse istantaneo di rotazione e vy = 6) Tale asse
corrisponde alla retta istantanea di contatto tra i due coni e ha velocita istantanea
nulla sia nel sistema di riferimento inerziale che nel riferimento solidale (la derivata
temporale di & fatta nei due riferimenti ¢ la stessa).

Dimostriamo adesso che il moto di rotazione e uniforme. Posto

Mo,

| Mo

A

eMo

si ha
- !~ /B3
w=wep, +w e,
con w’',w” costanti. Dalle formule di Poisson segue che
d
—e
dt 3l

Quindi é} ruota uniformemente attorno a Oépy,,, costante in 3, e per la coplanarita

- PN A PN ~f
=W X ey =wep, X €.

di €5, , My, e I'invarianza dell’angolo tra & ed €}, trascina nel suo moto uniforme
attorno ad Oépy, anche .

La dimostrazione del moto rotatorio uniforme di & attorno ad éj in 3’ si fa in
modo analogo a partire dall’equazione differenziale

iéM =—Wxeéy, =—we xe
dt gy o 3 Mo
che segue dalla relazione
d . d L.
aeMO . = EBMO . + w X epp,
e dal fatto che p
eMp| = 0.
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Caso 3: I1 > I, > I3
Le equazioni di Eulero (9.19) ammettono sempre gli integrali primi
[Mo|* = Ifwi + I3w; + I3ws,

1
T = é(llwf + Lws + Iw3).

Definizione 27. Chiamiamo rotazioni stazionarie le soluzioni &, costanti delle
equazioni di Eulero (9.19).

Ricordiamo che & ¢ costante nel riferimento ¥’ se e solo se ¢ costante in X.
Dalla (9.19) si vede che se &, ¢ una rotazione stazionaria si ha

~ — —

Jows || Ws,
cioe le rotazioni stazionarie sono gli autovettori di Jp e quindi sono necessariamente
parallele ad uno degli é;». Si parla dunque di rotazioni stazionarie attorno agli assi
Oé}, 0é,, Oé}. Dalla relazione My = Jow; si ottiene che anche M deve essere
parallelo ad &,. Quindi in questo caso M ¢ costante anche in Y. Per capire

la geometria delle traiettorie delle soluzioni di (9.19) consideriamo le equazioni di
Eulero scritte nella forma

—MO = MO X @. (924)
%

Siano ¢?, E i valori degli integrali primi |[Mp|?, T. Le relazioni

M} + M5 + M3 = 2,

M2 M2 M2 9.25

1 + 2 + -3 =9 E ( )
L I I3

rappresentano l'intersezione di una sfera di raggio |¢| con un ellissoide di semias-

si /2E1;, j = 1,2,3, e individuano le traiettorie possibili per le coordinate

(My, My, M3) del momento angolare nella base B'. Fissiamo un valore E per
I’energia e consideriamo l'insieme delle coordinate (Mj, Ms, M3) che soddisfano
(9.25). 1l fatto che questo insieme sia non vuoto ¢ garantito dalle relazioni

2FI; < ¢* < 2F1,.

Descriviamo l'insieme delle traiettorie delle soluzioni di (9.20) nei vari casi. Ci
sono cinque possibilita:

1) 2EI3 = ¢,
2) 2FI; < c® <2EI,
3) & =2EL,
4) 2EI, < & < 2EL,
5) ¢ =2EI.
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1.5
0.5
-0.5 -

-1.5

Figura 9.1: Possibili traiettorie della curva t — Mp(t), soluzione di (9.24),
ottenute fissando un valore di 7" e usando valori diversi di |M|.

Nel caso 1) abbiamo due punti di equilibrio sull’asse Oé}, che corrispondono alle
rotazioni stazionarie con & parallelo a é5. Nel caso 2) abbiamo due curve chiuse
attorno all’asse Oé}. Nel caso 3) abbiamo due punti di equilibrio sull’asse Oé€,
e quattro curve che li congiungono, che corrispondono alle separatrici stabili e
instabili delle equazioni (9.24) ristrette all’ellissoide di energia costante. Nel caso
4) abbiamo due curve chiuse attorno all’asse Oé). Nel caso 5) abbiamo due punti
di equilibrio sull’asse Oé/.

Osservando le curve disegnate nella Figura 9.1 possiamo concludere che le rota-
zioni stazionarie attorno agli assi O€é) e Oéj, corrispondenti ai momenti principali
di inerzia massimo e minimo, sono stabili. Invece, le rotazioni stazionarie attorno
a O€,, sono instabili. La definizione formale di stabilita degli equilibri & enunciata
di seguito.

9.3.1 Equilibri e stabilita
Consideriamo un sistema di equazioni differenziali

z = f(x), xeR” m>1. (9.26)
Definizione 28. Si definiscono equilibri di (9.26) i punti q tali che f(xy) = 0.
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Definizione 29. Un equilibrio x, e stabile (per tempi positivi) se per ogni intorno
U di g esiste un intorno V' di @y, V C U, tale che per ogni y € V', la soluzione
x(t) = x(t;y) di (9.26) con condizione iniziale (0) = y soddisfa

x(t;y) € U, VyeV, Vt>0.

Definizione 30. Un equilibrio x, ¢ instabile (per tempi positivi) se non é stabile,
cioé se esiste un intorno U di xq tale che per ogni intorno V' di &y con V C U
esistonoy € V et > 0 tali che la soluzione x(t) = x(t;y) di (9.26) con condizione
iniziale £ (0) = y soddisfa

x(t;y) € U.

Descriviamo due esempi standard di equilibri di sistemi autonomi piani lineari:
uno e stabile, I'altro instabile.

Esempio 20. (centro) 1l sistema
T =—y, y=ux (9.27)

ha l'origine (x,y) = (0,0) come unico equilibrio. Inoltre esso ammette l'integrale
primo
Glx,y) = 2"+,

infatti

Glz,y) = 2zt +y§) = 2(—zy +yz) =0,

per cui le traiettorie delle soluzioni diverse dall’equilibrio sono circonferenze cen-
trate nell’origine. Questo ci permette di dire che l'origine e stabile.
Esempio 21. (sella) 1l sistema

T = —x, Y=y (9.28)
ha l'origine (x,y) = (0,0) come unico equilibrio. Inoltre esso ammette l'integrale
primo

G(z,y) = zy,

infatti

G(z,y) =dy+ay=—ay+axy =0,

per cui le traiettorie delle soluzioni diverse da quelle che giacciono sugli assi
coordinati sono delle iperboli. Questo ci permette di dire che 1'origine e instabile.
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9.3.2 Fase geometrica nel moto del corpo rigido

Consideriamo adesso un moto periodico attorno ad una rotazione stazionaria sta-
bile, per esempio attorno a Oé;. Vogliamo calcolare 1'angolo A6, che ci dice di
quanto e ruotato il corpo rigido dopo un periodo di M.

Riportiamo qui una formula dimostrata da Montgomery in [14]:

ET
| Mo

Af =2 Q (9.29)

in cui T e il periodo del moto ed €) e I'angolo solido tracciato sulla sfera unitaria
centrata in O e solidale al corpo dalla direzione del momento angolare M.

In [10] si trova una dimostrazione della formula (9.29) utilizzando il teorema
di Gauss-Bonnet e la Proposizione 56.

9.4 Effetto giroscopico

Si consideri un corpo rigido a simmetria giroscopica, con un punto fisso O e
momenti principali di inerzia I}, con I) = I, # I3

Se il corpo € omogeneo, per esempio una trottola, I’asse Oé} corrisponde al suo
asse di simmetria (asse giroscopico). Introduciamo la componente della velocita
angolare & ortogonale a tale asse:

Ql = wlé'l + w2él2.

I1 momento angolare rispetto ad O si puo scrivere
My = L&' + Lywsé!
o= 11w 3W3€s.

Supponiamo che la componente lungo €} del momento delle forze attive esterne

rispetto ad O sia nulla:
N3 = Np - €5 =0.

L’equazione di bilancio del momento angolare diventa quindi

d - d . _ ) - . .
Mo| = %mw + Iswsél) _=No= Nié) + Nqé. (9.30)

Le equazioni di Eulero si scrivono

I — I3)wows + Ny,
Ly = (I3 — I)wswy + Na,

Isws = 0.

T

= (
= (
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Consideriamo condizioni iniziali della forma
wl(O) = w2(0) = 0, W3<O> > 1.

Osserviamo che, anche se in generale non si avra wi(t) = wo(t) = 0 per ogni ¢t > 0,
in questo caso si potra assumere che

GH(t)~0 (9.31)

insieme con la sua derivata temporale in ¥ di &*.
almeno per un certo intervallo di tempo. Dato che ws(t) = ws3(0), V¢ > 0, per
I'ipotesi (9.31) possiamo approssimare 1’equazione (9.30) con

T5w3(0) iég — No. (9.32)
dt 7|y

Dalla (9.32) segue che, se il momento Np ¢ prodotto da una forza F applicata
in un punto P # O dell’asse giroscopico Oé}, quest’ultimo non si sposta nella
direzione della forza ma nella direzione di ]\70, ad essa perpendicolare (tendenza
al parallelismo dell’asse giroscopico al momento ]\70).

Dalla (9.32) segue anche che per provocare un determinato spostamento del-
I’asse giroscopico e necessario un momento delle forze attive di norma tanto piu
grande quanto piu grande ¢ w3(0) (tenacia dell’asse giroscopico).



Capitolo 10
Equazioni di Lagrange

Consideriamo un sistema di N punti materiali P,..., Py di masse mq,...,my,
soggetti a vincoli olonomi con varieta delle configurazioni C;, che puo dipendere
dal tempo ¢. Introduciamo per ogni istante ¢ un sistema di coordinate locali su C;:

R" > q — x(q,t) € C, ¢ R¥Y

Proposizione 59. L’energia cinetica T' € una funzione quadratica delle velocita
lagrangiane q. In particolare

T= T(q7 Q7 t) = TQ(qa (17 t) + Tl(qa Q7 t) + TO(q7 t)a

dove T; ¢ omogenea di grado i nelle variabili q. Inoltre Ty, = %q - A(g,t)q, in cui
la matrice A(q,t) é simmetrica e definita positiva.

Dimostrazione. Introduciamo la matrice diagonale di ordine 3N
M = diag{my,my,mq,...,my,my, my},

in cui ogni massa m; dei punti del sistema appare tre volte sulla diagonale. Sia
inoltre

0
v(q,q,t Za (q.t qh+a>:(q,t)

il vettore di R®*" che rappresenta le velocita possibili degli N punti. Con questa
notazione l’energia cinetica si scrive

T = —-v-Mv=
1 /= Ox
- = § A E - =) =T +T, + T
2(h:18qth ) ( k+ ) o+ 11 + 1o,

189
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con
1. . . 1ox . 9x
T, = —=q-Alq,t T, =b(g,t) - Ty = -
2 2q <q7 )qu 1 <q7 ) q, 0 — 9 8t ata

dove A = A(q,t) & una matrice simmetrica, detta matrice cinetica, con coeffi-
cienti

0 0
ahk:—X~M—X, h,kzl,...n,
Iqn Oy
e b =b(q,t) & un vettore, con coefficienti
ox ,,9x
b M= h=1,...,n.
h — aqh 875 ; ) ,

Mostriamo che la matrice cinetica A e definita positiva.
Sia w = (uq,...,u,) € R" con u # 0. Allora

u-Au = Z g;i Mﬁ—qkuh k—(za—qhuh> (Za—%uk) 0,

infatti M e definita positiva e, se u # 0, si ha

1 Oqn
poiche i vettori g—qxl, ey % sono linearmente indipendenti.
O
Osservazione 36. Nel caso di vincoli fissi si ha semplicemente
1, .
I=17=349 A4)4,

cioe ’energia cinetica é una forma quadratica omogenea nelle velocita lagrangiane.

Esempio 22. Calcoliamo la matrice cinetica per il sistema meccanico piano com-
posto da un disco omogeneo di massa M e raggio r e da un’asta omogenea di
massa m e lunghezza 2¢. Il disco puo rotolare senza strisciare sull’asse Ox di un
riferimento X = Oxy nel piano del moto e I'asta ha un estremo incernierato nel
baricentro B del disco.

Sia G il baricentro dell’asta. Le coordinate della posizione e della velocita di
B e G sono date da

Trp = se; +res, xe = (s+ ¢sinf)e; + (r — Lcosf)e,,

vp = Seq, vg = ($+ 0 cos 0)e; + £0 sin fe,.
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Calcoliamo adesso l’energia cinetica del sistema. Le velocita angolari del disco e
dell’asta sono rispettivamente

S )
wy = ——e3, w, = Hes
r

ed i loro momenti principali rispetto agli assi Bés e Géz sono
1 1
I¢ = ~Mr2, I¢ = —ml?
375 373
Usando il teorema di Konig si ottiene

1 1 1 1
T = SMlos]* + Swa - Ifwa+ Smve| + Swa - jw,
1 3 .9 4 202 0
=5 <§M+m)s +§m€0 + 2m/l cos 0s0 |,

(10.1)

quindi la matrice cinetica e

%M +m mlcosb
m¥ cos 0 %mﬂz ’

A(s,0) = [

che e definita positiva in quanto i determinanti dei minori principali
3 2 224 2

§M+m, det A =2Mm/ +m€(§—cos 9>>0

sono positivi.

Osservazione 37. Nell’esempio precedente le dimensioni delle componenti della
matrice cinetica non sono le stesse poiché s ha le dimensioni di una lunghezza e
l’angolo 6 ¢ una coordinata adimensionale.

10.1 Vincoli ideali e principio di D’Alembert

Definizione 31. Diciamo che i vincoli olonomi considerati sono anche ideali se
il vettore delle reazioni vincolari (®4, ..., ®x) che essi possono esercitare sugli N
punti del sistema in una qualunque configurazione x € Cy, sia che essi stiano in
quiete che in movimento, soddisfa ad ogni istante la relazione

N
d @ v =0
j=1

per ogni scelta del vettore delle velocita virtuali v = (vy,...,vy) € T3C;.
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Osservazione 38. [ vincoli senza attrito o di puro rotolamento sono esempi di
vincoli ideal.

Sia t — x(t), * = (x1,...,xy) una qualunque soluzione delle equazioni di
Newton
mjijzﬂ(m,i,t)+¢j, ]:]_,,N
Assumendo che i vincoli siano ideali possiamo scrivere
N
> (s 1) = Fy(a(t). @(1), 1)) - v; =0, (10.2)
j=1
per ogni scelta del vettore delle velocita virtuali (vy,...,vy) € Tw(t)Ct. Se queste

equazioni sono soddisfatte diciamo che il sistema meccanico soddisfa il principio
di D’Alembert. Poiché i vettori

X (a0),1),.... X (q(t). 1)

aql ’ aQn
formano ad ogni istante ¢ una base di T ;)C;, dove
z(t) = x(q(1). 1), (10.3)

le equazioni (10.2) sono soddisfatte se e solo se

Z(mj:zj(t) - E(m(t),:b(t),t)) X (q),) =0,  h=1,....n (10.4)

= oqn

Le equazioni (10.4) sono equazioni pure, cioé non vi appaiono le reazioni vincolari.
L’incognita ¢ la curva g(t), infatti usando la relazione (10.3) abbiamo

—Z (q.t Qh+8 (q,t)
oqn " ot

Z (@ i+ Y (25 i+ G 0) +
aqka q7 Qth: 8t3 q,t)qn aq q,t)qn 12 q,
(10.5)
dove abbiamo assunto che x sia di classe C2.
Consideriamo le forze generalizzate!
Ix;
Qh_thqa ZF qu )7 ) a—qh(qat)v hzla--'vn (106)

Ltra le F; ci sono anche le forze interne: non importa che il sistema delle forze interne
{(Fj([), P;)}; sia equilibrato perché in (10.6) non appaiono solo RO N g) come nelle equazioni
cardinali.
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che avevamo gia introdotto in (8.4) nel caso di vincoli fissi e forze indipendenti dal
tempo. Utilizzando le forze generalizzate possiamo scrivere le equazioni (10.4) del
principio di D’Alembert come

> 0)- P q(0).0) = Qula0. (0.0, h=Lon (100

In generale, nel calcolo delle ), non possiamo sostituire al sistema di forze
applicate {(13‘], P;)}; un qualunque sistema ad esso equivalente. Pero nel caso di
un corpo rigido eventualmente soggetto ad altri vincoli indipendenti dal tempo
questo e possibile, infatti, per j =1,..., N, si ha

x;(q) = xo'(q) + R(q)z],
con g € R% 1< d <6, per cui

an Ixor OR /
“Xiq) = + ).
dqn 1 dqn 1 dqn (9)2;

Derivando rispetto a ¢, la relazione RRT = I si trova che la matrice

O — 8_R RT
Iqn
e antisimmetrica, quindi possiamo scrivere
Ix; _ Ixor
Iqn dqn

w™(q) x R,

dove w® = wM(q) & il vettore associato ad Q) tramite la relazione
OMy = w® x u, Yu € R

Quindi, se {(F}, x;)}; sono le coordinate del sistema di forze applicate ai punti del
corpo, si ha

=Y Bx(@ (0.0 )
Ixor

) (q> + NO’<q7 qu t) : w(h) (q)7
dn

cioe (), dipende solo dalla risultante R e dal momento risultante Ny, delle forze e
dunque possiamo sostituire al sistema di forze applicate al corpo rigido un sistema
ad esso equivalente.
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Esempio 23. Calcoliamo le componenti lagrangiane della forza di gravita @1, ..., Q,
nel caso di un sistema vincolato di N punti materiali Py, ..., Py di masse my,...,my.
Se ¢ — xj(g,t) € R® rappresenta ad ogni istante ¢ le coordinate in R?® del punto
P; in funzione delle coordinate lagrangiane g, si ha

N Ox: 5 X
— . LA L N
Qn = E (—mjges) 2 ges o0 <]§:1 mjxj)
0 Oxs

dove
| N
XB = m Z ;X
7j=1
N

fornisce le coordinate del baricentro B del sistema ed m = > j=1™m; ¢ la massa
totale. Quindi, nel caso della forza di gravita si puo sostituire il sistema di forze
applicate {(—m;ges, P;)}; con un’unica forza —mge; applicata al baricentro B.

Nel caso dei corpi continui si ha

. . ox

Qh(q7q7t> = / f(q7q7t7w/) : —(q7t;w/)dwl7 (108)
c Oqn

dove ' sono le coordinate dei punti del corpo in un riferimento solidale >’ ed f ¢

una distribuzione continua di forze agenti sugli elementi materiali che costituiscono

il corpo.

Esempio 24. Consideriamo un’asta omogenea di massa m e lunghezza 2¢ che si
puo muovere in un piano Ozy, con un estremo incernierato nell’origine O. As-
sumiamo che tale piano ruoti uniformemente attorno all’asse Oy con velocita an-
golare costante wéy. Usando come coordinata lagrangiana 1’angolo 6 che 'asta
forma con la direzione verticale calcoliamo la componente lagrangiana Qy della
forza centrifuga.

La densita di massa dell’asta ¢ A = ;. Se r & una coordinata lungo 'asta si ha
Ix

00
£(0;7r) = —dw?ey x (€3 X X) = \?(x - e1)ey.

x(0;7) = rsinfe; — 1 cosfes, (0;7) = r cosfe; + rsinfe,,

Si trova che

2¢ aX 20 4
Qo = / £(0;r) - 50 dr = )\w2/ r?sin 0 cos 0 dr = §m€2w2 sinfcosf. (10.9)
0 0
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Mostriamo adesso che il sistema delle forze centrifughe e equivalente ad un
sistema composto dalla sola risultante R delle forze centrifughe applicato al punto
@' dove l'asse centrale incrocia 'asta. La risultante ¢ data da

2 20
R = / £(0;r)dr = / \w?r sin § dre; = mw?¢sin fe; .
0 0

Un punto @) dell’asse centrale ¢ dato dalla relazione

Q—O: ‘R|2RXNO’

dove ]\70 e il momento delle forze centrifughe rispetto all’origine O. In coordinate
nel riferimento Ozy si ha

2 20
Ny = / x(0;7) x £(0;7)dr = )\w2/ (x-e1)x X e dr
0 0
20 4
= )\w2/ r?sin @ cos O dr = gmw2£2 sin 0 cos fes.
0
Le coordinate del punto () sono quindi
4
T = —§£COS9€2.

Poiché il trinomio invariante N¢ - R ¢ nullo si ha Ny = 0 se e solo se () € un punto
dell’asse centrale, che e parallelo a R. Quindi il sistema delle forze centrifughe e
equivalente al sistema composto dalla risultante R applicata nel punto )’ dell’asta
di coordinate

4
Ty = XQ/(@) = gE(SIH 061 — COS 082).

Osserviamo che nelle equazioni del principio di D’Alembert possiamo utilizzare il
sistema equivalente (R, Q') per calcolare Q. Infatti,

oxo 4 )
g&Q = gf(cos fe; + sinfe,),
quindi
4
R- ag; = §m€2w2 sin 6 cos 0,

che corrisponde all’espressione in (10.9).
Osserviamo anche che il baricentro B dell’asta, di coordinate

x5(0) = ((sinfe; — cosbey),
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non e un punto dell’asse centrale e se sostituiamo (é, B) al sistema di forze
centrifughe otteniamo un risultato sbagliato:

oxB
0o

R- = ml?w?sin H cos b.

Esempio 25. Consideriamo un disco omogeneo di massa M e raggio R che puo
rotolare senza strisciare sull’asse Ox di un piano Oxy. Assumiamo che tale pia-
no ruoti uniformemente attorno all’asse Oy con velocita angolare costante wes,.
Usando come coordinata lagrangiana l’ascissa s lungo ’asse Ox del baricentro B
del disco, calcoliamo la componente lagrangiana della forza centrifuga.

La densita di massa del disco ¢ o = . Se (r,8) sono coordinate polari per il
disco centrate in B si ha

x(s;7,0) = (s +rcosf)e; + (R + rsinf)e,, 86—X(5; r,0) = ey,
s

f(S;T, 0) = —O'CUQGQ X (82 X X) = O'WQ(X . 61)61

Si trova che

/ / (s;r,0)- (sr@)drd@—aw / / (541 cosO)r dr df = mw?s.

Esercizio 30. Dimostrare che nel caso dell’Esempio 25 il baricentro B del di-
sco appartiene all’asse centrale, quindi possiamo sostituire al sistema di forze
centrifughe il sistema (R, B), dove R ¢ la risultante di tali forze.

Proposizione 60. Assumiamo che la mappa q — x(q,t), che a ogni ogni istante
t fornisce coordinate locali sulla varieta delle configurazioni Cy, sia di classe C2.
Una curva t — q(t) soddisfa le equazioni del principio di D’Alembert (10.4) se e
solo se essa soddisfa?

d oT

oT
' 5 t) = 5t h=1.....n. 10.1
pTEY h(q .q,4q,t) — 8qh(q’q’ ) =Qnlq,q,1), N} (10.10)

Znell’equazione differenziale (10.10) si intende che

ia_T_z":< T . N °T ..>+ O*T
dt oG, 2=\ 9g;0dn " " 9grogn ") T otog,”

k=1
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Le (10.10) rappresentano una forma delle equazioni di Lagrange.

Dimostrazione. Le equazioni del principio di D’Alembert si possono scrivere
ME - —= = Qy, h=1,...,n, (10.11)

dove & ¢ data da (10.5). Dobbiamo quindi verificare che lungo le soluzioni di (10.2)

si abbia 4T aT 5
. X
_—— — =Mz h=1,...,n. 10.12
dt 8qh 8qh th ( )

Consideriamo ’energia cinetica T' = 5'0 - Mv, con

Per h=1,...,nsi ha
or o 0
or _dv O

— = = =~ Mv
Oqn  Oqn Oqn
poiche
v _ X
o4 Oqn’
quindi
dor d 6)( ox dv
— - M - M—
dt 8qh dt 8qh Ut o 8qh dt’
in cui

dv "/ 0v . ov . ov .
E_hz(ahq”a ‘-”‘) o "

lungo le soluzioni. Inoltre si ha

o _ov .
dq,  Ogy
Dalle relazioni
dox s x| o
dt 8qh 1 8qk8qh 8t8qh ’
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scambiando 'ordine di derivazione si ottiene

d ox Ov
- = —. 10.13
& 00 O (1013)
3
per cui
dor o _Ox dv _ Ox
dtdgn  Odn O dt g,
]

Osserviamo che le (10.10) si possono scrivere come sistema di equazioni diffe-
renziali del primo ordine in forma normale. Infatti, dalla relazione

) 1. ) )
T(g.q,t) = 54 A(g,t)g +b(q,t)- g+ c(qg,t)
si ottiene
V4T'(q,q,t) = A(q,t)q + b(q, 1),

dunque le equazioni di Lagrange si possono scrivere

Alg,t)d = F(q.q,t), (10.14)
on . . . dA . .. db .
F(q7q7 t) - Q(q7 q7t) + vqT<q7q7 t) - E(qu q7t)q - E(qa q7t)7
dove
oT OT\T or 1. 0A ob Oc
V' = YR EERRE- Y —:_—+—+—7
e (8% 8qn> ogn 27 00,1 g, 1T og,
N0 04 b b b
dt agn T ot dt &0 AT oy

Poiché la matrice cinetica A ¢ invertibile, introducendo la variabile v € R" le
(10.14) si possono scrivere come sistema del primo ordine in forma normale:

q=",
{ o= A-L(q,)F(q,v,1). (10.15)

Definizione 32. Chiamiamo sistemi lagrangiani ¢ sistem: di equazioni diffe-
renziali del secondo ordine della forma (10.10) per i quali

0T

0q?
osserviamo che, anche se appaiono alcune derivate terze, grazie alla (10.13) basta avere
FeC2

(g,q,t) é definita positiva per ogniq,q,t.

3
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10.2 Forze conservative e lagrangiana

Definizione 33. In un sistema di equazioni di Lagrange della forma (10.10) le for-
ze generalizzate QQq, . .., Q, si dicono conservative se esiste una funzione V(q,t)
tale che

ov
Qh(qat)——a—qh(q,t), h=1,...,n.

La funzione V' si chiama energia potenziale delle forze Q.

Se il sistema di forze Fi,..., Fy ¢ conservativo con energia potenziale V(x),
cioe si ha
F; = Fj(x), -VyV(x)=Fj(xz), j=1,....N,
allora possiamo scegliere
Vig,t) = V(x(q1)),
infatti

o @ = - Z Ve, V(x(2,0) - 5 5 (a,1) =

— Z Fi(x(q,t)) - %(q,t) = Qnlq,t).

Nel caso di un sistema lagrangiano conservativo possiamo scrivere le equazioni
(10.10) nella forma

d oL oL
doL .. 0L .. 01
dtaq.h(q,q,q,t) aqh(q,q,t) 0, (10.16)

dove

Definizione 34. La funzione

si dice lagrangiana, o funzione di Lagrange.

Esempio 26. Consideriamo un sistema meccanico costituito da un disco e da
un’asta come nell’Esempio 22. Assumiamo anche che sul sistema agisca la forza di
gravita, di accelerazione gey, ed una molla di costante elastica k& > 0 e lunghezza
a riposo nulla che collega l'estremo libero A dell’asta all’asse Oy mantenendosi
sempre parallela ad Ox.
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L’energia potenziale delle forze attive e data da
1
V(s,0) = MgR + mg(R — {cosf) + 51{:(5 + 20 sin 0)2.

Tenendo conto dell’espressione dell’energia cinetica calcolata in (10.1) e trascuran-
do le costanti additive si ha

> . . 1
L=T-V= GM+ %)52 + S8+ ml cos 036+ mgt cos b — k(s + 2 sin6)”

per cui

oL 3 ) )

% <§M+m>s -+ ml cos 60,
L

g—s = —k(s + 2¢sin0),

8_[5 = %mﬁ@' + ml cos 0,

00 3

oL

50 = —ml sin 050 — mgl sin @ — 2k(s + 20 sin 0)¢ cos 6.

Concludiamo che le equazioni di Lagrange sono
3 . o ; :
<§M + m)s — mlsin 00 + ml cos 06 + k(s + 2¢sinf) = 0,

4 .
§m€29 + ml cos 05 + mglsin 0 + 2k(s + 2¢sin 0){ cos § = 0.

10.3 Lagrangiane equivalenti
Vale il seguente risultato
Lemma 3. Sia F(q,t) una funzione di classe C? e sia

dF oF . 8F
o Z

Allora si ha

%%(g)—i(i—]j):O, h=1,...,n.
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Dimostrazione. Osserviamo che

0 (dF) B 8_F
ddn - Oqn’
per cui
d 0 (dF dOF <~ O°F . O?F
40 (dfy_dOF _¢n OF
dt 0qh dt dt 0qh P 8qk0qh 8t0qh
Inoltre

Si conclude usando la regolarita di F'.

Siano L(q, q,t), F(q,t) funzioni di classe C?. Se definiamo

. d
L(q,q,t) =cL(q,q,t) + th(q, t), (10.17)

con ¢ # 0 costante, e

3F OF
_F q7 th q7 E(qut%

allora, dal Lemma 3 segue che L e £ definiscono le stesse equazioni di Lagrange.

Esercizio 31. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Oxz con
asse Oz verticale ascendente e si consideri un triangolo rettangolo ABC' di altezza
h, con angolo retto in A e angolo o in B, il cui lato AB scivola sull’asse Ox con
legge oraria A(t) = (s(t),0), dove s € C*(R;R) & una funzione nota del tempo. Sul
triangolo puo rotolare senza strisciare un disco omogeneo C di massa m e raggio
R. Sul disco agisce la forza di gravita, di accelerazione g. Usando come coordinata
lagrangiana 'ascissa q del punto di contatto P tra disco e triangolo sul lato BC'
del triangolo

i) scrivere la lagrangiana L del disco relativa al sistema di riferimento Ozz e
la lagrangiana L' relativa a un sistema solidale al triangolo;

ii) trovare una funzione F(q,t) tale che

d
-1+ %F
M7
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Soluzione. Nel riferimento Ozz le coordinate del baricentro G del disco sono
za(q,t) = s(t) + gcosa+ Rsina,  zg(q,t) = h — gsina + Rcos a.

Nel riferimento Az’z’, con assi Az’, Az’ paralleli ad Ax, Az rispettivamente, le
coordinate del baricentro GG del disco sono

rg(q,t) = qecosa+ Rsina,  z5(q,t) = h —gsina + Rcosa
Le lagrangiane del problema nei due riferimenti si scrivono rispettivamente:

L:T_‘/" L/:T/_Vl

con
1 1 1 3
T = —mlvg]* + —w - Igw = —m(=¢* + §> + 2 cos asq),
2 2 2 2
V =mg(h — gsina)
‘ 1 1 3
T = ém\v/G\Q oW Iow = qu'Q,

V' =mg(h — gsina) + ms(gcosa + Rsin a).

Il secondo termine nell’ultima formula corrisponde all’energia potenziale delle forze
apparenti di trascinamento, che possiamo considerare un’unica forza —mé&e; ap-
plicata al baricentro G. Dimostriamo quest’ultima affermazione. Sia F, = —pse;
la densita di forza di trascinamento, p = m/(7R?) la densita di massa del disco
C e x(q;x') € R3 le coordinate del punto @’ del corpo nel riferimento Az'z" in
funzione delle coordinate lagrangiane q. La forza generalizzata corrispondente si
scrive

ox L0(xg —x4)

ax .
= [ Fy —=(q;z")dx' = —p5 | ==(q;2')dx' - e; = —ms
@n /C 9, T p (g;2) 1 o

€.
c th

Questa forza generalizzata deriva dall’energia potenziale mszy,, dove

To=Tg—2a=(qcosa+ Rsina.

O
10.4 Covarianza delle equazioni di Lagrange
Verifichiamo che la forma delle equazioni
d oL 0L
—— — —=0. 10.18
dt og Oq ( )

resta la stessa se operiamo un cambiamento di coordinate.
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Proposizione 61. Consideriamo un sistema lagrangiano definito da una funzione
L(q,q,t). Sia q— @(q) un cambiamento di variabili di classe C*. Allorat — q(t)
¢ una soluzione delle equazioni di Lagrange per L se e solo se t — Q(t) = ¢(q(t))
¢ una soluzione delle equazioni di Lagrange per

dp1
oQ

£Q.Q.t) = L(¢™(Q). T (@)Q.1).

Dimostrazione. Si introduce la trasformazione

(@.4.) > 2(a.4.0) = (wla). 52 (@a.t).

Qn “— iy 0Qy \= Qs — D, OQn
per cui
d oL “~d (0L Op;' <= OL (= oyt
T an -\ a5 =+ o .
dt 9Q)y, P dt (8%) oQy, ; ol (; 0Q,00Qs, Qé)
Inoltre

_ N 0L Oy N OL N~ Py
= 2o 00, 20, <; 200

Usando il fatto che ¢! & di classe C? si ottiene

oL oL 0 0 0p1- _
R NGRS

Osservazione 39. La Proposizione 61 non vale se ¢ dipende anche da t.

Esercizio 32. Trovare come cambiano le equazioni di Lagrange facendo un cam-
biamento di coordinate dipendente dal tempo.
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10.5 Energia potenziale generalizzata

Diciamo che le componenti lagrangiane delle forze ();, ammettono un’energia po-
tenziale generalizzata se esiste una funzione V(q, g, t) tale che

ov oV

,t) = ———(q,q,t) — —(q,1). 10.19

Qlg.4.1) = 94 (q.41) a4 (q.1) (10.19)

Se esiste una tale funzione V', allora definendo L =T — V' le equazioni di Lagrange

(10.10) si possono scrivere nella forma (10.16). Notiamo che, se esiste V' che
soddisfa (10.19), allora si ha

Vg, q.t) = Vo(q,t) + Vi(q, 4. 1), (10.20)
con V; omogenea di grado i (i = 0,1) nelle q, infatti per ogni h =1,...,n si ha
GV VSN BV OV Ly BV oV,
dt 0y, g dax0in ™ " 0000 ™) " ooy~ dan ~ "

k=1

Poiché le forze attive F); agenti sui punti del sistema possono dipendere solo dalle
loro posizioni e velocita e dal tempo, si ha necessariamente

0%V
040qp,

(g.4,t) =0, hok=1,...,n. (10.21)

Allora, integrando due volte la (10.21), si ottiene

Vig,q,t) = a(q,1) - ¢+ Vo(q. 1), (10.22)
per certe funzioni a = (ay,...,a,) e V. Se le componenti lagrangiane @), delle
forze ammettono un potenziale generalizzato, allora dalle (10.19), (10.22) si ottiene

Qa.4.0) = -5 (a.1) + Bla. 0 + r(a.0),
dove B(g,t) € una matrice antisimmetrica con coefficienti
_ Oap,  Oay
R PR
infatti
dov oV —~ V. . PV 9V
Won 0w~ 2= 0a0n T o0g 0w

S - P L
~\Oqe  Oqn ot Oqn
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Proposizione 62. Le forze apparenti ammettono l’energia potenziale generalizzata
V' = mégs - (P —0') — %mw K (P—O) —md x (P—0)-%, (1023)

Scrivendo 1 vettori in coordinate nella base B si ha
V' =mao - Rq — %m\w x Rq|* — mw x Rq - Rq, (10.24)

in cui q é il vettore delle coordinate cartesiane di P—O' nella base B ed R = (R;;)
con Rij = é; . éz

Dimostrazione. La differenza delle energie cinetiche, 7" nel riferimento X' e T
nel riferimento X, ci fornisce un’espressione per l’energia potenziale delle forze
apparenti che agiscono su un punto materiale di massa m. Per dimostrarlo basta
scrivere le equazioni di Lagrange di prima specie per il punto materiale in ¥’ ed
in X, utilizzando le stesse coordinate lagrangiane. Assumendo che sul punto non
agiscano forze nel riferimento X, si ha

iiT’—iT’:Q’h, iiT—iTzo, h=1,...,n,

dt aqh aqh dt aqh aqh
dove Y}, sono le componenti lagrangiane delle forze apparenti. Siccome le equazioni
devono essere le stesse, per differenza si ha

d o0 0

— (T -7 —(T'=-T)=0 h=1,... .
dtth( th( ) Qh ) ,n

Notiamo che i termini quadratici nelle velocita lagrangiane q spariscono, infatti

1 . 1 .
T-T = §m|q|2 — §m|v0/ +w x Rq+ RG> =

1 1
= —§m\v0/\2 — §m|w x Rq|? — mvo - (w x Rq + Rq) — mw x Rq - Rq
quindi possiamo scegliere V' =T —T.
Utilizziamo adesso il Lemma 3. Il termine m|vo
del tempo e puo essere tralasciata. Inoltre si ha

|2 & una funzione nota solo

d : . .
a('va -Rq) = ao - Rq +vo - (Rq+ Rq) = apr - Rq +vor - (w x Rq + Rq),

per cui possiamo sostituire

—muvor - (w X Rq + R(I)
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con

d
magop: - Rq — m@(vof . RQ)

e trascurare il secondo termine perché e una derivata totale di una funzione di
(g,t). Infatti se

~ d
=V+—=F
Tah
dove F'= F(q,t), e si ha
v w
dtog 0q
allora vale anche ~
dov._ oV _
dt ¢ Oq

La dimostrazione ¢ la stessa fatta nella Sezionel0.3.
]

Osservazione 40. In generale non si riesce a distinguere tra i termini relativi
alle forze di trascinamento e quelli della forza di Coriolis.

Proposizione 63. Nel caso particolare in cui & e costante possiamo definire se-
paratamente un’energia potenziale per le forze di trascinamento —mdo/, —mw@ X
(& x (P—0"), eperla forza di Coriolis —2mw X v'.

Dimostrazione. Consideriamo un punto materiale di massa m con posizione P—0’,

velocita ¥ e accelerazione @’ relative a Y/, rappresentate dai vettori q,q, g € R3

nella base B’. Sia inoltre w il vettore delle coordinate della velocita angolare in B.
Usiamo il risultato seguente

Lemma 4. Se w ¢ costante, esiste una matrice costante di rotazione Ry tale che
RyRTw = w, (10.25)
dove R ¢ la matrice di cambiamento di base da B' a B.

Dimostrazione. Se il vettore @ & costante in X allora & costante anche in Y. Sce-

liamo Ry = R(0). Consideriamo il sistema di riferimento X/ = O’é”é”é”, i cui
0 1%2%3»

versori €, sono rappresentati in B da
en(t) = Ryey(t),  h=1,2,3.

Poiché vale €}, (0) = Roep, si ha e} (0) = ey, per h =1,2,3.
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Il vettore & ¢ anche la velocita angolare di X" rispetto a X, quindi & ¢ costante
anche in ¥”. Le coordinate di & nella base B” sono date da RyR*w; si ha dunque

d
a(w x RyRTw) = 0.

Poiché per ipotesi si ha RyRT(0) = I, si ottiene
w x RyRTw =0,

da cui, sfruttando il fatto che RyRT & un’isometria e che R(t) ¢ continua, si ottiene
la (10.25).
O

Nel seguito assumeremo per semplicita che Ry = I, cioe che al tempo ¢t = 0
lorientazione del riferimento ¥’ coincida con quella di . In questa ipotesi, la
(10.25) si puo scrivere come

Rw = w. (10.26)

Siano q le coordinate cartesiane di P — O’ in B’. Per ciascun termine F' delle
forze apparenti

—m&o, —mw X (wx Rq), —2mw x Rq

cerchiamo una funzione V tale che

dov oV 0
%a—%_a_%:Qh:F'a_;’ (10.27)
con
x = x(q,t) = zo (t) + R(t)q,
per cui
g—; = Rey, = €,
e la (10.27) diventa
AV _p oy
dt 0qn  Oqn "

Quindi al membro destro delle (10.27) dobbiamo ottenere le componenti delle forze
apparenti nella base B’.
La forza di trascinamento dovuta al moto di O’ e

Fi, = —m&or.
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Tale forza ammette ’energia potenziale

Vir(q,t) = mio - Ry, (10.28)
infatti
—iV = —mZo - €
8Qh tr — o’ h*
La forza centrifuga e
Fopyr = —mw X (w X Rq).

Tale forza ammette 'energia potenziale®

1 1
%entr(qat) = _§m|w X Rq|2 = _im‘w X q|27 (1029>

in cui abbiamo usato (10.26) ed il fatto che R ¢ un’isometria. Infatti

_ 8‘/0611157’
Iqn

= mMwXxq-wxe,=—mwX (wxq)- e, =
= —mw X (wx Rq)-€e, =F..-e.

La forza di Coriolis e
Foor = —2mw X Rq.

Tale forza ammette ’energia potenziale generalizzata

Voor(q,q,t) = mRq-w x Rg =mq -w x g. (10.30)
Infatti
avCor . . ,
=mw X q-e, =mw X Rq - €,
Iqn
d OVeer d y
— = m— w-e,=
dt 0q, at? h
= mgxw-e,=—mwX Rq-e),
per cui

do Cor 0 Cor .
dVeor _ Veer __, Rq-€, = Foy - €.
i aqh 8qh mw X [hq - ey C €y

O

Osservazione 41. Dalle espressioni a destra nelle (10.29), (10.30) si vede che in
realta queste energie potenziali non dipendono dal tempo.

4Dalla seconda espressione di Viener si nota che in effetti essa non dipende da. ¢.
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Consideriamo un sistema di N punti materiali P,..., Py e assumiamo che
su di essi agiscano delle forze Fj(x,@,t) che ammettono un’energia potenziale
generalizzata, cioe che esista una funzione V(x, @, t) take che

d oV oV
——— — —=F; =1,..., N.
dt@w] 8.’13]' I J ’ ’

Se il sistema di punti e soggetto a vincoli olonomi e a ogni istante ¢ la mappa

q— x(q,?)

rappresenta una parametrizzazione locale della varieta delle configurazioni C,
allora la funzione
Vig.q,t) =V(x(q,t),v(q, q.1),1)

e un’energia potenziale generalizzata per le forze agenti sul sistema vincolato,
infatti per h=1,...,n si ha

dov. oV dov\ov 0Vd v aV ox 0V ov

o " ow ~ @\05)7q T 05 @ \o5,) " Fwdn ~ 05 0m

_ [d (8V> GV}G_X 8V[d (6_)() 81;}

1\ox) " 0zlog, 0@ Lai\og,) " og,
N aX'
= Y Fi(x(a.1).0(g.4,1).t) 5 = Qu(g.4.1).
=1 qhn
poiché
v _ Ox i(ﬁ_X> _
d4n,  Oqn’ dt \ Oqp, oqn’

Esempio 27. Calcoliamo l'energia potenziale della forza centrifuga per il sistema
dell’Esempio 24. Si ha

2% 4
V(0) = / —5)\|we2 x x|*dr,
0

dove

\ = 2%, x(0;7) = 2r(sin fe; — cos fe,), r € [0,2(],

sono rispettivamente la densita di massa dell’asta ed il vettore delle coordinate di
un generico punto dell’asta. Quindi

1 2 2
V() = ——)\w2/ r?sin? 0 dr = —=mw?(*sin* 6.
2 0 3
Si verifica facilmente che
v,
89 — 65

in cui la forza generalizzata )y ¢ data dalla (10.9).
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Esempio 28. (Problema dei tre corpi ristretto circolare piano in un sistema di
riferimento ruotante) Consideriamo un punto materiale P di massa u che si muove
in un piano sotto 'azione della forza di attrazione gravitazionale prodotta da due
punti materiali P;, P, di masse mi, myo molto piut grandi di p. Assumiamo che
il moto di P; e P, non sia influenzato dalla presenza di P e che questi punti si
muovano nello stesso piano di P su orbite circolari, soluzioni del problema dei due
corpi, centrate nel loro baricentro O. Consideriamo un riferimento ¥ = Ouxzyz,
dove Ozy ¢ il piano del moto dei punti considerati. Sia d la distanza |P; — P| e
G la costante gravitazionale di Newton. Possiamo scegliere le unita di misura in
modo che
dzl, m1+m2:1, G=1.

Poniamo m = my e consideriamo un riferimento ¥/ = O&n(, che si muove rispetto
a Y in modo che Oz = Oz e la direzione del vettore P, — P; corrisponda a quella
dell’asse O¢ (vedi figura). La velocita angolare di ¥’ rispetto a ¥ & & = wég, con
é; perpendicolare al piano del moto, e con le unitd di misura scelte si ha®

w=1.
Inoltre, usando 'integrale del centro di massa, si ha
|P1—O|:m, |P2—O|:1—m

Siano g = (£,1,0) le coordinate del punto P nel riferimento ¥'. L’energia poten-
ziale per unita di massa p delle forze che agiscono su P e

(1 —m) m 1 9 ,
Vv — — ——|jwxg|*—w-qx
P=p P-p 3«4 q%q
(1 —m) m

L N7 Y-
B G s A A

10.6 Funzione di dissipazione di Rayleigh

Dato un sistema di N punti materiali dividiamo le forze attive in due categorie,
quelle che ammettono un’energia potenziale generalizzata V' e quelle che non la
ammettono. Possiamo scrivere le equazioni di Lagrange nella forma

d OL 0L

Sper dimostrarlo basta usare la terza legge di Keplero.
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dove L = T—V e @}, sono le componenti lagrangiane delle forze che non ammettono
energia potenziale. Se le (), sono prodotte da forze dissipative della forma

—

F}:—kﬁj, jzl,,N

possiamo considerare la funzione di dissipazione di Rayleigh

N
1
R =k Z lv;|?, (10.32)
7j=1
dove v; = wvj(q,q,t) sono le velocita dei punti del sistema in funzione delle

posizioni e velocita lagrangiane. Osserviamo che si ha

. OR .
E(X(qu t>7 U(q7 q, t)? t) = _87<q’ q, t>7
J

per cui le forze generalizzate si scrivono

N N N
oX; OR 0x; OR Ov; OR

0, =S F2X _ _NTIROXG grov; _ 9%

jzl I 8qh ]Zl (%j aqh

In questo caso le (10.31) diventano

doL  OL OR

; + = =0, h=1,...,n.
dtoq, Ogqn  Ogy



212 CAPITOLO 10. EQUAZIONI DI LAGRANGE



Capitolo 11

Simmetrie e integrali primi

In questo capitolo consideriamo sistemi lagrangiani della forma

dor oL _

H9d 9q " (11.1)

dove L(q,q,t) ¢ una lagrangiana di classe C?, e descriviamo la relazione tra l'invarianza
di L per una famiglia ad un parametro di trasformazioni e 'esistenza di integrali primi
di (11.1).

11.1 Variabili cicliche

Consideriamo un sistema lagrangiano definito da L(q, g, t).

Definizione 35. Se la coordinata g, non appare esplicitamente nell’espressione di
L allora si dice che g e ciclica, o ignorabile.

Definizione 36. Chiamiamo momento coniugato alla coordinata q; la quantita

oL

Proposizione 64. Se la variabile qi e ciclica in L, allora il corrispondente mo-
mento coniugato py definito da (11.2) é un integrale primo.

k=1,...,n. (11.2)

Dimostrazione. Segue immediatamente da (11.1).
0

Chiaramente la proprieta di avere una o piu coordinate cicliche dipende dalla
scelta delle coordinate, quindi non ¢ una proprieta intrinseca del sistema lagran-
giano considerato.

Anche quando la variabile temporale ¢t non appare esplicitamente in L abbiamo
una legge di conservazione. Vale infatti la seguente

213
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Proposizione 65. (Integrale di Jacobi) Se la lagrangiana L non dipende da t

allora la funzione
, oL, .. . :
J(q.q) = 8—q(q,q)-q—L(q,q) (11.3)

¢ un integrale primo del sistema lagrangiano (11.1).

Dimostrazione.
dJ doL .+8L . OL . 0L S0
at diog 179G 1 9q 1 9 17
lungo le soluzioni di (11.1).
O
Osserviamo che se la lagrangiana L e della forma
Lo+ L1+ Ly
con L; funzione omogenea di grado j in g, allora
J - L2 - LQ.
Infatti, per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee si ha
OL;
-——=3L;, j5=0,1,2.
11.1.1 Riduzione di Routh
Assumiamo che L = L(y, &, y,t) con x = (x1,...,xs), 1 < s < n un vettore di va-
riabili cicliche e supponiamo che la matrice gz% sia definita positiva. Consideriamo
la soluzione
t—q(t) = (x(t),y(t)) (11.4)

del sistema di equazioni di Lagrange definito da L, con condizioni iniziali

Lo, Yo, :t07 IyO (115)
per t = 0. Sia
oL
& &’E (y07a"07y07 )

il valore del momento coniugato a x, costante lungo la soluzione q(t), e sia

v(y,9,t,¢)
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la funzione definita implicitamente dalla relazione

oL
i ‘ 1) = c. 11.
8$(yﬂﬂy,yJ56%y,w c (11.6)

Osserviamo che si puo applicare il teorema delle funzioni implicite alla (11.6) poiché
vale la relazione
82
det — ;é 0, (11.7)

infatti la matrice g L & definita positiva p01che € un minore principale di

e definita positiva. In queste ipotesi vale la seguente:

82,che

Proposizione 66. La componente y(t) della soluzione (11.4) delle equazioni di
Lagrange per L con condizioni iniziali (11.5) ¢ la soluzione delle equazioni di
Lagrange definite dalla funzione

LY (y.9.t) = Ly, @,9.1) — -]

z=v(y,y,t,¢)

con condizioni inizials
y(0) =, 9(0)=yo
e la componente x(t) di (11.4) é definita da

x(t) = xg +/O v(y(7),y(7), T, c)dr. (11.8)

Dimostrazione. Per la regola di derivazione di funzioni composte abbiamo

oL oL oL v
.7t = . 7£b7'7t + a 7:"67'7t —Cc)- y 7‘7t7c
8y (y Yy ) |:8yh <y 4 ) (8.’,6 <y y ) ) 8yh <y Y )i| z=v(y,y,t,c)
= y7 m ya
|:8yh( ):| d::'v(yyyvtvc)

lungo la componente y(t) della soluzione q(t). Analogamente lungo y(t) abbiamo

aL@ . oL = . .

z=v(y,y,t,c) .
Quindi la mappa t — y(t), che & soluzione di

d OL

d oL . .
o ay(y’w’y’)

o g2
8y y7 7y7

w:v(y7y7t7c)
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risolve le equazioni di Lagrange per Lg). L’equazione (11.8) si ottiene immediata-
mente integrando la relazione

O

Definizione 37. La funzione Lgf;) della Proposizione 66 ¢ detta lagrangiana

ridotta, oppure funzione di Routh.

Osservazione 42. Se L = Ly + Ly + Ly, con L; omogenea di grado j in &, allora
per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee si ha

LY = [~Ly + L]

:t:v(y7y.7t7c) :

Esempio 29. (moto centrale piano) Usando coordinate polari p, 6 la lagrangiana
si scrive

. I . -
L(p,0,p,0) = sm(p® + p*0*) = V(p),

2
quindi la variabile 6 e ciclica e il suo momento coniugato
oL o
Po = — = mp“0
o6 "

e un integrale primo. Sia c il valore di tale integrale in corrispondenza alle
condizioni iniziali
p07007p0700

assegnate al tempo ¢t = 0. La lagrangiana ridotta e

2
LR(p.) = i = Vi) = 5o
Introducendo 'energia potenziale efficace
V() — ¢
r (p)=V(p)+ S

e usando la Proposizione 65 si ottiene che il sistema lagrangiano a un grado di
: . : () .- .
liberta definito da L}’ ha l'integrale primo

C . ]‘ . C
T, p) = 3mh” + Vi (p),

che corrisponde all'integrale di Jacobi del sistema a due gradi di liberta ristretto
al vincolo dato da %(p, p,0) =c:

T p, p) = J(p, ﬁ,%)
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Esempio 30. (coordinate jacobiane nel piano) Consideriamo tre punti di massa
unitaria che si muovono nel piano sotto 'azione di forze elastiche, con energia
potenziale

k
V(x1, 2, x3) = §(|w1 — fL’2|2 + |z — 503\2 + |xo — fL’3|2)7

dove 1, x5, 3 € R? sono le coordinate cartesiane dei tre punti e & > 0 ¢ una
costante. Mostriamo che nelle coordinate &, m, ¢, definite dalle relazioni

T+ o + X3
3 )

T2 + T3
2 )

£ = nN=x3—xTy, (=x — (11.9)

la lagrangiana del sistema non dipende dalle due componenti di . Infatti, detta

(131, T2, m?’) = (Ea n, C) = q)(mla T2, m3)7
la trasformazione di coordinate definita in (11.9), la sua inversa ha componenti

1

2 1 1 1
:5+§C, 502:5—5"7—59 w3:£+§n——<§, (11.10)

3

quindi I'energia potenziale V =) o @1 nelle nuove coordinate si scrive

2>.

Inoltre, usando la trasformazione corrispondente a (11.9) per i vettori velocita
£,7, ¢, possiamo scrivere I'energia cinetica come segue:

Vieno =+

1 1 . 1 2 .
T — 2 (1|2 .12 . 2:_(3 2 L2, 2 2)'
(@l + @l + ) = £ (317 + sll? + 21

Osserviamo che la lagrangiana L = T"— V non dipende dal vettore €. Possiamo

quindi applicare il metodo di Routh. Sia ¢ = (¢, ¢) il vettore dei valori dei
momenti
oL : oL .
Pe = gla pzz—':3£2-
Yoa t o6

La lagrangiana ridotta e

Lk

. 1l/1.. 2 k 7|2 712
1= 5 (gl + 31°) =5 (le+ 3] +[e =3 + k) - -
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11.2 La trottola di Lagrange

Consideriamo un rotatore simmetrico omogeneo di massa m con un punto fisso O,
diverso dal suo baricentro B. Usando la notazione del Capitolo 6 assumiamo che i
momenti principali di inerzia soddisfino le relazioni I; = I, # I3.! Sia £ la distanza
del baricentro B dal punto fisso O. L’energia cinetica T" e I’energia potenziale della
forza peso V sono date da

Osserviamo che le coordinate ¢, sono cicliche nella lagrangiana L =T — V. In
corrispondenza abbiamo gli integrali primi

oL

Pe = 2 = Iipsin® 0 + I3(¢) + ¢ cos ) cos b,
¥
oL :
= — = I3(Y+ pcosh).
Dy 0 s(V+¢ )

Osservazione 43. I momenti coniugati p,, py corrispondono rispettivamente al-
le proiezioni del momento angolare totale Mo su €3 ed €. Infatti, se Iy, w
rappresentano Jo, @ nella base principale B, si ha

B oL Ow B oL Ow

p(p_a_@:a—(p'owu pw—a—d}:a—d)'owa

e dalla relazione (vedi (6.24))
w = (psinfsiny + 9@051&, psinf cosp — O sin 1), pcosb + QZ})T,

st ha 5 5
w w
—— = (sinfsin v, sin 6 cos ¢, cos §)7, — =(0,0,1)T.
R ( (2 (8 ) 20 (0,0,1)

Usando le formule (6.23), (6.22) si vede che g—‘; rappresenta és in B'.

I momenti p,, py si conservano perche il momento risultante delle forze esterne

No e diretto come la linea dei nodi, che e ortogonale sia a é; che a é;. Piu
precisamente si ha

No = tey x (—mges) = mglsin féy.

!Questa discussione vale pill in generale nel caso di un corpo rigido non omogeneo, con
I; = Iy # I3 e con il baricentro sull’asse principale relativo a I3.
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Oltre a py, py si conserva anche 'energia totale £ = T'4 V, infatti L non dipende
dal tempo e l'integrale di Jacobi in questo caso corrisponde all’energia E. La
conservazione dell’energia totale si puo anche dedurre dalle relazioni

T =Ny w+ R-vo=mglhsinb, V = —mglfsin 6.

Mostriamo che il problema si puo integrare a meno di inversioni e quadrature,
cioe che e integrabile secondo Liouville. Scriviamo la lagrangiana ridotta secondo
il metodo di Routh per valori costanti c,, ¢, degli integrali p,, p,,. Abbiamo

. 1 ;
v = m(% —cycost) = v,(0,0, ¢y, cp),
. Cy cos 6 .
’l/} = I_3 - [1 Sin2 9(C‘P - Cw COS 9) = ,Uw<97 97 Cw7 CSO>7
quindi
Ly 0.6) = [L0.0.6,9) —cop—cd| =
O=Vy,P=1y,
1., 1(c,—cycosb)? 1¢;
= -2 Y —mglcosf — =-L.
2" T2 I sin?0 B WA
Le equazioni di Lagrange per Lg“”cw) corrispondono alle equazioni del moto unidi-
mensionale d
.. (C ,C )
1,0 = —@VR“” “(0) (11.11)
con L )’
(cyrce) Cp — Cy COS
V 0)=— lcosf
R () 2 I, sin® T mgtcost,
per cui il problema e integrabile secondo Liouville.
Siccome LS,;“”%) non dipende esplicitamente da ¢, I'equazione differenziale (11.11)

ha l'integrale primo
Cyp,C A 1 A Cyp,C
B (60,0) = S16 + Vi (6).
(chw)

Osservazione 44. La conservazione di L, corrisponde alla conservazione
dell’energia totale E sugli insiemi di livello p, = c,, py = ¢y (verificarlo! ).

Mostriamo che nel piano delle fasi ridotto (6, 6) ¢’e un unico equilibrio e tutte

)

le orbite sono periodiche. Sia e il valore dell’energia Eg‘”’c”’ corrispondente alle

condizioni iniziali. Dalla relazione El(,%c“”%)(ﬁ, 0) = e, moltiplicando per 1—21 sin? 4, si
ottiene 02 y
6% sin® 0 + (¢ = ¢y cos6) + 9% o5 fsin? 6 = 2 sin? 4.

I} I I
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Poniamo per semplicita

a:%, b:j_—f, o= [—1, 6:2[—1.
L’angolo di nutazione @ varia nell’intervallo [0, 7]. Usando la variabile
u=cosb € [—1,1],
per cui 42 = 2sin’ 6, si ottiene 'equazione differenziale
w? = (1 —u?)(a — Bu) — (b — au)?.
Di seguito ricaviamo alcuni aspetti qualitativi del moto. Gli zeri del polinomio
f(u) = (1 = w?)(a — Bu) — (b — au)’
corrispondono a valori di inversione del moto di . Abbiamo che

f(-1)==(b+a)’<0, f(1)=-(b—a)<0.

Consideriamo il caso generico in cui b # a. Poiché lim, . f(u) = 400, esi-
ste sempre una radice uz > 1, che non corrisponde a valori reali di 8. Ma
lim, o f(u) = —00, quindi il polinomio f(u) deve avere 2 radici uy, ug in (=1, 1):

uy < cosf < uo,
perché il moto deve poter esistere.

Definizione 38. Si dice luogo dell’asse di simmetria la curva descritta dal
punto di intersezione dell’asse di simmetria con la sfera unitaria centrata in O.

Tale curva e compresa tra due cerchi limite, di co-latitudine
0, = arccos uq, 0y = arccos uo,

in corrispondenza ai quali  si annulla.

Poniamo
= —.
a
Se u > uq, dalla relazione
. b—acosf
= sin’ @

si trova che ¢ ha lo stesso segno per tutti i possibili valori dell’angolo di nutazione
compresi tra 01 e 6. Quindi ’asse del rotatore precede attorno all’asse verticale
in modo irregolare, cio’e appaiono anche delle nutazions.
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Se u; < u < us la direzione del moto di precessione e diversa in corrispondenza
dei due cerchi limite. Il luogo dell’asse di simmetria presenta dei loop.

Se u = wuy oppure u = uy allora sia 0 che ¢ si annullano sul cerchio limite
corrispondente ed il luogo dell’asse di simmetria ha delle cuspidi che toccano il
cerchio limite.

Osserviamo che per condizioni iniziali # = 6, € (0,7), § = ¢ = 0 si ha
necessariamente 0y = ,, infatti il rotatore parte sempre in caduta.

.. inserire figura del luogo dell’asse di simmetria ...

11.3 Teorema di Noether

Ricordiamo le proprieta dell’azione ¢ : U x G — U di un gruppo a un parametro
di diffeomorfismi G su un insieme U. In particolare consideriamo G = R, U = R"™.

i) o : R" = R" & un diffeomorfismo per ogni o € R;
ii) oo = 1d;
iii) @atps = @a © s per ogni o, § € R (proprieta di semigruppo);

Oltre a ¢,(q),q € R™ useremo anche la notazione ¢(g, @) e assumeremo in
seguito che le mappe ¢ siano di classe C? nella coppia di variabili (g, ).

Definizione 39. Dato un gruppo a un parametro di diffeomorfismi ¢, (q), si dice
generatore infinitesimo dell’azione il vettore

§(a) = 92 (a.0) (1112)

Proposizione 67. Ogni azione p(q, ) ¢é il flusso del suo generatore infinitesimo.

Dimostrazione. La tesi segue dalla definizione di derivata parziale e dalla proprieta
di semigruppo:

8_so<q7 ) = i P&t h) —plg.a)

da LY = L h B
_ }Lli% QD(QD(q,Oz),h) ; QO(QO(q,Oé),O) — g—g:(QO(qva)vO) — £(¢<q’a)).

O

Osservazione 45. Nel contesto delle varieta ho bisogno di restringermi ad un’a-
zione locale (gruppo a un parametro locale di diffeomorfismi), vedi [16].
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Si consideri l'azione di un gruppo G a un parametro (locale) di diffeomorfismi
di classe C? sulla varieta delle configurazioni C:
g Q =¢.(q) =(q,),

e la corrispondente azione indotta sul fibrato tangente 7C:

(0.4~ (@.Q) = (v(a.0). 5 (g.0)

Vale il seguente

Teorema 2. (Noether) Se la Lagrangiana L : R" xR™ xR ¢ invariante per l’azione
indotta su TC per ognit € R, cioé

. Op .
L(q,q.1) = L(s@(q, @), %(q, a)q, t), (11.13)
allora le equazioni di Lagrange ammettono lintegrale primo

I(q,q,t) =p(q,q,t) - £(q). (11.14)

dove p = g—g ¢ il momento coniugato a q € € ¢ il generatore infinitesimo dell’azione
Pa, dato dalla (11.12).

Dimostrazione. Deriviamo la (11.13) rispetto ad « e valutiamo il risultato in e = 0:

0 Op . B
0 = = L(SO(q,a),%(q,a)q,t) T
oL, . Op oL, . PP :
- = 1) . =X - t) - 0
aq(q,q, ) 0 (g,0)+ 6,(j‘.l(q,q, ) aaaq<q’ )d,
in cui abbiamo usato?
%
— . —1Id.
©(q,0) = q, 94 (g,0)

Lungo le soluzioni t — gq(t) dell’equazione di Lagrange, scambiando l'ordine di
derivazione e ricordando la (11.12) si ha

doL, . O oL, . Pe
d (0L .

?la seconda relazione segue da
I

. -1 —
Oqp, (a,0) 50 h k—0
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quindi

I(q.d,t) = §—§<q, g.1)-(q)

e un integrale primo del sistema lagrangiano.

Esempio 31. Consideriamo la lagrangiana

) 1 .
L(q,q) = §m|ql2—V(|ql), q € R?,

relativa al moto di un punto materiale P di massa m in R?, soggetto ad una forza
centrale, di centro l'origine del sistema di coordinate, con energia potenziale V.
La lagrangiana L ¢ invariante per l'azione ¢(q,a) = R,(a)q dove R,(a) ¢ la
matrice di rotazione di un angolo qualunque « attorno ad un qualunque asse Oa
di direzione a (|a| = 1), passante per I'origine O.

Il generatore infinitesimo dell’azione e

£(g)=axq

in quanto R,(a) = exp(aA), dove A ¢ la matrice antisimmetrica associata ad a
tramite la relazione

Au =a X u, per ogni u € R3,
come si vede calcolando esplicitamente la soluzione generale
u(t) = exp(At)uy, uy € R?
dell’equazione differenziale lineare
u = Au.
Dal Teorema di Noether si ottiene l'integrale primo
I(q,g) =maxq-g=mqxq-a

per ogni scelta di @ € R3. Dall’arbitrarieta di a otteniamo quindi la conservazione
del momento angolare rispetto al centro O.

Mostriamo adesso come si trasformano i flussi in corrispondenza ad un cam-
biamento di coordinate.
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Proposizione 68. Sia ®'(x) il flusso integrale dell’equazione differenziale
= F(x). (11.15)

Consideriamo un cambiamento di coordinate y = u(x) e l'equazione differenziale
corrispondente a (11.15) nelle coordinate y:

y = G(y), (11.16)
dove
G = <g—:: F) oul.
Allora la mappa
Ui(y) =uo® ou'(y) (11.17)

¢ il flusso integrale di (11.16).
Dimostrazione. Osserviamo che si ha
U (y) =uod’. (11.18)

Inoltre, dalla formula (11.17) e dalla relazione

- () ou= (2] Gou

si ottiene
d d 1
E‘Iﬁ(g) — %(uoéto’uf (y))
ou ¢ -1 d t 1
= (@ ou(y) 2 (P ou(y)
= g—Z(Qt ou'(y)) F(® ou'(y))
Ou [0u7-1! 1
= (G2l (©ow)@ ouw)

= G(uo® ou'(y))
= G(¥'(u)).

O

Nella dimostrazione della prossima proposizione useremo il seguente risultato:
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Teorema 3. (rettificazione locale) Sia ®'(x) il flusso dell’equazione differenziale
= F(x), x eR",

e assumiamo che esista & € R"™ tale che F(&) # 0. Allora esiste un intorno U di
T ed un cambiamento di coordinate locale

Usxz—y=u(x),
tale che
u o Wl(y) = ® ou(y), (11.19)

dove
‘I’t@) =y +le;.

Osservazione 46. Prima di dimostrare il teorema notiamo che dalla Proposizio-
ne 68 e da (11.19) seque che W' ¢ il flusso dell’equazione differenziale y = G(y),
con G = (F)ou™!, che rappresenta l’equazione differenziale & = F(x) nelle nuove
coordinate y. 1l teorema ci dice quindi che in un intorno di ogni punto che non
sta un equilibrio esistono delle coordinate le linee di flusso sono rette parallele,
parametrizzate in modo lineare dal tempo t.

Dimostrazione. A meno di traslare I'origine e rinumerare le coordinate possiamo
assumere che

xz =0, F1(0) # 0,

dove Fi e la prima componente di F'. Consideriamo la mappa

’UJ(y) = le (07 Yo, ... 7yn)

Dalle relazioni

ow ow
—(0) = F(0), —(0)=e;, 7=2,....n
5 (O =F0.  520)=e; ]
si ottiene 5
w
det @(0) = Fl(O),

quindi w definisce un diffeomorfismo da un intorno ¥V di y = 0 ad un intorno U
di z=0. Siau=w"":U — V il diffeomorfismo inverso.
Ponendo

U'(y) =y +te

e usando la proprieta di semigruppo del flusso si ottiene la (11.19), infatti

wo Wi(y) =370, ps,...,y.) = D' ow(y).
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Proposizione 69. Sia L(q, q,t) una lagrangiana invariante per l'azione @, cioe
tale che
: 0o, | .
L(q7 q, t) = L(‘Poz(q)a G—(q)qv t)
q

per ogni o € R. Sia inoltre ¢ una configurazione per cui €(q) # 0, dove & ¢ il
generatore infinitesimo di p,(q). In queste ipotesi esiste un intornoU di q ed una
trasformazione di coordinate

U>q—Q=Y(q)

tale che la coordinata Q1 (i.e. la prima componente di Q) sia ciclica nella lagran-
giana

. op~! :
_ -1

£Q.Q.1) = L(¥71(Q), 50 QQ.1), (11.20)

che per la Proposizione 61 definisce la dinamica nelle coordinate Q.

Dimostrazione. Consideriamo g tale che £€(g) # 0, con &(q) = %2(g,0). Per il
teorema di rettificazione del flusso (vedi Teorema 3) possiamo trovare un cambia-
mento di coordinate @ = ¥(q) in un intorno di g che coniuga 'azione ¢,, che &
il flusso del suo generatore infinitesimo &, alla mappa

N.(Q) = Q + ae; = Yoy, o lI’_l(Q)'

Inoltre la lagrangiana £, definita da (11.20), € invariante per ’azione 1), infatti

ow—1

£Q.Q1) = L(¥(Q). 55 (@Q1) =
= 10w Q.2 0w @5 (@A) -
= L (@) S o m( Q@A) =
— L0(Q). GR(@)Qu0) = L@+ e Q). (1121)

Nel ricavare la relazione precedente abbiamo usato l'invarianza di L per ’azione
@a € la relazione di coniugazione, che si puo scrivere anche

v'o Noa = Pa © v
da cui, derivando rispetto a Q, si ottiene

ov—1 N,
20 0 1.(Q) 822

Q) = 85‘2; o (Q)
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Concludiamo che £ ¢ indipendente da @)y, infatti dalla (11.21) segue che

(Q,Q,t) = lim L(Q + hei, Q1) — £(Q, Q. 1)
T h

=0 h

oL

=0.
Q1
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Capitolo 12
Equilibri e stabilita

Consideriamo le equazioni di Lagrange

d oT /A .
%a_qm’q’ q) — a—q(q,q) =Q(q,9), (12.1)

per vincoli fissi, cioe T' = T, = %q - A(q)g, e per forze non dipendenti da t. Le
(12.1) si possono scrivere nel modo seguente:

Ala)i = F(g.4) (122)
Plg.d) = Qla.d) + 5 (a.4) ~ 5 (a.d

Poiché A ¢ definita positiva, le (12.2) si possono mettere in forma normale ed
equivalgono al sistema di equazioni del primo ordine

Vi aman (129)
Si ottiene che i punti di equilibrio sono della forma (q, ¢) = (qo, 0),
Q(q0,0) =0, (12.4)
infatti F(q,0) = Q(q,0).

Definizione 40. [ valori qq, soluzioni di (12.4), si chiamano configurazioni di
equilibrio.

Osservazione 47. In corrispondenza alle configurazioni di equilibrio g st hanno
soluzioni costanti x(t) = x(qo) delle equazioni di Newton.

229
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Se le forze attive derivano da un’energia potenziale generalizzata V(q,q) =
Vo(q) + Vi(g, q) possiamo scrivere la lagrangiana

. 1, . .
L(g.4) = 54 Ala)d — V(4. 4)-
In questo caso le configurazioni di equilibrio sono definite dall’equazione

WV

Tia) =0 (12.5)

infatti, dalla relazione
_dovy Vi OV

Q_%aq  dq oq’
tenendo conto che
B . doVy  Oa . Vi [0a7T .
si ottiene 5V
_Zvo

Q(q,0) 9 (q).

12.1 Linearizzazione attorno a un equilibrio

Dato un punto di equilibrio (qo, 0), proviamo ad analizzare la sua stabilita linea-
rizzando le equazioni (12.3) in un intorno di questo punto. Poiché i termini

or  dA .
oq’ at 1

sono quadratici omogenei in q, le equazioni linearizzate sono

q="v,
{ b= A7 ao) [32(av, 0)(a — @) + 22(a0, 0] (120

Se le forze attive derivano dall’energia potenziale V(q, q) = Vo(q) + a(q) - g si ha
Q(q,q) = —20(q) + B(q)q (vedi Sezione 10.5) e le equazioni linearizzate sono

dq
q="v,
. _ 12.7
L W@t o~ Blael, D
dove B e antisimmetrica con componenti B;; = gg% — g%?. Le (12.7) sono le
5 7

equazioni di Lagrange per la funzione

Lo(a.d) = 5~ Alar)d —Volao) ~ 5 (a— a0) - Vi (ao)(a — ao)

2
- ata) + Sotaa - a)] -d (125)
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che ¢ lo sviluppo di Taylor di L(q,q) al secondo ordine centrato in (gg,0). Ve-
rifichiamo che le (12.7) corrispondono alle equazioni di Lagrange per Lg. Dalle
relazioni

OLo _ . alan)— 2% () (q— o _ yitava—ao— 2% @] g
5o = Alad—ala) —g5o(@)a—a). G =V @)a—a) -5 (@)] q
si ottiene

d 8L0 aLO o " 8(1 8(1 T . "

W ae ge =AM~ (5 (@)~ [5o@)] )a+ Vi a)a ),

che dimostra che le equazioni di Lagrange per Ly corrispondono alle (12.7).
Nel caso particolare in cui V' = Vj, tralasciando la costante —Vj(qq), si ottiene

Lola.4) = 30~ Al@o)d — 5(a—a) V'(@)la—a) (129

Le equazioni di Lagrange per (12.9) sono

A(qo)G +V"(qo)(g — qo) = 0 (12.10)

e si possono scrivere come

l : } — Algo) [ ¢ } , (12.11)

A(qo)z{_Al?/,,(qo) H {ﬂ:{q;qo].

In questo caso la matrice del sistema linearizzato ha autovalori che dipendono solo
dagli autovalori di A~'V"(qq). Siccome A(qy), V" (qo) sono simmetriche, con A de-
finita positiva, sappiamo (vedi Sezione 12.7) che gli autovalori A, di A=1V"(qq) so-
no reali e che possiamo trovare una base di autovettori B = {wp, }n—1..., ortonormali
rispetto al prodotto scalare definito da A(qp), cioe tali che

con

.....

up, - A(qo)ur = Onk,
dove 9y, € il delta di Kronecker. Per il teorema di Binet si ha
det(A'V" — M) = det A~ det(V" — \A),
quindi gli autovalori \j, si possono calcolare risolvendo 1" equazione

det(V"(qo) — AA(qo)) = 0,
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detta equazione secolare, evitando di calcolare A™!(q). Inoltre si ha
up - V”(CIO)Uk = wp, - M A(Qo)ur = ArOnr,

cioe nella base B entrambe le matrici A(qo), V" (qo) sono in forma diagonale.
Osserviamo che, se A, h = 1,...,n sono gli autovalori di A~1V"(qy), allora gli
autovalori di A(gp) sono

+ —>\h, hzl,...,n.

In particolare, se Ay < 0 per qualche k allora (qg, 0) ¢ instabile perché il sistema
(12.11) ha un esponente di Lyapounov positivo.!

Se A, > 0 per h =1,...,n allora gli autovalori di A(gp) sono tutti immaginari
puri oppure nulli, quindi gli esponenti di Lyapounov sono tutti nulli ed il metodo di
linearizzazione non ci permette di concludere niente sulla stabilita di gy. In questo
caso per studiare la stabilita possiamo usare il metodo descritto nella prossima
sezione.

12.2 Il teorema di Lagrange-Dirichlet
Si consideri un punto di equilibrio @ del sistema di equazioni differenziali
&= F(x), x € R". (12.12)

Definizione 41. Si dice che una funzione f € CY(U;R), definita in un intorno
U di un punto di equilibrio xo di (12.12), € una funzione di Lyapounov per xq se
valgono le sequenti proprieta:

i) f(®) > f(xo) per ogni @ € U\ {xo};
i) Z—];(:c) <0 per ogni x € U.

dove &L ¢ la derivata di f lungo una qualunque soluzione di (12.12), cioe

Ji
o (@)= V(@) F)

Vale il seguente risultato:

Teorema 4. (Lyapounov) Se un punto di equilibrio ammette una funzione di
Lyapounov, allora e stabile.

Loli esponenti di Lyapounov di un punto di equilibrio X di un sistema di equazioni
differenziali X = F(X) sono le parti reali degli autovalori della matrice g—;(Xo).



12.3. ANALISI DELLA STABILITA 233

Dimostrazione. Sia f : U — R una funzione di Lyapounov per il punto di equilibrio

xy € U, dove U & un aperto di R". Per ogni palla B = B(xg,r) di centro x, e

raggio r contenuta in U sia 0B la sfera che costituisce il bordo di B e definiamo
"= e

Tale minimo esiste poiché f e continua sull’insieme compatto 0B. Consideriamo
la componente connessa V' dell’insieme

{x € B: f(x) <m}

che contiene xy. Se y € V, allora la traiettoria della soluzione x(t) = x(¢;0,y)
di (12.12) che parte da y al tempo ¢ = 0 non potra mai uscire da B per tempi
t > 0 perche per farlo dovrebbe necessariamente passare dal bordo di B sul quale
la funzione composta f(x(t)) avrebbe un valore superiore al valore iniziale f(y),
contraddicendo la proprieta i) delle funzioni di Lyapounov.

O

Teorema 5. Consideriamo il sistema lagrangiano definito da

La.4) = 3d- Ala)d — Vila) ~ Vila.d) (12.13)

Se qo € un minimo locale stretto di Vi allora qo € una configurazione di equilibrio
stabile.

Dimostrazione. Si osserva che gg € una configurazione di equilibrio in quanto
soddisfa (12.5). Siccome la lagrangiana (12.13) non dipende da ¢, allora la funzione

J(q,q) = %q - A(q)q + Vo(q).

e un integrale primo delle equazioni di Lagrange per L (& lintegrale di Jacobi,
vedi Proposizione 65). Inoltre (gop,0) ¢ un punto di minimo locale stretto per
J(q,q), quindi si puo usare J(g, q) come funzione di Lyapounov relativa al punto

(q,q9) = (qo, 0) restringendola ad un opportuno intorno di tale punto.
]

12.3 Analisi della stabilita

Nel caso in cui le forze generalizzate siano conservative, con energia potenziale
V' = Vu(q), lanalisi del solo spettro di V"(qq), dove gy ¢ una configurazione
di equilibrio, c¢i puo permettere di studiare la stabilita dei punti di equilibrio di
(12.11).
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Se V"(qo) ha tutti gli autovalori positivi allora gy ¢ un minimo stretto (non
degenere) di V', quindi il punto (g, 0) & stabile per il teorema di Lagrange-Dirichlet.

Se V"(qo) ha un autovalore ;1 < 0 con autovettore v, sia v = Y, vpuy
Pespressione di v come combinazione lineare degli elementi della base B. Allora

n n

0 > plvP=v-V"(qy)v = Z vpupuy - V" (qo)uy, = Z VR AU, - A(go)uy =
hk=1 hk=1
= Z VU A RORk = sz)\h,
hk=1 h=1

quindi esiste k con \; < 0 ed il punto (go,0) € instabile.

12.4 Stabilizzazione con termini girostatici

Se le componenti lagrangiane delle forze attive ammettono un’energia potenziale
generalizzata V(q, q,t) = Vo(q,t) + Vi(g, g, t) € possibile che un punto di massimo
di Vj sia stabile: infatti la presenza del termine V; modifica lo spettro del linearizza-
to, anche se non modifica gli equilibri. Questo fenomeno si chiama stabilizzazione
girostatica.

Esempio 32. (oscillatore armonico in un riferimento rotante)

Fissiamo un sistema di riferimento ¥ = O é1é2é3 in R3. Consideriamo un punto
materiale di massa m collegato all’origine O del riferimento da una molla di costante
elastica k. Scegliamo delle condizioni iniziali g, g per il punto al tempo t = 0. Siccome
il campo di forze é centrale, dalla conservazione del momento angolare sappiamo che il
moto € piano. Possiamo quindi orientare il riferimento ¥ in modo tale che, per queste
condizioni iniziali, il moto avvenga nel piano Ozy. Consideriamo adesso un riferimento
Y = 0'¢é|éyél, con O' = O, e con velocita angolare costante & = wés, w # 0, rispetto
a .

La stabilita dell’origine per l’oscillatore armonico é mota a priori in X, e vale anche
in X!, Introduciamo coordinate cartesiane q € R? relative a ¥ e studiamo la stabilita
dell’equilibrio gy = 0 nel riferimento rotante con il metodo della linearizzazione.

L’energia potenziale, tenendo conto delle forze apparenti, é

1 1 1 .
V(g,q) = §1€|qu2 — gmlw g’ +mq-wxq= 5 (kI + m0?)g+mq-w x g, (12.14)

con

infatti



12.4. STABILIZZAZIONE CON TERMINI GIROSTATICI 235

poiché QT = —Q. Possiamo scrivere la (12.14) come V = Vo + Vi, con V; omogenea di
grado j in q.

Gli equilibri (in questo caso solo qy = 0) si ottengono cercando i punti critici di Vj.
Se w? > % allora V§' ha autovalori negativi, quindi se considerassimo solo il termine Vj
per lo studio della stabilita si otterrebbe che l'origine e instabile.

Includiamo adesso anche Vi nello studio della stabilita. Le equazioni del moto
corrispondenti all’energia potenziale (12.14) si scrivono

k
g=—"q—-—wx (wxgq)—2wxgqg
m
oppure, come sistema del primo ordine,

<g>:A<Z>’ AZ[—(%IOHP) —ég]

Dato che la terza componente di q e di q ¢ identicamente nulla, possiamo descrivere il

moto con il sistema
z _ z r— 0 I
w ) w )’ | B —2wJ |

k 0 -1
Z:(q17q2)T7 /8ZW2_E7 J:|:1 O:|

dove

Gli autovalori di I' si ottengono dall’equazione
det(T' — AT) = M 4 2(2w* — B)N2 + 32 = 0. (12.15)

Il discriminante e .
A = 16w*(w? — ) = 16w* — > 0,
m

quindi le radici \* di (12.15) sono reali e distinte. Inoltre, dato che 2w? > 3, per la
regola dei segni di Cartesio le radici A sono negative o nulle e gli autovalori di T sono
immaginari puri o nulli:

Mo =4iw, M4==i, W #w.
L’origine risulta quindi una configurazione di equilibrio stabile.

Osservazione 48. L’esempio precedente mostra che nel teorema di Lagrange-
Dirichlet lipotesi che qo sia un punto di minimo stretto per Vi é una condizione
sufficiente, ma non necessaria, per la stabilita di qo, infatti

VY = kI +mQ? = (k —mw?)I

e, se w > \/k/m, allora gy = 0 é un punto di massimo per Vj.
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12.5 Piccole oscillazioni attorno a un equilibrio
stabile

Assumiamo che la lagrangiana abbia la forma
L - T2 - V,

con V = Vf, e che gy sia un minimo non degenere di V. Siano Ay,..., A, gli
autovalori di A~'V"(qy), soluzioni di

det(V"(qo) — AA(qo)) = 0.

Osserviamo che moltiplicando scalarmente 1'equazione V" (qo)u, = A\, Auy, per uy,
si ottiene
Uy V"(qo)up

Ap = > 0, h=1,...,n.
" uh'A<q0)uh

La soluzione generale del sistema lineare (12.10) &
q(t) = qo + > cncos(wt + @n)un (12.16)
h=1

con ¢, > 0, ¢, € SY, w, = VA, > 0, come si puo facilmente verificare per
sostituzione di (12.16) in (12.10).

Le quantita wy, si chiamano frequenze proprie del sistema e le famiglie di
soluzioni particolari

cp cos(wpt + pp)up, h=1,...,n

si chiamano modi normali di oscillazione attorno all’equilibrio gq.

12.6 Alcuni esempi

Esempio 33. Si consideri il sistema meccanico in Figura 12.1. Calcolare tutti gli
equilibri e studiarne la stabilita al variare dei paramentri.

L’energia potenziale ¢ data da

1 1
V(O.6) = Lk(P—AP+1Q-BP) + SkiP - QF
= 2ki(cos ¢ — cos ) — kg cos(¢p — 6) + costante.
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P
A ¥ @we B

Figura 12.1:

Gli equilibri sono le soluzioni di

%—Z(ea ¢) = 2kysinf — kosin(¢p—0)=0
g—‘;(& $) = —2kising + kysin(¢p —0) =0

Sommando le due equazioni si ha
sinf = sin ¢ (12.17)
e sostituendo nella prima
sin 0[2ky + ka(cos ¢ — cos )] =0
Da sinf = sin ¢ = 0 abbiamo le quattro configurazioni di equilibrio
(0,9) = (0,0);  (0,m); (m,0); (m,7) (12.18)

e, se k1 < k2, a queste si aggiungono le due configurazioni (¢, ¢) = (0, $), con 0 soluzione
di cosf = k1/ks e ¢ = m — 6. Studiamo la stabilita di questi equilibri. Le derivate
seconde di V' sono

2
8@%(97 ®) = 2kjcosf + kycos(¢p—0)
0*V
5000 (0,6) = —kycos(¢—6)
2
8@%(9, ¢) = —2kjcoso+ kycos(op—0).

Consideriamo la matrice hessiana V” di V valutata nelle configurazioni di equilibrio
(12.18):

2k + ko —ko
—ko —2k1 + ko |’

[ 2% —ky  ky

" o "
V"(0,0) = V0, m) = ky 2% —ky |
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—2k1 — ko ko
ko —2k1 — ko

—2k1 +ky  —ko

" _
v (71',0) - —ko 2k + ko

V' (r, ) =
Dalle relazioni

det V”(0,0) = —4k?, det V' (m,7) = —4k?,
det V”(T(, O) = 4/<?1(/€1 + /{?2), tI‘V”(T(, O) = —2(2/€1 + kz)
si ottiene che (0,0), (m,0), (m,7) sono instabili, poiché in tali punti V" ha almeno un

autovalore < 0.
Invece, dalle relazioni

det V”(O,ﬂ') == 4](51(]{51 - k‘Q), tI‘V”(O,TI‘) == 2(2]{31 - k‘Q),

si ha che la configurazione (0, ) ¢ stabile se k1 > ko, instabile se k; < ks.
Infine, osservando che

- _ _ _ k2
cos(¢p — 0) = —cos®> O +sin?f =1 — 2cos? 0 = 1_2k_§

e che cos q_S = — COS é, si ottiene
k2
_ _ ~ ~ k —ko + 27

V//(e’ﬂ__e) :V”(—H,T('—'—H) — 2 k2 2+ ko ,
—ko + 271 ko
2
da cui
_ _ k2 _ _
dav%aw—m:4ﬁa—E@>o, trV" (0,7 — 0) = 2ky > 0.
2

Concludiamo che le configurazioni di equilibrio (8, ¢) = (6, 7 —8), (—
Osserviamo che c¢’¢ una biforcazione per ki = ky: equilibrio (6
diventa instabile e nascono due nuovi i equilibri stabili (6, ¢) = (

6, 7+0) sono stabili.
,0) = (0,7) da stabile
0,7 —0),(r—0,0).

Esempio 34. Nel piano Oxy si consideri il sistema meccanico formato da n punti
materiali Py, ..., P, di ugual massa m. Il punto P; é vincolato a muoversi sulla
retta x =1, i = 1,...,n. Inoltre ogni P; ¢ collegato ai punti P;_1 e Py da due
molle di costante elastica k, dove si é posto Py = (0,0), Py1 = (n+1,0). Si usano
come coordinate i valori ¢; = y;,1 = 1,...,n delle ordinate dei punti P;. Scrivere
le equazioni di Lagrange, trovare i punti di equilibrio e studiarne la stabilita.

L’energia cinetica e potenziale del sistema sono

1 < 1. — 1. —
T = im;qﬁ, V= EkhZ% |Ppy1 — P = 51{ hZ:O(Qh+1 — qn)? + costante
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dove qo = gn+1 = 0.
Dimostriamo che 'unica configurazione di equilibrio ¢ (y1,...,yn) = (0,...,0). Gli
equilibri sono soluzioni di

V;jh :—k(Qthl—QQh"‘thl) :07 h:17"'7n'

Ottengo il sistema lineare Mq = 0, con

2 -1 0 ... 0
-1 2 -1 . 0

M=| o0 -1 2 . 0
: . =1

0 ... 0 -1 2]

Sia A un autovalore di M, con autovettore v. Allora
n n
v-Mv= 2<Zv,21 - th+1vh> =[(v1 —v2)®+ ...+ (vpo1 — vp)* + 0} +vi] >0
h=1 h=1

ed e nullo solo se v = 0. Questo ci dice che M ¢ definita positiva, quindi g = 0 ¢ 'unica
soluzione di Mq = 0.

Tale configurazione di equilibrio & stabile, come si vede applicando il teorema di
Lagrange-Dirichlet, dato che V ha un minimo stretto in ¢ = 0. Gli autovalori della
matrice hessiana V" = kM sono tutti positivi.

Le equazioni di Lagrange sono date da

man = —Vg, = k(qnh1 — 2qn + qr-1), h=1,...,n.

12.7 Diagonalizzazione simultanea di forme qua-
dratiche

Consideriamo le forme quadratiche
a(x) =x - Az, b(x) =z - Bz, x e R"
con A, B matrici di ordine n simmetriche, A definita positiva. L’insieme di livello
Ea={x eR":a(x) =1}
e un ellissoide, quindi & compatto. Dunque esiste x; € £4 tale che

b(xy) = :irelgi b(x).
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Il vettore x; € un punto stazionario di b(x), vincolato a £4. Dal metodo dei
moltiplicatori di Lagrange si ottiene

B£C1 = )\gl)Aibl, Iy - Aw1 = 1,

per cui x; € £4 ¢ autovettore di A~'B con autovalore Aﬁ” = b(xy).

Sia 8"~ ! = x{ il sottospazio di dimensione n — 1 costituito dai vettori di R"
ortogonali a @; rispetto al prodotto scalare definito da A. Denoto con £} 2 =
Ea NS Tellissoide di dimensione n — 2 e considero x, € £ tale che

b(xy) = min b(x).

:1:65;}72
Dal metodo dei moltiplicatori di Lagrange
Ba’fg = )\;Q)Amg + )\%2)14%1, o - Aa’fg = ]_, o - A:E1 =0. (1219)

Moltiplicando scalarmente per x; la prima delle (12.19) e usando la simmetria di
A e B si ottiene

)\9) =x, - Bry=xy- Bx; = Agl)xz Az, =0,

per cui ®y € £} 2 & autovettore di A~'B con autovalore )\g) = b(xy). Tale
procedimento si puo iterare cercando per ogni k = 3,...,n un vettore x; € R"

tale che
b(xy) = min b(x),
zeEnk
con E77% = £,N8"F1 ed S*F*1 il sottospazio di dimensione n—k+1 costituito
dai vettori di R™ ortogonali a x4, ..., x;_; rispetto al prodotto scalare definito da
A. In questo modo trovo una base B = {x,...,x,} di autovettori di A~'B
ortonormali rispetto al prodotto scalare definito da A, con autovalori reali

)\1 = b(ml), )\2 = b(a’fg), e )\n = b(a:n),

dove \; = )\gj ). Per calcolare esplicitamente gli autovalori A; si risolve ’equazione
secolare

det(B — AA) = 0.

Denoto con U la trasposta della matrice che ha come colonne i vettori della base
B. Osserviamo che si ha

UTAU =1, UTBU = diag(\1, .., \n), (12.20)

infatti ; - Ax; = 0;; e x; - Bx; = \jx; - Ax; = \;0;;. Concludiamo che le forme
quadratiche a(x), b(x) sono rappresentate da matrici diagonali nella base B.
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