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'

: Giovanni Alberti , Alessandra Muda

Programme
ripassouozioin di base

. derivates Cal Colo e application

. integrate ; Calcote e apple.cagiani

• Serie humeri che forse I'argomento
- equation diffevauziaei

pin importante
par i corsi che

seguono

Nota : in quest Corso si da pin peso agli
aspetli operative ( risoluzicne di problem

'

) che a
quelle

'

teorici ( che commeque verismo tholtati ) .

In quest sense ie Corso e- pin viaho
and un Corso di " eat golo, che di

"Anak's is .

A

hd sense americano del Termine



E.same

gui aww avete 7 occasion di passave
liesame ( 7 "appelle's ) i wi patios si Thatta
di 7 date in ein si svolge la pros sevilla

( 3 a geweaio -febbroio ,
3 a luglio - Agosto,

I a settembrue) .

Altena'

one : poteete teutave I' esame al

pin 4 volte .

Strutter e.same :

SCRITTO 1- ORALE

d u w
ta parte Za parte esereizi Cse to
domdude eseveizi Seville e solo saff . )
a eui dare di cui dare +
solo la solution's enunciate' dei
risposta motivate teoreeui
di solito : di solito : +
8 in unions 3 in due one diueostrazioni

( per ivotialti )
Nota : la censegna_ della prima parte dello
soriHo conto come aver teutato liesame.



stvumeuti del corso

TEAMS

• leziaui
• rice imento i GA i Ven

.

11.30 - 13

A

"

.

P ! : win
. 18 - 19.30

• registration delle Kotani

portale E - LEARNING di Iugegneria
https://elearn.iug.unipi.it
e poi cerate queesto Corso . . . .

. Comunieaziavi (sugeiesawi e alto)
a materiale didattico

- liste di esevasol
• appanti delle lesion

'

a test' e solution degli esami



peg in a web di 9. A .

http://pagine.dm.umipi.it/alberti.tertiesolu8iouidegli scritti
degli amiri passat .

• breve presentative del Corso

e-mare di G. A
. giovanni . alberti @ unipi.it

Solo per le emevgenze !

libri di test
non seguiauro un testo precise :

come support o complement pi ie o memo
ogni testo universitario a bone!

register delle leziari
link Sulla mis pagiha web .



OsserveZi oui sparse

• ie corso inizia lento poi si acedera i
e- facile rimanere iudietvo !

• ie voto finale dipeude solo dalliesawe;

• la frequeuza men e- obbligatoria
(au che pereht ai Sono le registration's
delle lezioui ! ) ;

• durante le lezion fate domande

Lavoe rneglio die in chat ;

• la parte fondamentale dell
'
esame e- Cosorilto;

I ' ovale serve a determinate il voto finale
all ' witemo della fascia data dakoseritto

,

'

Varamate si ware boeeiati all
'

ovale
;

• piultosto Chee ueiparare a memorial a procedure
per risolveve gli esereizi bisogna capine il

regionamento che ai sta dietroj

l



o studiore iusieue ad altvi molto utile

( magavi non ugualmeute utiee par tutti);

• se qualeesa non ra hee Corso poteete
rivoegeroi a :

o me Candie se pub essere difficile) ;
• Alessandra Puedo ;

• rappresentanti degli students !

Fine della presentazione del corso



Passo oro al Contento matemate
'

co
.

Avvevteuze di CaraHere generate

• In quest corso il logarithm e- sempre ai
base e f- 2,718 . - -

, costoute di Napier)

log x = log ex
Questa salta semplefica alanine formule
nd cakob delle derivates , ma non e-

queller usuale in ambito uigegnevistico .

• Gli augoli seno nuisurati ai radiant .

Quindi 900 diveuta It , 450 diventa Ia etc .

Questa Seetha sauplifica alarm formeeee nel
Calero delle deviate .

Significant geometries della misuis in radiant i :

← arco di wughezza rx

xx
k rt

Nepero (ita)
Eulero

= ln ✗ → logaritmo naturale

360° = 21T

←
area del settore circolare = f- r

'

= 1



Grafici delle funzioni elementari

sto corso considereremo quasi sempre funzioni f : c IR → IR

> GRAFICO di una funzione f : c IR → Ita

Ef : = { (x. y ) e IR
' / y = flx ) con × e }

RET
* Come disegnare una retta y = MX tq
q mi indica l'altezza con cui la retta interseca l' asse delle y ed

m mi indica la pendenza
✓ n

di quanto salelcresce d è l'angolo acuto
(scende 1 decresce) formato dalla retta

e da una qualsiasi:*::
÷:
senso antiorario 9 L positivo
senso orario d 2 negativo

In questo modo disegna tutte le rette
,
tranne quelle verticali

che NON sono funzioni :

Ricordiamo che

Potenze

se ae IR
,
aro

,
fa è la radice quadrata positiva di a. .

se pe IR
,
b intero positivo allora è = a.

.. .
. a b volte

non nulla

se ne RI lol
,
b intero positivo non nullo a-

b
= I

b
a

0

se a. e Rito ) a : = 1 ( è non viene definito )

se a>io
,
b>0

,
b = (con p , q ab = 9AM

' interi positivi
p b 1

se a>o ,
beo

,
be -

g-
noi nulli ) a =

appPerché serve a positivo ? a.

Supponiamo D= § = § e a. = - 8 .

I 3

Allora avremmo -83 = -8M = - 2

- g
E

= = ¥4 = 2

si definisce è con AER
,

be IRI la > o

se b neg) per approssimazione F- 3,1416 . .

È = 23" " " - -

→ limite 2
'

,
2
'"

,

2
" "

.
.



* Funzioni potenza Xa (per quali XEIR ,
l' espressione Xe ha significato

→ l' insieme di definizione è un sottoinsieme di IR )

y=x
'

insieme di definizione
/

Se a>o con a.intero , l' insieme di definizione è tutto IR

se a. Io con a intero
,
× #0

,
ossia l' insieme di definizione è IRI { o }

se a> 0 ,
con a non intero

,
× >io

,
l' insieme di definizione è Rt

se Alo
,
con a non intero

,
X > 0, l' insieme di detenzione è ( o , tuo) .

GRAFICI delle FUNZIONI POTENZA A-71

y = X y - ×
'

^

1 - - - - - - - -

,

1

I 1 - - -
1 I
1 I

1 I# a

y = Xs D= X
"

1-
- -

, 1 - - - ,

I 1

! I

1 1

Notiamo che : f pari : ftx ) a- flx)
simmetria rispetto asse 9

per a pari → funzione pari f Dispari : fl-x ) = - flx)

per a. dispari → funzione d'spari simmetria centrale rispetto
all' origine .



+3×4X
' tutte passano

X
per (o.O) e

+2
X
"

per ( 1,1 )

1-
- i

| ATTENZIONE
| alla
1 crescita !

( in che "ondine
"

sono le funzioni

prima di 1
X e dopo a)

+3

GRAFICI delle FUNZIONI POTENZA O E il E 1

y . x
' " et y > +

"3

x iX X
attenzione : DIFFERENZA tra funzioni POTENZA e Radici : abbiamo visto che

se a caca ,
allora il dominio di y - Xe è +70 .

Se però parliamo della funzione Y =# conmeltldispaizlloral' insieme di definizione è tutto IR
. {

sono funzioni

D= TE y
? dispari , simmetriche

rispetto all' origine

*\ -
I



+
rx

a=o⑧#
annoi

GRAFICI delle FUNZIONI POTENZA a< o

a.=
- ha

a-
-2

a-e -1

Se ne è intero
, sappiamo che la funzione ha

come insieme di definitiva IRI lo 1
E '

dunque definita simmetricamente per gli × negativi :
di nuovo se a pari la funzione è pari ,
per a. dispari ,

la funzione è dispari

ESPONENZIALI

×Sia a> 0
,
consideriamo Y = a

Notiamo che qualsiasi sia a , µ = 1
,
al =a .

Inoltre la funzione è sempre positiva .

a- 71 A 21



Tra tutti gli a>o possibili come base dell' esponenziale
privilegiamo il numero

e = 2,718 .
. .

" "

e è il numero di Nepero

Notiamo che ogni potenza può
essere scritta in base e

abaelogeabaebcg.ci
+
, +4 ¥ Confronto con le funzioni potenza Xe con a. EN

1- . . . . . . . .
× La funzione è va all' infinito piu

'
VELOCEMENTE

I _

I

-

di ×? "" in"" ""⇒ &""" " ←

Operazioni sui grafici
Dato il grafico di una funzione f e un numero reale se

vogliamo disegnare :

i) il grafico di fatta

ii) il grafico di flxta )



Data flx ) il grafico di finta si ottiene per
traslazione verticale I
verso l' atto di ta ,

se ne è positivo
verso il basso di _ a .

se ne è negativo .

A)ta f ."

÷
"'i,

Consideriamo il caso a- 70

( chiaramente se a- o non succede niente )

÷
.

a. - - - -
,te@X.f iiii:

"

×

Prendiamo un punto in cui la prendiamo un punto
funzione vale zero qualsiasi del grafico (x. flxt)
( ossia un xe IR te . flxleo

,
(× , a) e tre, vogliamo disegnare il

⇒ dove il grafico della funzione punto (×
,
fatta) )

interseca l'asse delle × )
Allora fatta varrà a

( flxtt a = O + a = a)

Glifi cambiano !

f : XCIR → IR

i punti xe X tali che fitte o



Data flx ) il grafico di flxta) si ottiene per
traslazione orizzontale ←→

verso sinistra di ta ,
se ne è positivo

verso destra di - a .
se ne è negativo .

^ finta)
.
.

→

¥.ie#*...*.f:fA:*:::: : ÷:O:*:
Ora doppiamo disegnare l' insieme

di tutte le coppie (× , fata) )

Supponiamo che a) 0 ( come prima , se a.= O

non succede nulla ) , ad esempio a.= 2 .

Prendiamo un punto x qualsiasi , ci segnano sull' asse delle x il punto Xta

L' altezza sulle ascisse ( valore della funzioneranno a ×

per disegnare il• D= (× , flxta) ) è il valore della funzione in Xta
.

*⇒¥¥È
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grafieidifeuziaiueeemeutavi
severe e- utile disgrace i gnafeui
di feuiovui ?
Ferdie serve a visualize le

uifovuearoieui automate nella founder

Matadi poe disagreed gnafeeii
STUDIO DI COMPUTER 9RAFIQ DI

FUN ZION , FONZION 1

ELEMENTPRI

e

operas,eui
Sui gnafiei
In

argument delle
prosgime Qatari



Esercito

tavteudo dal gnafieo di f Al diigegnato Sotto
zisoeveve (gvofieaweute) ee seg . equasieui e disea .

a) f Cx)- l y

b) f Cx) s I
2
is

.

←
y = f Cx)

e) f Cx) = X 2 I

d) fix) ax'
i

e) f Cx) s ex - I

b) f Cx) S l

"
in celesta - punt

z f
v

Cen y 9,1 .

↳
.

*Y - FG)
y= ,

I
1*

,

X , X
z%aa.am

. della deseq . f Cx) El
.



d) f Cx) 9×2
y

i
"

[
soeuzioui della diseg , f Cx) 382

e) f Cx) s ex - I
y

÷÷÷
[

soeuoieui della disq .
fG) see I



y

÷:m÷÷m÷:*,
Risp .

: - Ic as 2

ac- ft , 2)
as 2 A as- I

y

z
Disoprene l

'

uisieuee A
↳

. ← Y -- fG) dei pantie &, y) tale
by;¥¥← Y'" die xz , s y s f Cx)

* .. .. .
A

E se aoessi another e ' his reeve dei murti
tic

.
XZ I s y oppuve y Sf Cx) ?

Ju tal Caso si prude C
'

uuiaie dell' area
verde e de quelle celeste

.



Eseuepi : disegnave i segment' gratia'

a) ye XZI b) ye 1-
(x-42

Y
y

←Y= I
2

← -→l

÷.
-
- l l l l X

- I b I

9
asiutoto verticale !

c) 7=4+174 d) y = 'RE
Y Y

fY=KtD4 y six

←

÷
""

× if



e) ¥2 -11

in due passi : I ng x+ ¥5"
feel→ fcxtz) f → f GH
SpoSto verso
situ'sthe di z

sposter verso
e' alto di b

Y
i
^ Y-- f

r f
y

l

- - . . .

Ez "

I i

1 - I i -

¥
.

Nota : Va bare inventive I ' Ordine delle operas .

f- nuns f- ti nos # ti



gvafieo del logaritwoy.bg/=logex
Y

T - - - - - - -- n . -
T

T

q
ti x
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Lezione del Veuevdi i 9.40→ 11.60
9

can pause in meet iuizio reale

Opasziom
'

Sui gratia
a) Ie gnafieo di - f Cx) e- oltenuto

Eeiflelteudo queller di fcx) reispdto
all

'

asse delle X

sina.a.ae

i÷÷÷::*.
"""

:
•
← ( x, - fld)



b) Ie gnafeeo di ftx) E la riflessione

del grafieo dif hispelto all
'

asse y
Y

⑧-- - . ...←y=fG)

f Y
- ffx).::÷
.

Spiegazi one :
y

✓
← y = f Cx)

Ex
,
f- C-xD

←
(x , ffx))↳

id -- - - - ooo - u - e - go

. ; ; x

Osservatore se rifletho we ponto Cx, y)

eeispdto ad un asse e poi ri spelt all alto
olteugo la riflessieve n' spelter all

'

origine
Y

.

GY)

÷ x

(-X,-Y) or - . . . -
. . .

. . .
I (X , -y)



e) .ie gnafieo di - ffx) e- queller
di fix) rifle sso prima ulspetlo all

'

asset e poi all
'

ane y che e- lo

Steno che riffled vispelto all
'

origine
Y

y = - log txt →
9.•..;....•µ

blogx

-

•

Eseugoi
Y

'let
. x.⇐x

x

Y

" "" ÷:*
.



3) et
- x

ei arrives indue mosse : e×→ e
" 'm, e-

×"

T 9
y fcxlmgfcxti) fHl→ftx)

Tnaslez ,
verso Viflessicue

Y = seniors did deigpelto
assey

↳
""

↳¥¥←x.- ex 7=5×+1
X

- X# t
version alternative e×→ e-+→ e

rifles . T
Y ieisp .

x- I

^
assay

fcx)→f#
←y=e× trashed

. verso

sidueisttnadie

X



Fuuziaripavi
Ana fuoriau f N si dice "paris, se
f C- x) = f (x) per ogui x

eseuyoio base f Cx) = th Cen h pari
alto eseeupio f Cx) = €

XI I

fix) e- pair se eeifleltewdo il gnafieo
vispdto asse y olteugo lo stessografico
eioe se il gnafieo di fG) E simmetuto
Ei spelter all

'

ane y

Ivi:"



Fuuzioni dispar
Uua fun . f Cx) si dice "dispari " se
ft x) = - f Cx) per ogui X .

Eseuyoio base : th Cen m de' spare
'

L'equatione ffx) o -fly equivale a
f-(x) = - ffx) e quiudi f G) e- despair se
uifeelteudo il suo gnafoeo riopelle all

'

origine otago lo Steno gnafico ,
cioe

il grafieo e- simmetrieo rigpelto all
'

origine .

④ ×

Esi steno fewsiaii nie pui nie despair
es

. i ex , log x , @tD2 , x3- I



Operation's Sui gnafiei HI

a) Ie grafieo di tf GH si oltieue

reibaltaudo la parte del gnafieo
di fld Sotto Casse x (e pertaudola
sopra l

'

asset )
y elf Hd

smsa.ae

"""

- f Cx )
Cx , Hal) Cx, Idiot )
ix. ein,

" f"

an fld &

ios
( × , @ ca) an f "KO

Esewpio : HI Y
a

y= HI→ y -x

x



b) Ie gnafieo di f (HD e- dato dalla

parte del epafieo di fed a olestra dell
'

Asse y unita alla sua riflessi are
hispelto all

'

Asse y
.

Y-
← Y - fed

,

spigot i are : se x so , f (H1) = f Cx)

quindi il goof . di f (HD a destino dell
'

asse y coincide on queller di f Cx) ;
uioltne f d xD E una furtive pair .
qiiudi la parte del grafieo a sinister

dalltdessfea?
si ottiau

,

rifleHondo quelle?
quahuopue Sia f ! !



Eseuyoio : e- 1×1

strategies i e×→ e-Ems e- H

T 9
fetus fff fat→ fllxl)
eeifeessieue . . . .

per x so
Wsp . assey

HI = - X

- IN = x

e- ix. ex '

version alternative ?
e
"
uns em mug ettxl

T I
f → fail) fcxlthsffx)

mon fuwoieua !
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prima parte

Operaziaiv sui gnafe.ci#
3/10/2020

a) Date a> I il grafoeo a. f- Cx) e- oltenuto

dilataudoilgrafuieo di fG) verticalWente
di un fatone allhseiiaudofisso tasse x)
A= 2

s Y
→

#←y=fCx) II *

dilatation
. } vertical

Spiegel
'
one :

,
V di factored

⇐

•
← (x, 2ha ) af

If⇐ fall xx



b) Dato Ocad il grafeeo di af Cx) si ottieue
couupritneudo verticalmerite il gnafoeo di fo)
di un falterer a llaseoaudo fisso Caste x)
A =L

*
'Ii.
"" ÷

.

.

-
I I *

§ compressione
verticale di

fate re a

s Y
→

a ¥



e) poe as I il gnafico di flax) si otteieue
comprimeudo orizzontaemeute il gvafoeo
di FOI di un falterer ta ( laserauto
fisso l ' asse delle y)
A-2

y

y
iii" ÷

.

µ ×
I I *

compress i one

↳ or izzoutsolespiegaroione : di faitone ta
ta Y

(x, ffsx) ↳

÷÷÷!" """ ' I *

d) Se o can
,
il gnafieo di flax) si

oltieuedieataudoovizzont.it gnafieo de ICH
di we falter ta etc .

etc
.



Eseuepi
Compressione

a) 13 83→ -1×3 verticale di
2 2

'

falteredY

← y=X3

is y=¥←

- l
l l X
'

.

I

- I

b) e-
2X

e- Xang e-G.
x) compressive
Orientale

y
di fatone £

- 2X

← e

X



Ripasso di trigonometric

✓
←

arco di bugbeta a

ya
•- Sehore eine

.
di area I

k¥ 2

e per similitude
'

he Ceosavuol dine ? ) olteugo
← areodieiugheztara

ya
•- settee a've

.
di area#

K- ra

Definition di Sena , eosa, Tana pesos a Skg

9in T
b Sena tant

Hoa rt od rt
Koosand Kd -4

Proprietor

• Saira + cost =L ⇐ teen .
di Pitagova

notazione : cosy =@sxj24eosx2eCosX4.t
aux - send ⇐ similitude've

cost



• for T
r r. Sena r - taek
a rt od rt

k-r.cosand

k-r-YDefiwisionediseua.eosa.tauaper.IR
←⇐ I

÷÷÷÷ . :*::O:*:a . pexeorneudo una distanta
cost

IN luugo la eivcouferaia
tana - . . . . . . Qa in senses autioravilo sea so

e wi senses ovaries Seko .

Pa her coordinate (Cosa, Sena)

Qa intersessione della Alta oeutieale
di eg . El Con la Alta che passer per Pa
e e' origine .

Qin ha coordinate (b , Tana)



Osservazioui

• tan a non E defeiuita se a- Iz + ka
een k -- uitevo an che negative poeetie Qa
non estate ;

• Sena , cos a , faux men Sono sempre
positive

'

;

• Pa+ zq = Pg ⇒ {Cost-124) = cos aseu(xx29) = flux

eioe ee fungian' Sena e cos a
hankie period 2T .

Ricardo che una funtime f Cx) ha
period T se fcxtt) = f Cx) per oguix

T numero positive

• Pam e- e' opposto Crisp . all' origine) dip

⇒
005 Htt) e - Cosa{ semen = - Sena

• Qatt = Qx ⇒ tan Cath ) - Tana

a'OE la faut . faux ha period K



• valovi per aleuniaugoli significative
& Cosa send faux

O b O O

-1116 Be £ Fg - kg
1174 ferry ¥ - Ff I
913 - E Bg B

91/2 0 I non def .

• formula utile
'

i

a) said + easy -I ⇒
Send -- t l- Costa

Cosa - I l - senza

b) Tana - Ffg
{
chesilguifiea ?

4 sent - x ) - cost

cost - a) - seek
d) seulxtp) = seuxcosptseupcosx
coscxtp) = Cosa cos B - Sena sleep









ATTENZIONE : la risoluzione grafica di una disequazione
è sempre attendibile ?

Esempio : Risolvere graficamente la disequazione

log 7 X
'
- I loghi » ×

'
- %5

x i

| ^ | eogx | ^ / eogx

che comportamento abbiamo nella zona cerchiata ?

① ① 0
a. ama,

]
nessuna intersezione ? un punto due intersezioni ?

Il disegno del gatto non è abbastanza preciso per fornirmi questa
informazione .



* Esercizio : disegnare il grafico della funzione

finale. - a /
Soluzione : Ci chiediamo qual è l' insieme di definizione
di fi × deve essere diverso da -2

.
( il disegno del grafico

dovrà rispecchiare questa proprietà ) .
quindi t :p '

- a-" "to ' È:# - si
Notano inoltre che la funzione è sempre positiva .

Dobbiamo cercare di ridurci ad una funzione elementare :
la potenza ¥ .

Cerchiamo di fare operazioni sui grafici che ci permettano
di passare da ¥ a f.

Passo 0 : ¥

Passo 1 : → traslazione orizzontale di ¥
a sinistra di 2

Passo 2 : 1-
- 1 e, traslazione verticale di 1-

(Xtzi' verso il basso di 1 K¥5

Passo 3 : / - 1 / azz rifletto rispetto all' asse x
tutta la parte del grafico di 1- - 1
che sta nel semipiena (Xtzi'

negativo delle y

Passo 1 : a

÷

Ti

-

^

Passo 2 :

- a

-



"" "

.

^

soluzione :

-

÷::O : : ÷: :* ne

* ed ? • Determinati, III diretta il numero di soluzioni

Soluzione : disegno il grafico della funzione data dalla formula / ( x - il' - al

"



È.fi?oiiioranoa
.

^
× ti llx-it- al

1Ì
Y = a è una retta orizzontale

.

Al variare di e dobbiamo contare quante sono le intersezioni di

queste rette con il grafico di f.

Se ne è negativo non c' e
'

nessuna intersezione

se a è zero
,
ce ne sono 2

se a è compreso tra zero e 1 ce ne sono 4

se ne è maggiore di 1 ce ne sono 2

^

÷:

-y=a con 0cal 1

te
2

- y=a
Con al 0

Soluzione : il numero di sdraioni è

0 se ne e C- io
,
o )

2 se a E ( s
,
tu ) u { O }

3 se a = 1

4 se a E ( o , 1)
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Ripasso di trigonometric continuatione)
Coordinate polar i

y . .

o
Hy ) coordinate Cartesian dip

r ! ( r, d) coordinate polari dip

1)d
'

r : = distanza di P daw origine O
° ×

x : = angelo Tra segment TP e asset.

Ossevvazioni

per l
'

origine O ,
r -0 e a men e- definite .

. x e- un numero positive o negative .

- a non e- wnivocameute determinate :

se d e- um augolo perp, allora audie at 2kt
car k uitevo e- un angelo per P .

Per arene un unico d si impure taluolta
O S x < 2T Coppure -TX STL ) .



Formule di conversione

note r e x
,
x e y sono

date da :

X = r cost Y = h. send -. . - - . . . .

.

P

r i

i{
y , r sena xx i

⇐r . Cost

note x e Y
,
r e a sono date da

r = Eye ⇐ torana di Pitagora{ tana- ¥ ⇐ ¥Had = TanaXosa
t

non basta a trovared !

x = arctauft) men e- la formula Corvette .

Iufalti per ogui P , P
'

Sulla

pin!! / Iaea. amtmann "
""""" e

arctaucylxl-aretaucy.lt)

. Ma quest ' angdo mon Va

bene per tutti i punt .



Formula Coweta :

|a±rctau¥) se x so

X = 2
Se X so

, y so

th se x=o
, Ko

arctau +IT se x so

Gvafieie delle fuuoieni seat , cost , faux
Y

1- . . . . . . ←
Y = sent

\
- E

l l - l l l l X

-a I 912€
i
.
. .
- I - Z

Disegno la parte in rosso usando la definite .

di seu x (con la circoufereuza trigonometrical
e la parte in hero usando il falta che sent

e- una fanzine di period 24 e quindi

ie grafieo si
"
n'pete , sugliuiteusllifa.it] ,

[IT , 31T] , f- 31T , - A] etc .



Je disegno suggevisee die seux E una

fuuzione dispar , Cosa che si verified
dalla definition :

l

P
sell A- . . . . . . .

A

i

x :
-d !:L, cos a = cos f-x)

Seul-a) - - . . . .
- '

p
-a

Questa mostra anche che la fuuziare Cosmo
e- pari : cosC-x ) = cost .

Iuoltve vale cost = Senft
Posse verifiedHo usand o la formula per
ie Seno della somma di due angeli
o diveltameute dalla definition :

1,54¥. APate
. . -

- -
- I
f 9,

ATI Cosa
2



Quiudi il gnofieo di Osx si otlieue
tra slander que ko di seux verso sin .

di Iz

±
÷
. ..

l l l X

- SI i
. . . . . . . . . . .

-

y
. . .

. .

?÷ia

Iufiwe ie grofieo della tangent

.

Y
. Yetaux

i Hb

..
÷

.

! I
l l id l l l X

f" ' ' '

Ho asato che faux ha period TL
.



Fawzi oni (terminological
Intervale' : date

'

Asb

[a , b) is { x : asxsb}
(a, b ) : = {x : acxsb }
[a, b) : = . . . . (a, b) is . . . .

[a, too) is {x : x ⇒a}
Go, b] i = { x : xsb }
(a, too) is . . . . f-O , b) is . . . .

Defiuiziae di fanzine (non precise)
Jati due iusieui X e Y Cdinumevioaltro)
una fuuzione f da X ay ( f :X→ y )
E una

"

procedure , die ad ogui xEX
asso ate our element yet , indicate )
con fGl . input

← output



X si chiana dominie di f ;
Y si chiana codominio difj

{ fix) : xex } si Chiana innmagrhedif .

Se X
,
Y sono antenne

'

ai R il gvafieo
di f e e

'

insane dei punto
' del piano

(Curva)

{ (x , y ) i XEX e y- fed}

↳
Imagine di f→ T :

e i E- grafieodif
e : i y=f Cx)

i i

: :
x

xx

L
'

iuuuagine si ottieue
"

proiettaudo , ie

gnofieo sull
'

asse delle y .
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Ancora funzioni

Richiamo : X
,
Y insiemi , f fuuzione da X in Y :

. dominio di f is X ;

. codomini o di f : =Yj

- immagive di f is { Valeri di f } = {fCx) : x EX} .

Jnoltre
, se

X e y sono nisiewi di humeri ( x , Y CR) :

- grafico di f = { (x,y) : x E X e y -f Cx) }

Eseuepi y

' L
.

dominie = (- co , - l ) UCO, too) = {x : Xs- I Opp .
x >o}

immagive = Go , o) UCO, too) = { y : y to }



Y

i i

i
text

i i

- . . -
l
- - I - - I- - - - -

l l
-I 1

l l X

in :

domini o = {x : x # t I }
immagive = { y i y so opp . y > if = (- co , o] U (1,too) .

Y
l :

i

i

&. I x=y2 cioe insane

#x× dei punt ("Y) tic - ⇐Y
'

:

:

•

:

÷

Questor NON E ie grapico di una fuuzi one f Cx)

Yufatti un gnofieo del Tipo y - f Cx) interseed ogni
retta verticale in al pii un punto , e questo

insieme non ha questa proprietor .

(Ma quest E un grafico del tipo X -- fly) , Con flyby2)



Ossevvazioni

o L' Uso della X per la variable uidip . ( input) e
della y per la variable depend . (output) e-

parament conventional , ogni tanto si asano
attire letter .

- Quasi sempre in ques to Corso X e Y Sono

iusieuii di humeri ( X, Y C IR) e f Cx) e- data

da una formula ( per es . ,
f Cx) - Tau ( it x3) ) .

In Tal Caso il dominie di f e- I ' insieme di

definition della formula cioe l ' iusieme degli
X per air f si piece cakedare .

Eseiupi insieme degli y
t
. c . Veg . foxley

formula iysigm.mg#ieimmaginehaalmeuounasoeuzione x

x24 R C-4
,
to)

¥2 { x : #2 } {y : y#of
Vfx to, I] Co , too)

2. R { 2}



• Considero f (x ) is area (Tx) dove Ta e- it

Tviangolo rehang oleo

x x in figura .

k rt

Quindi ie dominic di f e- I
'

iusieu.ee degli augoli
a por eui si put definite Ta , eioe { x : Osx Cag} .

I Catti di Ta Sono arCosa e zrseux e queiudi

f- (d) = {Gr cosa)Gr Sena) = V2Senta) .

Andre se rzseux E definite per Oguri de IR
il dominio

"
maturate , di f resta (o, It ) .

. Considered le formule x2- I e (x- DOH) i Sono
diverse ma dahno to stesso risultato per oguix .

Per voi queeste sono la stessa fanzine .

• A Hri eseuyoi di fruition

A) f Cx) {
¥1 se x s- i

Tx se x 70

dominion- C- as ,-DO [o,too) ; Trovato l
'

immagine .



Legge Araria di un punto P in movimentoB)
(oud piano) .

nello spatio

Dato t tempo , fct ) E la posizi one dip

all' istate t
, fct ) = (XO) , yet , z .

← coordinate di

Dominic : intervale di tempi Pal tempot

Codominioi lo spatio 1123 (o il piano RY
immagine : trattoria di P

.

"

Eseuepio : fct) - Kost , sent ) #
Moto Circohave uuiformejtraietorial

c) Faceio delle misurazioni sperimentale
'

:

barra di
→

metallo
- - - - - -

- - -

I aluugameuto a
J,
peso p

L
'

alluugamento A dipeude dat peso pi a-Afp) .

Se ripeto la misurazi one con i pesi pi , Pz , B

olteugo una fuuzi one Afp) ooh na
dominion ER , Pz , B} aaa ! !

: : : :

!!
- -

÷
:

imMagne = {Ayaz , as}
i i i > p
Pl B P2



D) f fuuzioue die ad ogni targa di automobile
associo ie codice fiSeale del proprietaries .

Qual e- it dominie ? E l
'

immagine?

E) Esistono funzioni ie avi " input, Sono

pin humeri i

f- (th , Xz) , FCK, - . . , Xu )
- -
x x

Quest si chiamono fuuzioui di m variabilis

everranno Studiate Mel Corso di Anak's it .



funzioni ihielleve

f :X→ Y si dice inietbiva se a input divers i

corrispondouo sempre output divers i , cioe

Xi# Xz⇒ for) tf ,

a'OE I
'

equaz . f-G) = y ha al pie una soluz .

x per ogni Valone del parametro y .

Graficameute : it graficodif interSeca ogni
retta orizzontale in al pin un punto .

Eseuepi : fix) = e '- × e- inieltino
, uifati

l ' eq . y = et
- X ha al pin la sobre. x = I - logy ;

f Cx) = If mon e- inieltiva (uifdti ft 2) =fC2)) .

fuuzioni surgeHive

f : X→ Y si dice surgethis se l ' immagive e- Y
,

Cioe I ' equuazi one y=fCx) ammeter atmeno una
soluz . X por ogni y c- Y

.

Gvafieameute : ie grafico di f interseca
ogni retta or izzontale ad altezea y con y c- Y .



Eseiupi : f : Costco )→ IR data da fo) logx e-

suvgeltiva , uifalti Eeg , y = logx ammette sempre
la soe . x = EY ,

La fanzine f : IR→ IR data da f Cx ) = XZ non e- sur.
,

in fate
'

l ' eq . x2=-1 mon ammette solution
.

fcuzione hiversee

Date f :X→ Y e g : y→ X si dice che g e-

I ' inversa di f Ced f E timersa dig) se

g Cf Cx ))⇒ per ogni XEX ,
f- (g (y )) = y por ogni ye Y .

In attire parole la fanzine g
"
disfa ,, queUo

che fa f e viceversa .

L' liversa di f (se es iste) e- una Sola e
si uidica talvolta an E

'

( press ima motazione ,
perche si confonde con it reciprocal If ) .

L' uioevsa esiste se e solo se f E Sia

inidler che surgett've Ccioe
,
e- bigethics) .



In Tal Caso l ' equeazione f Cx ) -- y ha un
' Unica

soluzione x per ogni yEY , e g Cy ) e- proprio

questa Soleri one x .

Eseeupi faeiei di niversa

A) f : IR→ IR
,
f Cx) is axtb con at O .

Risolvo I ' equazicne y = axtb e olteugo
ax = y - b , a = ta (y-b) j
dunque req .

ha un ' unica Solerione per ogui
ye IR ,

e quest significs che f e- bigett .

(Cosa che si vede andre del grapico) ;

I ' uiversa di f e- gly) = Lacy - b) .

B) f : IR→ IR
,
f Cx) : = 123+1

.

Ri solves veg . y=x3tl e olteugo x =3VII;
demque

l ' eq .
ha un - arnica soeuzione per ogniye R

e quiudi f E bigethics (si vede auche dal grafico) ;
I ' uioevsa di f e- gcy ) is FYI .



Lezione 8

Funzioni inverse
. esempi

ESEMPIO 1 : logaritmi i
^

×
Consideriamo la funzione esponenziale con base e

,

e

f- : R → IR 1{
× # è

e.

÷: ÷ : ÷
.
÷.

Se consideriamo f : { [ ± io io ) abbiamo una funzione

che è sia iniettivo che snriettira che quindi ammette inversa
,

che è g : ( o .tw) → IR '
i
×{

y ⇒ egy n e

¥" : : ÷:: : e.)
1- logx-0¥
:
1

ESEMPIO 2 : rette

f : IR → IRsia nato ,
beh {

× ⇒ axtb

f- è biiettiva
. Sappiamo allora che esiste l' inversa g .

Possiamo trovare la sua formula esplicitando la × in funzione della y
nell' equazione y = fcxl = raxtb

y = axtb ⇒ ax .- y - b ⇒ + = Lay - fa .

Quindi la formula dell' inversa è X > gly) = Lay - fa .

Il dominio di g è
IR

e l' immagine di g E
' R

.

f- f
^ a

f-
'

b. f"#TÈ



GRAFICO della funzione inversa
.

Osservazione : preso un qualsiasi punto nel piano pe (a. b)
,

'

il punto P' = ( b
,
a)
,

ottenuto scambiando le coordinate di P
,
è il simmetrico di P

'

rispetto alla bisettrice

del Ie e quadrate

siano X
,
YC IR

.

Ricordiamo che g : Y → X è l' inversa di f :X → Y se

HXEX
, Hye Y

g(flx ) ) = × e flgly ) ) = y .

Abbiamo che , se g
e
' l' inversa di f

grafico di f- ± { ( x.g) e Xx Y : y = fcx ) }
= { ( y , xte YXX : X - gly ) I = grafico di g .

Infatti gli elementi del grafico di f sono gli y che soddisfano l' equazione

y = flx) con XEX (*,

mentre gli elementi del grafico di g sono gli × che soddisfano l' equazione
× = gly ) con YEY (* * )

ma (*) e (** ) sono equivalenti
.

se y = flxt allora gly ) = g( HH) e poiche' g è l' inversa dit gly ) = × ,
se X > gly) allora fate flgly) ) e poiche' g è l' inversa dif flat -- y .

Quindi il grafico di f ( y = flx) ) e della sua inversa (x = gly)) coincidono .

Noi però non disegnano il grafico di += gly ) ,
bensì vorremmo disegnare il

grafico di y= gcx) .
Per farlo dobbiamo scambiare le coordinate

di ogni punto .
L' osservazione ci dice che stiamo facendo un' operazione

di riflessione rispetto alla bisettrice del Ie e quadrante .



ESEMPIO 3 : radice quadrata .

Consideriamo la funzione potenza f :{ ¥ ¥
Questa funzione non è ne

' iniettivo
,
ne
'

suriettivz
, quindi non ammette inversa

.

In particolare notiamo che qualsiasi y > o
è immagine di due X diversi :

esempio : y = 4 , fl- 2) =L, e f-(2) = 4 .

Abbiamo visto nel caso della funzione esponenziale come cavarcela quando non

abbiamo la suriettività : al posto di considerare come •dominio tutto IR
,

ci restringiamo all' immagine della funzione . Anche in questo caso si vede facilmente

che l' immagine è [a. t - ) .

F : R → [o.to)Iniziamo dunque a considerare {
× +, ×

,

Proviamo a esprimere × in funzione di y :

y = fai = ×
' ⇒ × = ± [

Purtroppo la legge che ad ogni ye [o , to ) associa ITY non è una funzione

( dato un input ottengo due output ! ) .
D'altra parte se scelgo arbitrariamente uno dei due output e

considero le funzioni la :{ [o.jo
) j e la :{ [[

a) j
nessuna delle due scelte soddisfa la proprietà di essere l' inversa di f .

lei FL- z ) ) = La (4) = 2

L! È (a) ) = La (4) = - 2

Per riuscire a scrivere l' inversa dobbiamo rende f- iniettivo.

Decidiamo di modificare il dominio restringendoci a [0
,
tuo ) .

Abbiamo quindi f :{ [9:o) [
oj.tn

)

e la sua inversa è g :{ [qt - ) → [o.tw )
Y no TY

Esercizio : trovare l' inversa di f :{C-[ o ] [[ a)

ESEMPIO 3 bis : radici n - esime con mp

Come per y - x2 , non esiste l' inversa di f :/ ? [ In
Possiamo trovare l' inversa di f :{ [o, ;) ; io)

,
che è

g :{ [qt - ) → [o.tw )
Y ↳Ty



ESEMPIO 4 : radici n - esime con MÈ
.

Come per y= × ? l' inversa di f :{ [ [ In con n dispari esiste ed è

IR IR
9 :p
, nry

Esempio 5 : inverse delle funzioni trigonometriche

le funzioni s : IR → IR e c : IR → IR non sono biieltive .{ x ⇒ simlx)
(
x ↳ cosa )

^

s sink )

c-
21T

^

Per quanto riguarda il seno prendiamo
la sua restrizione 1 simlx )

si :C ⇒
÷ :

-

^

arcsinlx)

÷ :c: :÷: ' ,
'

x.¢ "
si:X

1

÷÷÷÷:
il coseno

, prendiamo
C.
*

: [o
,
it] → [-1,1]↳ restrizione {
× +, cose )

Qrccoscx )

L' inversa g : [-1,1 ] → [o , a ]( è detta zrcocoseno ( arcos )µ .

÷:
"

::÷: .
IT i

- i
2 i

- a



Infine per quanto ~

riguarda la tangente ,

:* : ÷
.

L' inversa di É è arcion : IR → [E. E ] ed è chiamata arcotangente
zrctanlxl è l' unico angolo in te , f) la cui tangente vale × .

itanlxi.fi#if
Attenzione : risoluzione di equazioni trigonometriche con le funzioni inverse

.

Sia y E [ - a. a] . Consideriamo l' equazione simlx ) - y .

La soluzione compresa nell' intervallo [I if ] è × = arcsinnly) .

Pero' in IR ci sono altre infinite soluzioni

^

I
l

l
'

laifa¥p p i

+= -7¥ ⇒resi ferrea.
i sinlx)

soluzioni : Xe arcsin (y) t 2kt con KEZ

× = F- anctimly ) t 2kt con KE 2



Sia y E E- 1,2] . Consideriamo l' equazione cosix ) - y .

La soluzione compresa nell' intervallo [ 0 , ti] è X = arcos ( y) ,

la IR ci sono altre infinite soluzioni

= - zrcosiy) Ezra
!

×> at - zrccosly )

soluzioni : Xe Zrccos (y ) t 2kt con KEZ

× = - archos ( y ) + ZKIT Con KE 2



Esercizio : Disegnare il grafico ,
trovare dominio e immagine , limiti rilevanti e inversa di

f-(x ) = X-5

Xt 3

Svolgimento : Dom = ( - io
,
- 3) ul-3.tn )

.

Per disegnare il gratia scrivo flxt come × ¥ = } - ¥, = 1- 8
XD

• disegno facile ¥ fzlxt -_¥,
= falxts ) facile -1- = - fzlx)

Xtr

1 ,
n n

.

. ÷ .

i i
!

fnlxl = - ¥
,

srfslx) ^ flx) = fault 1 = 1 . 8
1 Xts

- _
9

[
e

[
+

In(f) = ( - no
,
a) via

,
tu )

l'm flx) = o l'm flx) = tuo

X -1 - io × -1 - 3-

lim flxl = O lim flxl =
- io

+→ tuo + → -st

l'm flat non esiste
+→ -3

Calcoliamo ora l' inversa di f : Dom(f) → l- io
,
a) u ( sit - )

y = X -5 Con Xf -3
X -13

(Xt3) y = X - 5 Xy - Xe - 3g -5 Xly -a) = -3g -5 Xe - 39 -5 con y # 1

y - e

l' inversa g è : g :{ f- a. a) visita ) → C- io
.

-3)ul-s .tn)

Y → -3g-5

y - 1



Esercizio : trovare l' inversa di y - finta ètlè
Svolgimento : In (f) = Coito ) . Cerchiamo l' inversa di f : IR

→ lato){ x ⇒ èthè

Chiamo è = t
, quindi è" the = Etht

y = Et ut

Etat - y = o t =
- rt 4 ty

C- = -2 - ht Y

,
>o infatti lity > o quando Y > °

Sostituisco t can è : è = -2 tu ⇒ + = logfzthtyt )
↳
so poiche' y> o

è = - z - 4 ty nessuna soluzione
→
LO

quindi e- logfzthtyt )
l' inversa è g : lo.tn ) → IR{

y → logfzthtyt )

Esercizio : Calcolare l' inversa di f { Et, o] → f-a. a]
X ↳ cosa

In rosso è rappresentato il grafico di f- e in viola il grafico della sua inversa ( una volta

scambiati i ruoli di xey ) .

Chiamo
g
l'inversa di f

^ - -

htt

1 1

.

' e#È È
- It - tt

Se lo andiamo a confrontare con il grafico dell' arco coseno vediamo
che giy) = - aeccoicyt .

Potevamo risolvere l' esercizio anche nel seguente modo :

Y = COSA) con XE [-it
,
o ]

.

Chiamo te - X
, quindi te [o , it ]

←
stiamo usando la definizione di ricolsero

y = cosa ) = cost - t ) ;
colti ⇒ t = areas ( y)

poiché io ⇒ - X = ouccosly)

coseno è una e dunque X = - ouccosly) è l' inversa cercata
.

funzione pari
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Limitidifuuziari

Argomento tholtatovelocemeute .

It eakdo dei limit' tiene dopes . . .

Notazione

Simbolo significant

tf "

per ogui ,

F "
esiste ,

¥ "
men e.sister

,

F !
"

esiste ed e- unico
,

⇒
"

implied ,

a- BI E la distanza ta due puuti a. be R
H

lb - al
q !
K H
Ib- al



la disequuazi one la - bl Sd equine a :

. - d sa- b s d
b- d

y
btd
a

- b - d s a s bt d
← d →← d→

. a- d s b s at d

Eseuepio ay
Consider it grafico

f-e-
×

diet E
-x

Cosa suecede all
'

output e-
×
quando l

'

uiput x

si muooe
"
verso to

" ?
Risposta : e- × si muove

"

verso Og .

Per la precisione Et si aooieina sempre di pin a
O quanta pin x diveuta grande (ma ext O sempre) .

Esprimo quawto osseruato diceudo die
"
ex tender a O quando X tender axes , oppure
" ie limit die per x che tender a + as e- 0

, .



Pin in generate, dat i f : IR→ R e L numero neale,
se fca si avoi eine sempre di pin a L quando
X diveuta sempre pin grande , deco che
"
f Cx) tender a L quando X tended to ,,

oppure

"
il limiter di f Cx) per x che tender a to e- Li,

e scriver fat
,

L
oppure fine f- (x)=L .

Quester espress,oui a parole Sono perf oaghe .

Definizione precisa
si dice che f Cx) → L per x→ to se :

per ogui E > O

f (x) approssima L con errone wiferione a E

da un Certo Xe in poi .
I
cioe If (x)-LISE

(
cioe per ogui x Exe (L- E s f Cx) S Lte)

Versione corn patta :

V-E > o F the tale che x z Xe ⇒ IfAl-Ll s e



Interpretazione graf ica :

*
←

y -FA)

Lt E
.

-

×

The

Osservazioni

. Posso usave it disegno del grafico di f per
dimostrare che fin

,

f Cx) =L ?

No
, perche nel disegno non si vede Cosa

succede per x molto grande e por E

molto piccolo .

It grafico serve solo a farsi un ' idea
.

• Per le stesse region's non posso usare heanehe

un computer .



• Dimostro che line e- × - O
.

+→to

Dato Eso (quealunque) vogliotrovave Xe Tale che

1 EX- ol s E se XI Xe .

Per fav lo visoluo la diseq .
Ie-I 01 SE :

Siccome €101 = text e-× ,
ho e- × SE

cioe - X s log E , x I - loge = log (VE) .
Riassumeudo I e-I ol SE se X 's log (YE) .

Pveudo allora Xe log(VE) .

. bin = 0 ,
×→to ex - GX

me questa lo si dimostraconTeeniehe che

Vedneuro pin iuea .

.
Per poster pavlak di fin

,

f Cx ) non serve

che il dominio X di f Sia IR
,
basta che X

contango humeri che
"
si auoicinano a too

,

cioe
HM 3- xEX tale che x IM

.



Cosa signifies Che fujii
,
f G) = -10 ?

A Heuzi one i la defiuizioue di prima non fuuzionaperehe

I fix) - Cto ) / S E non ha senses (to non e- un numero) .

Defining one (di eiuiite infinite per x→ too )

Data f : R→ IR (oppure fix→ R con X t. c . . . .)
si dice che f → to per x→ to se

per ogni " soglia ,,
M
,
Vale f Cx) I M per x da un

Certo punto Xu ni poi , cioe :

FM F XM tale che XI Xie⇒ fcx) IM

Mw:
← y=fCx) !

I J
Xµ

Seriate voi la definitione di feige
,

fG) = - co .



Altenaare men sempre il liveite di fCx) per a→to

esiste
.
Per eseuepio Ain seux mon es,

a→ to

'ste !

Y

1

IT #
I

p
X

✓ 21T

- 1

Dewine Cdi eimite finite per x→Xo)

Bati f : R→ IR
,
LE IR

, XoER , si dice che fG)→L

per x→to se :

per ogwi E so

> cioe If Cx) - LISEf (x) approssima L Con ewore S E
( L- es f she)

per ogui x sufficientenroute viciuo a Xo

per ogwi x t. c . K- Xo ISSe
Versione compacta :

↳
per un certo se

V-E> O F Sexo t . c . Ix - xd Sse⇒ I fed- LISE .

& X t Xo



y
^

LtE

L¥
y=fCx)
-x

Xo- Se Xo Xo-18g

Ossevo
.

Come prima , per par lane di eiuiite di f Cx) per
X→ Xo non serve che il dominio X di f sia R

ma basta che X conteuga punt arbitrariameute
Vicini a Xo ,

a'OE :

V-8 >o F X EX tale che XtXo e IX-Xo ISS .

Scrioete per esercizio le definition maneanti :

f-Al is , FAI is , f-k¥+6- is ,

f-HI,⇒oL , fklxt.gs , f-k¥8- is .
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Prosegno doll
'

Ultimo eseuepio di devi :

fig# mon esiste .

Y

Y-- f-
µ - ' ' ' '

.

- y
i

! I X
: 1
"

. . . . - - µ

[no]
Ma se considero solo x so

,
a'OE x tender

a O " da destino
,
allow ¥ tended to

[ " da sinistral, ] Ecs]



Defiuizione di limit destro esinistno

Data f i IR→ IR
,
to C- IR

,
LE IR

,

dice che il limit difcx) per x che

Tarde a Xo da destra (da sinistral e- L

lien f Cx) =L opp . feel→ L
thot xoxo'

(xoxo ) Cx→ xD

se

V-E >OF Se > o t. c . Xosxfxotfe⇒ If Cx) -LISE

( Xo- Ses Xd Xo)

Osserv
.

. Peu parterre di limiter destino (sinister)
di fCx) wi Xo basta che il domini o

X di f centeuga punter x arbitration .

vicini a Xo e stneltaweute maggiore
'

(minora) WOE
exo- Ss xoxo )

V-8 >o F XEX t . c . Xo s tf Xo-18



Per eseeupio ,
rien ha sense Darlene

di line logx
x→o

' Gif
.

fix ) =L ⇐ Yigalglegigfld-L.se
fujgof.GS#fegigo.fCxlCoppwre

Uno dei due men estate) allora

lui f Cx) rien esis te .

X→ to

• la def . precedent vole per LER

nee si put esteudeue a Leto .

Fateh per esevaizio . E diueosthote

che ¥g¥ = to effing # = -o .



Funzioni continue

Defiuizione

Data f :
XII

, IR e Xo EX
,
dio che

f E continua wi Xo se

VE > o 3- Se > o

t.c.hxxosge-slfcxl-fkdlsyxap.pro
same f appntossimafko)

Xo on err. 58g An error SE

Dio che f e- continua se e- continua in ogiwxoex .

Ossett
.

- La eentiuuita meeee data per sontata quando
si usa la caleolatriee o il computer per

caleolave fcxo) Sexo ha infinite eifvedeeimali

• Se f E continue in to allow liufcx) - fko)
( se si wie pavlak di limit )

"→to



1 : : : : ÷:
"

oguifi IN→ IR E continua
← humeri natural's = {0,43 . . . . }

ma rien si peut palace di bin f Cx)
Wo

par alan xo (trainee to) .

• Tutte le fuuziari elementavi viste Rhona
Sono continue ( in tutti ipuuti dell

'

nisieine

di defiuisiaie) . ( non lo Di nostro)

Demander i
la fanzine ¥ e- continua uio?

La demander e- need posts perdie

0 Now appavtieue al dominie di Ig .

• Tutte ee operaslain elementals
' Selle

fuuzioui : Somma , prodolto , composition
(fcxltgcx) (fCx) . gas) ( fcglx)) )

Mandaue fruition continue wi fuwioieui continue .

(NON LO DINOSTRO)



Quiudi tutte le fuwzicui date dawn
'

unia

formula Sono continue .

gieedoygiuio
- be fewsieue f ÷ {

t m × So
g

- l per x so

discontinue (non e- centuries) in 0

poeetee
liu f G) = I = flo)
got

ma

lui f- Cx) = - I
*→o

-



Calero dei limit Cfaeiei)

Zegole
"
di buon senses

, spiegate per eseeupi .

. fig
,

de 't ¥ ) = 0+0=0
t, t
O O

Regda : se f
,
Cx) oh , efz z ( Li , LZEIR)

allots f
,
G)+ fix)→ Litle

tho

Iu siutesi " il limit della Sanwa e- le Somma

dei limit , .

' Inf ytzt COS X = to
dis wt'scase

Regola : Se f. Cx)→to Go) e fo An LER
xoxo

allora f
,
G) +fix→ to C-o)

→Xo

Siutesi :
"
to -1 L = to g e

"
-as -1L = - as

,



. lui ex-1×2 = to

truly. to
Regola :

"

Lto ) -144=+0 ,

eaualogameute
"
C-as) -1C- es) = -o ,

Alteuziene Se ffxygfotbefzcx.IE-

allora men posses dire quote ie limit

di f
,
G) + fzlx) per X→Xo senza informal .

pin precise .

In sihtesi :

"
(test to) found widetevnu . ,

Es le'm x2+x = to ( loreediauuo
→as f, d, dope)

1-Cs -Cs

lui 84×3 = -as
" "

x→ -w t, t,
+co

-W

- live xtcosx = to ⇐ xteosx Ex- I → to
Htcxoxo tho toned

evite



O O

q g
- ( 3.tt/f2tex)→ 3. C-2) = - G

w -
te
3-10--3

- 240=-2

Regala Sef
,

→ L, e fo → Lz
→Xo +→yo

I ↳↳EIR

Allora f. Cx) . fzlx) → Li -Lz
+→Xo

( " il lime del prod . e- il prod . deiliw;)

' Ino, ¥ . ooscxtlt) = - g

f, I
fiuelusoh.to

to Cosme - I

Read
"
to . ↳ {

to se Lso

-co se KO
,

lui e
"

logy =
I uidusol-o

esta
f, to
1- is
to

life, logf-slfgiglogx.by = - es

d. ¥.



Attention as . O
,
e
"
-0.0

,
Saro forme

indeterminate
.

⇐ fgio.gg
.

eggs so Criiiueei )

list . "¥:%g÷E÷.gg#x=-vs&

I
0 to

9
. bin cost

= O
wot eogx

±
Regala

±•
= 0

a

Attention
"

f- = +es
,

Es XIE wa f- wage
Ma vale

"

ok, = to ,
"

f- = -o ,
t,

il reeiproeo di wee
fuvxiaie dee teeudeao
da destra Cabe e- pros)
eteude at



Piiu ai generale
"

¥,
= {
to se ↳o (widusotcs)

- es se LL O ( uieluso -o) I,

"

Lg = {
- O se ↳o (widusotcs)

-

to se KO ( uieluso -o) I,

lgwfrhe
a O

g
fovea wideterminate,



Lezione 10 - seconda parte .

Esercizio : Calcolare l'm ×
?
- X

X → tua

Soluzione : lim X
?
- X = tuo

+ → + lo

Sappiamo che se l'm flx ) =L e l'
m glxl = l

'

elasommax
-IXO X-1 Xo

lt E
'
è definita

,
allora limflxltglxle.lt l' .
-

× → Xo

come primo tentativo calcola l'
m ×

'
e l'm -× e

+→ tuo X -Itis

provo a vedere se in questo caso la somma dei limiti è definita .

l'
m X

'
= + io l'm -× = - io e tu - - è una forma

+→ tuo × -sta indeterminata
.

Quindi non vale che £: × ' - × = III, ×
'
+ fifa -×

Scriviamo X
'
- X = [( 1 - 1)

×

In questo caso vediamo l'espressione come flx) [ glxtthlxi ]
con flxi = X

'

, glx) = 1 e hlxl = -¥

Sappiamo che se l'm flx ) =L e l'
m glx ) = e

'

ciao- l
'

è ,

× -' io +→ × .

allora
o

flat .gl> I = l - l
'

.

Vediamo se possiamo ora applicare le regole di somma e prodotto .

lin flxl = l'm ×
?
= tuo

+→ to X-it -

lim glxl = lim 1 = 1

Xhtml X-1 to

lim hlx) = l'm
+→ tuo +→ +•

-È = 0

1+0=2 è definito ⇒
•

1 - ¥ = Io
1 t figIio = 1+0=1

.

+ io . se è definito ⇒ È:p Ha - f) =
• F)(III. ^ letto .

Osservazione : in questo caso avrei potuto anche scrivere

XZ -X = XIX - a ) e

Cina xlx - a) = × ) [ (II.
•

× ) + ( E:[
,

- a)) = tu infatti
×-it -

l'm × = tu
,
l'm - a = - 1

,
la somma tw -s è definita e vale te

,
XX- X -1 tra il prodotto tu .tn è definito e vale tuo .



Ci sono casi in cui raccogliere il termine di grado massimo funziona ,
ma raccogliere il termine di grado minimo no

.

Esempio :

l'm ×
>
-Xltx

+→ t lo

+41 - ¥ +¥ ) l'm ×
'
= tu

+→ tu

l'm i = a ¥:L = o

•
È ' oX-it lo

stato a- a ⇒ l'm 1- ¥ = ¥7
,

it

•

-It
•
È = 1

+→ tu

+a- a è definito ⇒ fine + ' ( n - Etta ) - ( ¥7, •

1- ¥ letto
xlx ' - x te ) l'm X = tuo

+→ tu

l'm +
'
= tu l'm - X = - io l'm 1 = 1

+→ tuo + → tuo +→ tuo

ma la somma tu - vota non è definita .

Esercizio : Calcolare l'm
1

+ → - so Xsixc

Soluzione :

come primo tentativo calcola l'
m x

'
e l'm ×

'

e
X -7 - io X -7 - lo

provo a vedere se in questo caso la somma dei limiti è definita .

l'
m è = - io l'm ×

?

= + • e - • tuo è una forma
× -i - - xu - o indeterminata

.

3 2
3

Quindi non vale che lim Xtx = l'm X X lim ×
'

.

+ → - o X -1 - io X -1- io

Scrivo +
'
+ X
'
= X

>
(it ¥ )

Vale l'm ×
'
= - so

,

l'm ft f) = 1 e l'm X
>

( it ) = - d. 1=-0
.

+→ - D Xi - a × → - O

Possiamo concludere
• + + a

= Io (Az )
= ° '

Esercizio : Calcolare lim × ' - ×

+ → + so Xsixc

Soluzione : Negli esercizi precedenti abbiamo visto che

lim X
?
- X = tuo

.
Inoltre

,
visto che l'm ×

'
- tao e

+ → taoX → tuo

l'm ×
'
= to . Abbiamo l'm X

> txa.to
.

+→to X→ to

Pero' il quoziente ta è una forma indeterminata
.

+ a



In questo caso possiamo scrivere ×
'
- × +41 -¥ )
xstxr
'

x. (« ¥ )
(^ - E) ' (È ) .

Vale : l'm ¥ = 0
,

•

1- = 1
,

• 1¥
,

= e '

+→ t-

Il prodotto 0.1 -1 è ben definito e vale zero
.

Dunque ¥: = Io t - It' lat )
=

e
. ) ⇒ t - Intel ) - a. sia > o

.

Esercizio : Calcolare figo èt

Soluzione : l'm è t = l' m è + lim ¥ = to t o = t O

+→ to X-it o × → too

Esercizio : Calcolare ¥70 èt

Soluzione : Il limite NON Esiste
.

Infatti l'm
+ → o

¥ non esiste
.( se però l' esercizio avesse chiesto di

-

Calcolare

fino èt oppure ¥70 . èt] avremmo avuto :

¥7 ¥ = to
, fig . ¥ = - o a

fifa èt ' ¥7, è + E:* f- = 1 + Ita ) = to

¥7 . èt = è + ¥; f- = 1 ti-a) = - o

Esercizio : Calcolare l' m 1

+→ o sinceri
è

.

÷"
Soluzione : Il limite NON esiste

÷

Esercizio : Calcolare l' m ^
(sine ) )

'

+→ 0 (simcxl ) '

Soluzione :

l' m 1

+→ 0 (Simcx 1) 2
= È = + 00 simlx )



Esercizio : Calcolare l'm (zt cosa) ) x
+→ tra

Soluzione : Sappiamo che l'm coslx) non esiste
,
ma

+→ to

- 2 E COSA ) E 1

1 E coscxlt 2 E 3

quindi ( 2 task ) ) x 7 X

Inoltre l'm X = to
, quindi l' m ( ztcoslxt ) x = tono

.

+ → to X-Ita

Esercizio : Calcolare l'm sinceri

+→ tra X

Soluzione : In questo caso -1 E simlx) e 1

⇒ - ¥ e si × ' e ÷ .

Vale fiffy -¥ = 0 e l'm ¥ = 0
, quindi l'm sink ) = O

X-it o + → tuo ×

Esercizio : Calcolare l'm èlztsimlx ) )
+→ tra

Soluzione : - 1 E sinlx) e 1

1 E 2 -1 simlx) E 3

è e èlztsimcx ) ) e 3 è

Ita Ix -sto
✓ v

+ a tw

quindi l'm èlztsimlx ) ) = to .

+→ to



^

Esercizio :

a- _
2 Qual è :

i) il dominio
,

÷: ÷::÷÷
Svolgimento :

i) Dom(f) = (- so , a) vlqtoo) .

ii ) In#I = C- so
,
23

.

I
1

iii) lim flxl = O
X -7 - ao

lim flxl = - o

× → o

lim flxl = 1
X -sto
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Limiti
"

facile
,
(conclusion)

>evil Caicedo dei limit valgono tutte le negate
"
intuitive , che Uno si aspdta .

Ma alteuzi one alle forme liedeterminate :

"

text to) , ( "to - co
, )

" ⇐ o) . O
,

"

¥9
,
i
"

do
.

i

"

I
,

ma
"

to = -10
,

; = -o

,
;

"

to -10=+0
,

" ¥g=Q, "

⇐ co) . (IO) = to,

Formula di Cambio di variable

se fol→ Yo allora liiugffcxl) = kingly)
xoxo x→Xo T Y→Yo

Cambio di
Vaviabiee

ye f- Cx)



Ein cos (ex ) = him cosy = cos (O) = I
x→ - o T y→o

Cambio Var
.

Y = ex

Osservo che

se x→ -is

allover y→O

Figo, aeetaullogx) q ylujnaretauy = - Iz
y = logx

se x→Ot

Allora y→ -A

fig
, .bg/log(logxDqluielog(logy)--hielogz- toy→ to T 2-→to

Y - logx z - logy

Cuviosita : se ealcolate log (log (log x )) een

la eakdatrice olteuete sempre humeri 52 .

Alteuzi one Pud succeeder che ylnjyogly) NON es ist
heute esiste bin

→xo
9 HAD ,

Va bene applicator la formula se ling Cy) esiste .

7770



Eseuepio
lui 1- =

lui e- × = lui EY = + is
+→ is ex te-o p y→ to

Ye -X

ma

bait line 1-
×→ -a ex q y→ o y

mon esiste !

Y - ex

Gu effete
'

basta stave piialteule :

bint lui
as-a ex q y→city = to .

b- ex
e Osservo die

seas -es ,

allora y=e×→ Ot



Esercizio : Dato AER e data f : f xeo f : R → R
× so

dire per quali il 1) la funzione è continua

2) la funzione è invertibile
.
Per questi valori scrivere l' inversa

.

Svolgimento : a) la funzione è definita a tutti e sia per Xco che per ×>o è definita

tramite una formula
,
sia per xco che per X>o è una funzione elementare e sappiamo

che è continua
.

Resta da vedere cosa succede in × = 0 .

Affinchè sia continua anche in zero serve che

floi-figg.tk/=Ez+flxt

Abbiamo flo) = ftp.flxi-o e anche firme Arts = 0
.

Quindi KXER la funzione è continua
.

2) Affinché sia invertibile vogliamo che la funzione sia biiettir
.

E
'

facile disegnare il grafico di f :

al variare di X

di te sono rette con

pendenze diverse
,

tutte

passanti per ( 0,2 ) .

11=0

Se il > o f è biieltiva
.

1
Solo per il > o

calcoliamo l' inversa : per xp abbiamo che y = 1- ×
'

, dunque X! 1 -y
⇒ se y ad allora 1 -y > 0

, quindi posso fare la radice

⇒ X = - 1 ] con yts .

↳
poiché XEO

Per × > o si ha y = dita ⇒ X = 9¥ e y > 1 poiché × > 0 .

se yea"non '"" { !! se . . .



Derivates

Jefiwizione e motioazioni

1
. Motivazi one geometrica

Problemai trovave tequazi one della retta

tangent at grafico y - f Cx) Mel punto Po

di ascissor Xo

Y

← y=fCxl

← R - retta

Po
tangent uipo

i.
i

1 X

Xo

Sicome Po - (Xo
,
fcxo)) ,

lerette passant
'

per Po hanno equazi one

Y = MK-Xo) tf ko)
← Coefficient augdare



Resta da trovare il Valone di m
.

Thendo be so piccolo e considered Is

retta Ree che passo por Po e

Ppe
panto del grapico
di asci Ssa Roth,
cioe ( Xoth, fGoth))

Y

y -- feel→ ← Ra retta passante
per Po EP

Pen ← retta tangents R
9

Po
.

i. i

i i

l l X

Xo Xoth 0£ = f-Goth)
- fad

er

11
Idea : ie coeff . angdare ma di Re

tender a m quando le→ o

eioem-luie.me
= line f-Goth) -flxo)

h→o heob-
rapport incremental



2
. Defimizi one di deviate

Data f : IR→ R e xER
,
la derivates

di f wi x E ie limit (se esiste)

f-
'

G) = line fcxth) - fix)
h→ o h

Notazioni alternative : f- Cx) , d¥ , 4¥
T T

la Usiamo si usa in
R fisica
U

se f : X→ IR e x EX , per partare

di deviate di f iux serve che es isTono

h arbitrariamente piccoli te . Xth C- X
.

Se f ' esiste e appavtieue a IR
dice che f e- devilsbile in X .

Se la deviate esiste in tutti i punt
'

del dominie di f dice chef e-

derivable (sax )



Ossewaz .

u Non sempre la deviate esiste .

Es
.
i Sef Cx)- 1×1 allow la deviate in 0 honesiste .

Kotha = lead = {
b se bio

- l se h so

qviudi line fatal - flo)
h→o a-

rien es ist
.

In guest case perf esistono i eiuiti

destvi e fiuistri , ehialuati deviate destino

e sinistral
y

ye lol

. X

o la deviuatapuo essene to (o -o) .

Es
.
i se f Cx) is Xa Cen Osas I

,
allora

f ' = lhujuoflothff = had
=Eo¥a=¥ - to



Y

T y = ya

x

← s

" ie gvafico ha peudluzd to in 0,

• Se f E derivable in X allora e- continua

wi x ( non lo diiuostvo) .

• Caicedo la deviate di f Cx) = If a partre

daha definizi one i

44
'
= lui Gt e)

2×2

h→ o h

= leunjoxlthatzhx -xx
= ¥0 (ht 2x ) = 2X

.

Non e- cost che si cakedano le deviate!



Alte interpretazioni della clericsto

• Velocita ( sealane)

considered P panto in movimento hello spatio .

India con d Ctl la distanza pereorsa da

P a parterre dall
'

istante iuiziale
.

Velo citi media hell
' intervale di tempo [to,ti

e- Od d Cti) -doo)Vm = = -

Ot ti - to

velocities all' istante t

Vct ) = lui (v media in Ct ,ttoE)
Otro

= bin dcttotl - dlt) = d ' (t) .

Otro Ot

cioeveloeita
= derivata della distanza pacorsa .

(sealane)



• Velocities (vetore)
P come prima .

La posizione at tempo t

e- Pct) = (Xlt)
, yet) , 2-Ct)) ← oeltoreui 1123

S postamento tho l
' istante t e e '

isTante t tot

OP = Plttot) - Pct)← better inR

= (xcttot) - xct) , ycttotl -yet), 2-Cttot)-zGD
Y
a Pct)

• ←OP

• pettot)

>x

z
L

Veeocita (istautahea) at tempo t

Ect) = leni DI
Otro Ot

=
leni Pcttott - Pct) = Pict)
Ot→o Ot

= (X ' Ctl
, y

' Ct) , 2-
'
Ct) ) .
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Calcdo delle derivates

Le derivates si catalano utilizeando
- l ' eleuco delle deviate delle fuuzionielemeutari
. un insieme di regole ( Usate per combihare le
deviate delle fuuzioni elementavi e Ottenere

quelle di funzioni pin Comptesse ) .

Oggi do I ' eleuco e le regole , spiegando come Usar le .

Le dimostrazioni Verranno date hella prox . Kei one .

Tauda delle deviate elementavi (a , b Sono humeri)
f Cx) f'Cx) f Cx) f'Cx)
A O Seh x cos X

axtb A Cosi - seux

** g:
"

÷:/ '
co:*

at a>o toga . a× 1areas x -

log x f- VIX

arctanx 11+122



Og ni formula vale wi Tutto l ' insieine di definizione di f

(e in portico lane f e- derivable in Tutto il domini o)
con le segueuti ecceziomi :

- per Oca l
,
Xa e- definite su (O, too) , continua

ouunque , e la dericsta in O e to, mentire

ax
't'
mon e- definite in O .

. aresin x e- definite su fi , I] , continua ovumque,
e la deviista in Ib e + is

,
menthe v¥*

non e- definite in It .

Un disease analogo Vale per arecost .

Regde (f , g Sono fuuzioni , a, b sono humeri)

1
.

Derioata della Somma : (ft g)
'

e f 't g
'

a'OE (fcxltgcx))
'
- f ' t g

- Cx) ; non Scriver la var . x

per seueplifieare la formula

Caso partialare : (fta)
'
= f

'

Esempioi

(ext xD
'

= (ex)
'
+ (xD

'
= ett 2#

'

= ext2x

1- bis
.

Derivata della difference : (f - g)
'
e f

'
- g

'



2. Derivates del prodotto : (f. g)
'
e f ! g-if.gr

Caso porticoLane : (af )
'

= af
'

Esempi

⇐2. logx )
'
= (xD

'
- logo t xz . (log x )

'

= 2×2-1 logxx x2¥ = xfzlogxtl)
(2B - 3g )

'
= (2x "2- 3. I ' ) '

= 24112)
'
- 3# t)

'

= 2.1-25112- 3.G) 52 = + ¥2

3
.

Deviusta del rapporto : (Ig)
'

=

F- gg-zf.gl
Caso partiedare : (gt ) 's - GI
Eseuepioi

(9¥ ; )
'

=
CHA !Heil - CAD -Gea '

(X2- 1) 2

=
2x (Ell - 441) 2X

=

(I z(x - 1)2



4 .
Derioata della fuuzione composta :

f- CgcxD] 's f
'

(gcxs) - grey

Caso partialare : (fcaxtb))
'

= af '(art b)

New Uso introduces la variable y - g Cx) e la

formula diveuta
←
deviate n'sp .

alla

[f(9 I ]
'

=ftp.gyxgvariabieeyesostituisco
a y

'

il valone g (x ) in un passaggier
successive

.

Esaupi

(e)
'

= (e Y )
'

. (x4-H
'
s e'd . 2x = et 't ' . 2x

.

flykey
in

gcx XII
↳ deviate n'sp .

/
,
alla variab. y

-

(VIX )
'

= Cy 's)
'

( i - zig
'
= { y C-z)

-

ftp.ry-yk =
- Tyr = -¥*

g Cx ) = I - 2x



Eserazi

y
-

I
.

(EI )
'
= (eYJ@euxj-eY.eosx-eseuxcosxfwuzioneicempostafCy1.e

's got = sent
funzione composta
f ( y ) = y

'k
, g Cx) = I- X

2

-

2
.
x Tix = 'tf t x. ( C

'

y

= fix + x. (y 's) ! f- xD
'

= Exe t x . z y
't '

. (- 2x)

= Exa - Ny
- I
= Exa - ¥×z= t

y
-

Z

3. (log (log (logx) ) )
'

= (logy )
'
. (log ( loot)) '
- -
fun2- ione comp .

fund
'

one comp .

fly b- log y
f the logo , gcx) -eogx

guy = log (log x)
=

'

g
. (log z) ! (log x)

'

I
= ty . ¥ . I = x. logx. log (logx)



E '

@eetaulggI.careta.nyI
'

hiya k¥4
= = = -¥

5. fog
'

prima sample
'

ficave! !

log I = log ( l I = log I
= log Dsa ) - log (G- DE) =3

,
logAtl) - 3g log (x- i)

(log I
'

= ⇐ logAt D - I log Cx- ID
'

= 3g (logAtl))
'

- z (log (x- D)
'

= 3g .
- I# = - 3¥19,



6. (xx )
'
= ( exp (xtogx ) ) ' = '

lxeogxl
'

ab = ebeoga
= EY ( CN ! logxxx (log x)

')
= exp(blog a) = ex lost ( logxtl)

= X
"
( login)

Torno agei esercizi sui limit .

"
I

7-
.

09
, E una forma indeterminate o no ?

Traduzi one : date f Cx) e g Cx) Tali che

f Cx) e got→ too ,
xoxo

posso dine qual e- il limiter di fG)
9

(per xoxo) senza bi sogno di attire info ?

Per vispondere Scriver f
""
come potenza

in base e i



to - as

q r
-

f 9% exp ( gas . log D)→
"

e-9=0
--

t
-co

Dunque
" Oto = O

, ( won e- una forma indet .)

Allo stesso modo si ottiene
"
O
-•

= to
1)

'

8. For vedette che
" 1+9

,
E una forma indet .

Procedo come prima ;

+ as

I' to log 1=0
- r t
- -
-

f- G)
9"'

= exp ( guy . log HAD ) e
"
to - O

,

E
-

f, una forma
1 indeterminate

Nota : anche b
- •

E una forma indet .



9.
" OO
,
E una forma indeterminate .

O
o -co

I. t t
m- g

-

f- G)
9 '"

= exp ( gCx) . log D ) e o . -4 e

-
"

t una forma
Ot indeterminate

10
.

Dire se le segweuti Sono forme violet
.

oppure no i

"

+•+9
, j

"
+ es
-

9 , ;

"too
, ;

"

2+0
,



Lezione 13

Esercizio : calcolare la derivata di

a) logl ) di arctanlxy

b) log ( 5¥ ) e) d- a
Xhts

c) 9×-3

3×-1

a) log ( ) -- logf ) = logf ) = logli ) - logli ) = xlogx-xlogeexleogx.bg e)
quindi ( log ( f)

'

= ( xllogx - lege ) )
'

= logx - legata = log te

i
f- f ( eogx -6gal -- g f-g)

'
= figtojf

b) log ( FI ) = leghe ) - legis ) = log5tbglxh-xlogs-logstobgx-bgs.ir

quindi ( log ( FI ) )
'

eflogstobgx-bgs.ir/'--0t- ¥ - lega = § - logs

-C ) 9×-3 = (3211×-3) 32×-6 32×-6 -Xts = 3×-5

3×-1 3×-1 3×-1
=

quindi ( § l' = (3×-5)
'

= È - lgs = lgg? -

è

d) ( aretanlxl ) )
'
=

1
.

ZX
=

zx

| 1 th)
'

stx "

Ouctanlx' ) = figli ) )
( flglxil l' = f- ' lglxttgilx )

e) ( ¥! :{ )
"

=
4×4×41) - HXYX"-a)

=
4×74×3 - hxtthx'

=
8×3

( "
ta ) ' ( xhts) ' (xhts)

'

'

=

t' g- gif
g
'
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Dimostrazioni delle negole di devivazi one e delle
deviate delle fuuzieni elementon

'

E '

important fade hell
'
ordure giusto !

Regolab (ftg)
'
= fig '

Versione preeisa : date f , g : X→ IR derivable in un

punto X EX
,
ahora f -1g e- deniesbile uix e

(ftg)
'
ex, = f

'

Cxltgkx)

(Per le pvossime regole Now enomoto la versione precisa.)
Dim

.

Sarto dal rapport incrementale di fig :

(fcxthxgcxth) ) - ( f Cx)-1901 )
=

e

fcxte) - f
+
gcxth)-9K)

→ f
'
+ gtx)=

h h h→o- -
J, h→ o f, h→o

f-' Cx) g
'
Cx)



Regdaz ( f.g)
'
= f

'
. g + f.gl

Dine
.

Sarto dal rapport incrementale di f. g i

fcxth) gated - f glx )
=

he

=
flxthlglxte) - fG)glxthltfcxglxth) - f Cx)

e

=
flxthtglxte) - fG)goth)

+
fcxlglxth) - f gcx)

h h

=
fcxtbe)- f Cx)
q getter) + pay

9Gte) - g

-w e
f, h→ o f,h→o the

f- ' Cx) gcx) gtx)

To ftxlgcxtfcxlgicxl

Regda 4 [ ffgcx)) ]
'

= ftp.glxjcony-gcx) .

Dine
.

Sarto dal rapport incrementale di f-(gli)) :

fcgcxta) ) - fcglxl)
=

he



=

fcgcxte) ) - fcglxl)
.

gcxta) - gcx)

gcxta) - gcx) a e.→ o
ftp.gtx)

Sostituzi one : -
-

y : - ga → 11 tho

ki-gcxthl-glx-fcy.tk) - fly) 9
'

allots : k

ytk-glx.ie) f,
Koo

k→ o per h→0
fly )

Questa dimostrdzione mon e- del tutto cornuta perche

si divide per gate) -g Cx) , che potrebbe essene O
.

¥5 (Derivates dell
'

inverse)
Se
g e- Quiversa di f allora

g'Cy) =¥, dove x=g(y) cioe-y-f.CN .

Iu guest enunciator conoiene Cesare lettere diverse per le

variabili di f e g .

Dive
.

Per definizione di inverse hoche x -_ gffcxl) per oguix .

Derioaudo questa ideutita otteugo :

y
-

b = (gcfcx))) 'q gtyl . fix ) .

Reg . 4



text b)
'
= a

im
. Calcote il rapport incrementale :

(akey + b) - lax+ b)
=
aft ah -Vb-at-8

, a
b b

e auche il limit per h→ o e- a .

6×5=07
obleiua : non ho mai definite ie numero "e, .

Dave la defiuizi one pin in EE nel Corso .

Uso qui la segueute proprietor caralteringante :

line ett
= b -

boo a

Dim
. Scriver it rapport increw .

di ex :

e
#

ka ex = et. elf- et = ex ⇒ e
"

.

-

tho
I



EYE"

Jim
.

Sevivo At = E' look
, Quindi

Reg . 4

(axl's ( e¥5a ) ' ! @Y) ! (x.eogaj
= EY . loga

= ex
- Cosa

. loga = loga. a
"

flog x ) 's #
Jim

.

Ricardo che logy E e' inverse diet
. try

Quiudi Reg . 5 Come at soeito
,

Uso y come$
, variable dell

'

(logy)
'

q
= ¥ = ty "

inversa

x = logy
a'OE ye ex

Quindi (logy ) 's Ig .



(a)
'
e- axa

- I

Jim
. (solo per x > o)

Scvivoxa_eal09Xeqwiudicxays@aTb5xyRI4CeYY.Ca.eogx) '
= EY . a. (log x)

'

= eaeogx.ee . I
= Xa . a. I = Axa

- I

Zegola 3 Caso particulate : (GI)
'
= - 9g÷ .

Dive
. Reg . 4

(gq )
' I yfy.gtxs-ly-Y-g.CN

w

y =L- y
') - g

'

= -9h = -
941
94g

'



2-egjasogeneraeffgy.figgjfg
'

Dim
. Reg .

2

(fg )
'
= (f. Ig )

' te f ! Ig + f - fig)
'

= GI + f. f-%) = f'S g- af
9
'

.

T
Reg .

3 Caso partie .

(seu cost

Jim .
Si parte dal rapport incrementale :

Senate) - sent
=

e

=
Sewer . Cos x x seux.cosh - seu x

e
sewer . oosx seux - cosh - seu x

= 1-
h h

= cos x. self - seux . toad → cost

- -
h→o

tho tho
I O

Resta da dimestrove che :

(b) bin Senate =L ; (2) laing tagged = 0 .

hoo

T T
forma inde . Oq forma indet.IO



Dimostro (b) .
Considero le segueuti figure piano :

Senk

/ tanh

b e s e b e
- - -

T
2 3

Se soursoppongo
le te circonfereuze , T, , Tz e Tz

Sono contenute una hell
' atra (T, C Tz C Ts ) e quindi

area CT, ) s area (Tz) s area (Tz)
11 11 11

Esme za tztauh = 's %9h_a
Cioe formula per I'area

sente s h s
Slub del Sehore a' red

.

*
see

cosh E sente
v

e-
SI

Siaome Senda E ampreso tna cosh e I , e

cosh cos 101=1 ( cosh E una funz .
Continua)

he deduce che

sewed → I .

↳o



Un alto modi di interpretare l
'

Ultimo passaggio
e- quest : ie grapico di# (fanzine della oar . h)

h

e- compereso Tra queUo di cosh e queller di b :

^ f yet

I ← y = send

. .
-
-

-
.
.
. L

l l h

y = cosh
→

Siccome i grafiei di b e cosh si Toaano

per he 0 ( perche cos 0--1 ) recess
. Senf → I

h→o
<

Dimostro (2) :

I - cosh
=
( t - cosh)( It cosh)

h h (it cosh)

= k¥0634, =
Sene

.

saree
→ o

y L
am

I - cos2h = seuzh
tho tho
y seu

= 0
It cos



Lezione 15- prima parte
Derivata del coseno ( cosa ) l' = - sinlxt

Osservo che :

•
ttxe IR costi - sin (xttz )

• simlxtf ) = flglx) ) con glxt-xt.tt ,
fly ) = sinly )

( ( fighi ) )
'

= flight ) - gin
b

(costi l' = ( sinfxtt )
'

) = Cosfxtt ) - 1 = coslxicoslf ) - sink ) si! ) = - simlxt
Il

0 1

Derivata della tangente
# l' = f- ' gjato

'

'
coslx ) - coslx ) - sinlxt . f- simili )(tanti) )' = Sinlxt

=
cos' lxtt simile)

= 1 + tanti)( cosa ) ) cos' k ) cos' ixt

= 1

Cos' (a)

Derivata dell' arcotangente .

Per derivare l' arcotangente utilizziamo la formula della derivata della funzione inversa .

Se gly) è l' inversa di flat abbiamo gily ) = ^
con X = gly ) .

f-
'

lxl

Dunque (Onctanly ) )
'
=
1 1 1

(tanti ) ) ' un'lx ) 1T fan ( arctany ) ) )
'

1 ty
'

Derivata dell' arco coseno

Ricordiamo che l' zrcocoseno è definito in [-2,1J , ma è derivabile in C- 2,1 ) .

Anche in questo caso utilizziamo la formula della derivata della funzione inversa .

(arccosly ) )
'

=
1

=
1

=
.

1

( costi ) ) ' - simlx , 1 - cos'lxt 1 - ( coslarccotly ) )
?

1 - y
?

se ye C- 2,1) , allora le (o ,
T )

, dunque simile ) 70

=) simlx ) = t 1 - cos' IX )

Derivata dell' ascosero

Anche l' arco seno è derivabile in C-a. a ) .

Similmente abbiamo

( arcsimly ) )
'
=

^
=

1
=

1
=

1
=

1

( simlx ) )
' cosa ) f 1 - Sim ? lx ) 1 - (simlarcsimly ) )

?

1 + yz

yel-a.se) , allora XEEÉIÌ ] , dunque cosa ) » o

⇒ 6) ( × ) = 1 - simile )



Esercizio : trovare l' equazione della retta tangente in + = 2 a flxt-xtz.bg/zx-3 ) .

X2 -1

Svolgimento :

1) la retta tangente passa per F- (e .HU ) = ( 2
, § ) .

2) il coefficiente angolare della retta tangente è mia fila) .

f-
'

( × ) =
X
'
-1 - (Xtz) (Zx )

,

2

(X2- s )' 2×-3

f-
'

(2) = _ 31
9

Yen nnxtq con me - %

Trovo q imponendo il passaggio per P :

§ = -7.2 tq ⇒ qe È

la retta è 99=-32×+74

xta
Esercizio : sia t'× ' ' / ?

+ b !
ri ) Per quali no , be IR la funzione è continua ?

ii ) Per quali no , be IR la funzione è derivabile ?

Svolgimento : la funzione è definita a tratti
,

i ) per XLO e × > o la funzione è continua
,
dobbiamo vedere cosa succede in Zero

.

Affinchè sia continua anche in zero serve che

floi-fijzflxl-E.no flxt
a

f-6) = l'm flx) = e l'm flx) = b
×-1 ot X -70-

quindi vogliamo che b.= ea
.

Preso un qualsiasi pe IR , se D= è allora la funzione è continua .

Ii ) Se la funzione non fosse continua
,
allora non è neanche derivabile

, quindi Umano

dobbiamo avere che se prendiamo a qualsiasi in IR, allora D= la
.

Vediamo se servono ulteriori condizioni .

Per XLO e × > o la funzione è derivabile e la derivata vale

f-
'
ix. èta × > o{

a xco

Affinchè sia derivabile anche in zero serve che

figgi t' lxt = figo. t' ht = l con l# ± io .

Ln extra = ed e l'm 1 = 1
.

+→ ot X -70
-

quindi la = a ⇒ a. = 0

e b. = è = 1
.



Lezione 20

Esercizio : Dato il grafico della funzione f trovare
i) massimi e minimi Assoluti

ti ) massimi e minimi LOCALI

iii ) massimi e minimi Assoluti relativi all' insieme a = E- 1,2 ] .

A
4

{f
Soluzione :

Dom = 1- a. ZJUEE.tn )
2 - o

Imlf ) = [-3 , 1) u [ 2,4] .

- .

-

I
_ . /

- -

i ) Trovare il massimo e

2 - 114 O
i minimo della funzione

- 2 § Ez 3 ¥ f significa trarre\ massimo e minimo

( se esistono ) dell' insieme, Imlt ) .

Visto che abbiamo

-

-3 già scritto Imlt) sotto forma d'
unione di 2 intervalli

,
è facile vedere che

inf ( Imlf ) ) e -3 ,
inoltre -3 appartiene all' insieme quindi

il minimo assoluto di f è -3 e il punto di minimo è

X = - 2 .

Inoltre sup ( Imct ) ) = 4 4 appartiene ad Imlt) quindi
'

il massimo assoluto di f È 4 e il punto di massimo è +=3 .

it) I massimi (minimi assoluti sono anche massimi e minimi locali
.

Vediamo se ce ne sono alti .

ELENCO dei
"

sospetti
"

punti di nnaxlmin locale :

A) punti = tangente orizzontale

B) una volta scritto il Domct ) sottoforma di intervalli
,
estremi di questi

intervalli

c) punti interni al Domlf ) , ma punti di non deriva bilità
.

A) I punti del grafico (-2 , -3 ) e (3,4 ) sono gli unici con tangente
orizzontali . Non ce ne sono zlti .

B) Il punto Xe § è un punto di massimo locale .

Esiste infatti un intervallo I del quale + = } è un punto interno
tre che # X E Indomita) vale f- ix. f-Pz) .

Basta prendere I :c [ ? - E , § + E] con E > o sufficientemente piccolo .

Scelgo ad esempio E- E .

Abbiamo I = [1,23
,
In Donna ) = [ 1,7) e ttxe [1

, }) vale flx) Eflsz ) .
Il massimo locale è ffz) > È .

Il punto ×- E è un punto di minimo locale .

2

Esiste infatti un intervallo I del quale × > E è un punto interno
tre che ttx E Indomita) vale fino, f- (E) .

-



Basta prendere I :c [ È - E , E TE] con E > o sufficientemente piccolo .

Scelgo ad esempio E ' Z .

Abbiamo I = [2,33 , In Donna ) = [7,3 ) e ttxe [EPJ vale flx) 7 HE ) .

Il minimo locale è f- (E) = 2 .

C) l' unico punto di donna ) che è un punto di non derirabilità è ⇐ E
visto che in + = E la funzione non è neanche continua .

+ = ¥ non è ne
'

un punto di massimo , ne
'
un punto di minimo locale

.

Infatti non è possibile trovare nessun intervallo I che abbia £ come

punto interno tale per cui tutti gli XE In Domft) verifichino la proprieta'
=

* flx) » FLI ) ( necessaria affinché E- I sia punto di minimo locale )

oppure
* flxi E fl ? ) ( necessaria affinché E- E sia punto di massimo locale )

Gli intervalli per i quali ×> ¥ è un punto interno sono del tipo
[ f- a, ¥ tb] con a. bro .

Abbiamo che pena sufficientemente piccolo (ad esempio oca e a)

[ ¥ -a , Et » n Donna ) = [ E - a, E tb] .

Per quanto posso io scegliere a ,
b piccoli abbiamo sempre

* FIE) = 2

* ttx E [E - a , -7 ) vale flx) > 2

* Kxe (¥ . It b ] vale flxicz
,
in particolare ¥ e flx ) e 1 .

Dunque
+ = ¥ non è ne

'

un punto di massimo , ne
'
un punto di minimo locale

.

Il iii) Ora ci interessa solo f
4 LE- a. 2)

quindi ci chiediamo§ quali sono i massimi e minimi

relativamente all' interrotto E- a. ii.

2 - •
Notiamo che

Domcf ) n E- a. 2) = E-1,77 .

-
# stiamo quindi considerando

I
- • /

- -

una funzione continua in
2 §, o

} { Z E s' ± In III. chiuso ,
limitato

Il teorema di Weierstrap
ci garantisce che Mastino, e minimo esistono .

Il minimo è fl- a)
-

-3
ed il massimo è ftp.t .

/ Il punto di minimo è

+= - s e il punto di

massimo è + = ? .

Notiamo inoltre che non ci sono ulteriori massimi e minimi locali
.



Esercizio : Dato il grafico della funzione flxi = - I trovare
x

i) massimi e minimi Assoluti
,
nel caso non esistano specificare

estremo superiore e inferiore .

Ii ) massimi e minimi Assoluti relativi all' insieme a = [o.tw) ,
nel caso non esistano specificare estremo superiore e inferiore .

iii) massimi e minimi Assoluti relativi all insieme B = [a. tuo) ,
nel caso non esistano specificare estremo superiore e inferiore .

Soluzione :

^ ^ ^

i ) ii ) Iii )

| I 1 .

- - A - s

÷

i) Dom = C- io
,
a) vloit - )

In(f)= f-io
,
o) u ( 0,7 - )

Snp ( Im (f ) ) = tu e non esiste massimo assoluto
,

imf ( Im (f ) ) = - io e non esiste minimo assoluto
.

ii ) Guardiamo ora fia
Dom ( fia) = Dom na = ( l - bio ) vlo.tn) ) n [atto) = ( o

,
tuo ) .

Im ( fia ) = (- no
,
o )

Snp ( Imcfia) ) = 0 ,
sebbene zero sia un valore finito , non c' è nessun Xe Dom (fia )

tale che flxleo , quindi Zero non è un massimo assoluto .

Non esiste il massimo .

Inf (Irmlfia) ) = - io e non esiste minimo assoluto
.

Iii ) Guardiamo ora FIB
Dom ( f,#= Dom nb = ( l - bio ) vlo.tn) ) n [sito) = [ 1 ,

tuo ) .

Im ( fig ) = [ -1 ,
o ) .

Come prima

sup ( Imcf ,) ) = 0 ,
sebbene zero sia un valore finito , non c' è nessun Xe Dom (ftp. )

tale che flxleo , quindi Zero non è un massimo assolato .

Non esiste il massimo .

inf ( Irmlfib) ) = - 2
,
inoltre fiale -1 , quindi - s è il minimo assoluto di ftp.

e 1 è il punto di minimo assoluto
.



Esercizio : trovare massimo e minimo assoluto ( se esistono )
di

flxl = e' ×' - sx )
relativamente all' intervallo -2 EXE 3 .

Soluzione : Osservo che fia con a = E-2,3] è una funzione
continua definita su un intervallo chiuso

,
limitato e non vuoto

,

per il teorema di Weierstrap massimo e minimo esistono sicuramente .

La funzione è anche derivabile in E- 2,3 ] .

ELENCO dei
"

sospetti
"

punti di maximini

A) estremi dell' intervallo [ 2,3)

B) punti = derivata nulla

A) fi - a) = e
' -8+6 '

= è
?

= (E)
'

( 27 - 9 ) 18

f- (3) = e = e

(XZJX ) ( X'-3T )
B) f- ' lxi = e . (3×2-3) = 31×2- 1) e

( ×'-3×7
O = ficxi = 31×2- 1) e ⇒ Xe Ia

f- fa) = ettts ) = è

f-(a) = e
" - "

= è
'

= (f)
2

.

Confronto tutti i valori trovati ( ft- 2) = e-
2

,
fls ) = e

' '

,
fl- a) = e

'

,
flat = e' ) .

Abbiamo

è < è a est
.

Quindi
e-
2
è il minimo assoluto di f in E- 2,3] e

Xe- 2
,
+ = 1 sono punti di minimo .

l'8 è il massimo assoluto di f in E- 2,3] e

+=3 è il punto di massimo
.



Esercizio : trovare massimo e minimo assoluto ( se esistono )
di

flxl = ×
> eri

relativamente all' intervallo XE - s .

Soluzione : In questo caso f-b. - a] non è limitato
,
massimo e

minimo potrebbero non esistere .

Per studiare il comportamento della f agli estremi dell' intervallo
dobbiamo ricorrere ai limiti :

lim Pe" = O

X -1 - io

f- ( - a) = - e-
=

= - 0,13

Andiamo ora a vedere i punti con derivata nulla :

0 = ftlx ) = 3×2 e'× tzxsèo = X? (3 TZX ) ⇒ × > 0
,
+ = - Z

z

ft- g) = - [ è
>

= -0,17

Possiamo concludere che il minimo assoluto di f ristretta a C-io , - a]
è

_ [è
>
e il punto di minimo assoluto è - §

Il massimo assoluto non esiste e supl Innlf ) = O

IL- io, -23



Esempio : consideriamo flxl = 1×1

Al1
Il minimo della funzione è zero e il punto di minimo è zero .

Il massimo non esiste
.

Questa funzione è definita su tutto IR
,
ma è derivabile in Italtel .

La sua derivata è f-
'

(XI = { ? se × > 0 .

se XCO

La derivata non si annulla mai
.

Per trovare quindi i punti di massimo o minimo non basta cercare

tra i punti in cui si annulla la derivata
.

Esercizio : trovare massimo e minimo assoluto ( se esistono )
di

flxl = I ×' - al .

Svolgimento : Domctl = 112 e Imiti e [ o, t - ) .
se Xe -1possiamo scrivere la turione come t' × ' = { !§ se → < + < a

se X » 1 .

La funzione è derivabile in C- io
,

- a) ul - 1. a) u (sito ) e la sua

se Xc -1derivata vale t
"
" ' = {÷; se → circa

se X ) 1 .

La non deivabilità in XIII si vede dal fatto che

+7,7, «
= -2

, fifa - 2×-2
, firma. - exe - 2 , fifa 2×-2 .

ELENCO dei
"

sospetti
"

punti di nnaxlmin locale :

A) punti = derivata nulla
B) punti di non deivabilitè .

Abbiamo Cim flat = to ⇒ sup ( Imlt ) ) = tu e il massimo

x -1 ± lo
non esiste .

A) f- ' Ix ) = - ⇒ + a- o

f- (a) = s



B) fl- s ) = o

f- (a) = o

⇒ Il minimo è 0 e i punti di minimo sono # fa .

Inoltre × > o è un punto di massimo locale
.

ESERCIZIO "
tipico

"
: trovare massimi / minimi assoluti di f

( dove f è definita nel suo dominio
"

naturale
"

) oppure
trovare massimi / minimi assoluti di f relativamente all' insieme X

( stiamo dunque considerando fin definite in Donnlf) n X ) .

Osservazioni : consideriamo f:X → IR con X un intervallo / unione finita
di intervalli . Sappiamo che se Xo è un punto di massimo o minimo

locale interno all' intervallo X ( o a uno degli intervalli ) e se x.

è un punto in cui f- è derivabile
,
allora filxo ) - o .

II viceversa non è necessariamente vero . Ciò significa che se xo è

un punto interno ad X dove f è derivabile e f- ' ix.io allora

abbiamo varie possibilità
• Xo puo

' essere un massimo (minimo assoluto

• Xo puo
' essere un massimo (minimo locale

. X, puo
' anche non essere nè un massimo (minimo assoluto

nè un massimo (minimo locale

-* *
flx) = X' flxlex' - sx f-ix. ×'

f- ' (a) = o e 0 è punto f- ' laico e 1 è punto filo) e 0 non è

di minimo assoluto
.

di minimo locale nè rninlmzx . assoluto

né min) max berle

Inoltre ci sono punti in cui f non è derivabile che possono essere punti
di massimo / minimo per f ,

ad esempio x> o per flx) = 1×1 .

E infine dobbiamo considerare gli estremi di Donna ) / Domain X .



Tenendo tutte queste cose a mente
,
abbiamo la seguente

STRATEGIA PER RISOLVERE l' esercizio tipico :

•
ELENCO dei sospetti punti di massimo e minimo assoluto :

A) esterni di Donna ) / Domlf) n X

B) punti in cui la funzione non è derivabile

c) punti in cui la derivata si annulla

A) Scrivo Dome) / Domain X come unione finita di intervalli , che

possono essere chiusi / aperti e limitati / illimitati
.

Guardo tutti gli estremi.

•
Se un estremo è - io oppure tuo :

calcolo l'm flxi = la ,
l'm flat = la

× → tuo X -1 - io

.
Se un estremo è un numero finito na . . . an ma non appartiene a Domani / Domain X

calcolo il limite pertinente ( per +→è oppure + → a- a seconda che ne sia estremo

sinistro o destro )

l'm flat = ls . . .
l'm flat = eh

+ → art +→ ai

attenzione : se uno di questi limiti la .la , es . . . ln è tuo zhlor

Snp ( Imcti ) = tuo ( Snp ( Im (fi ) ) = to ) è il massimo assoluto non esiste .

Se uno di questi limiti la .la , e, . . . ln è - io allora

inf ( Imcti ) = - io (Inf ( ImCfa ) ) = - io ) è il minimo assoluto non esiste .

. Calcolo la funzione in tutti gli estremi ba . . . bm che appartengono a Dance) / Donnetta X .

f-(ba ) . . . flbm )
.

B) Se ci sono dei punti Ca . . . Cw interni a Domlt) I Domain X i cui

f- non è derivabile calcolo

f- ( ca) . . . f- (Cn ) .

c) Calcolo la derivata prima di f. Cerco tutti i punti Xa . . . Xi in cui

si annulla la derivata prima . Calcolo

flxa ) . . . flxi ) .

* Confronto tutti i valori che ho ottenuto : la , . . . .lu , flba ) , . . . , flbm )
, fccs ) . . . fcie) , flxa) .. - fai) .

Se il minore è uno tra fiba) , . . . , flbm )
, fccs ) . . . fcie) , flxa) .. - fai) , allora quello è

il minimo assoluto
.

Se il minore è uno tra quelli ottenuti come limite la . . . ln
,
allora quello è

l' imf e il minimo non esiste.

Se il maggiore è uno tra fiba) , . . . , flbm )
, fccs ) . . . fcie) , flxa) .. - fai) , allora quello è

il massimo assoluto
.

Se il maggiore è uno tra quelli ottenuti come limite la . . . ln
,
allora quello è

il Svp e il massimo non esiste.



Esercizio : trovare le dimensioni del cilindro di area minima con volume 1 .

Svolgimento :

(

/
Volume = tra .lu = 1

⇒ La 1

a- Tra

| { L "" = " " "" + "" h = " "" " ¥

Area = flr) = ritmi § con re (o
,
tu ) .

Cerco il minimo assoluto :

l'm flr) = tu
,
l'm fine to

Riot r-it-

fieri = ↳Tr . = file) = o ⇒ 4ft'-2 = o ⇒ r =3 i
tre re

21T

f- ( s ) = 2T +
2

← minimo

3 3

41T? 2T

Il cilindro di area minima ha raggio =
'

÷ e altezza =
°

.

Esercizio : Un foglio di carta deve contenere un' area di stampa di 50 cui
,

margine superiore e inferiore di 4cm e margini laterali di 2cm.

Trovare le dimensioni del foglio di zez minima .

4cm Area di stampa = b. E = 50 Cme

⇒ D=
E

50cm' area = ( L + g)( bt 4) = (ht 8) (Toth)
,
le (o .tn ) .L è

2 2

b lim (Lt g) (50+4) = tuo
b.→ot E

4cm

£; (ht 8) (set 4) = tuo+ •
E

Arcaica) = ( ¥ + 4) + ( ht 8)( - E) = - tiff th

O = Area
'

lL) ⇒ le = I 10

Area ( 10 ) = 18 . 9 ← minimo .

La 18
,
be 9 .



Lezione 23

Sia MEN
,
con il simbolo n ! indichiamo il prodotto di n fattori

m ! : = n . (n- s ) - (n - 2 ) . . . .

. 1

m ! si legge "

n FATTORIALE
"

.

Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di è

Fissato de N
, per applicare il teorema dello sviluppo di Taylor serve che la funzione

flxl = è sia derivabile d (oppure dta) volte almeno in un certo intervallo Ic IR che

contenga zero .
Questa proprietà è vera

, qualsiasi sia de IN
,

infatti fine IN
,

f-
'n'
lxi = è

.

Inoltre finito) = e dunque

è = a + × + [ + j? tx! t . . . È +
Olxd" )

d
- d

= Li × Olxdta )
.

n - o d !

Da questo sviluppo ritroviamo che è- si × . Infatti è- a = × + Olxa )

e quindi la parte principale di è - 1 e X.

Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di cosa ) .

Anche il coseno può essere derivato in tutto IR quante volte vogliamo .

In particolare

fcx ) = coscx ) f-6) = 1

f-
'

lxl = - simlx ) filo ) = O

f-
"

lxl = - cos Cxt f-
" ( a) = - a

f-
' "

(x ) = si - Ix ) f
'"

lol = o

f-
"
( x ) = cos ( x )

;

Quindi costei = a + filo) . × + f-
"

lgfex
'

+ f
"

×
'

+ f
"
×
"
t fu È t . . . + f!!a)Xdt 0k¥/

lo sviluppo
all'ordine d cosa , = a - ¥ + ¥! . . . .

I
+
Olxd" )

,

con d pari è :

Se ora facciamo lo sviluppo di ordine dta ( che quindi è dispari ) otteniamo

costi e a - ¥ + ¥! _ . . .
I ¥ +

Olxd")
.

↳ informazione più accorta !

stesso polinomio d- prima ne resto Olxdte )

Quindi alla fine lo sviluppo di ordine d del coseno è

con d poi osate a- È + ¥! _ . . .
± ! +

0k¥
,

con d dispari cosa , = a - ¥ + ¥! . . . .
± xd- '

+
Olxdt ' )

.

(d-it !



Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di simcx )

f- (xl = simcx) fio) = o

f-
'

cxl = coscx ) f-(s) = 1

f-
"

(x ) = - simlxl f" (a) = 0

f-
'"

( xie - coslx ) f-
'"

io) = - 1

f- ' 4×1 = simlx ) f
" (a) = O

i. :

Nel caso del seno fnlol = o quando m è pari

Qnin simcxkflo) + filo) . × +f ×
'

+ f-
" '

(a)× + f-
"
lo)x↳ + filo) È + . . . + f}!a)Xdtllxd")

2 3 ! 4 ! 5 ! /

se d è dispari sinlxi = X -¥ + È . . . ± ¥? + Ocxdtse ) ,
se ora facciamo lo sviluppo di ordine dta ( che quindi è pari ) otteniamo

sinlxi = X -¥ + È . . . ± ¥? + Ocxdta) .

Quindi alla fine lo sviluppo di ordine d del seno è

con d dispari simlxi = X -¥ + È . . . ± ¥? + Ocxd") ,

con d pari simlxi = X -¥ + È . . . ± xd-' + Ocxdts) .

( d- i ) !

Anche in questo caso abbiamo fine ) = × +04' )
, quindi riotteniamo sincxlrx

.

Osservazione : Consideriamo una funzione f derivabile almeno d volte in Ic IR

e supponiamo che zero sia un punto interno ad I
.

Consideriamo il suo

sviluppo di Taylor di ordine d info.

se f E' pari nel polinomio di Taylor appaiono solo termini di ordine PARI
.

se f E' dispari nel polinomio dI taylor appaiono solo termini di ordine DISPARI
.

Dimostrazione :
la derivata di una funzione pari è una funzione dispari

f-(xie fi-× ) ⇒ flex) = - f-
'

tx )

la derivata di una funzione dispari è una funzione pari

f-C-a) = - fcx) ⇒ - f
' l - × ) = - f

'

lx ) =) f-
'

1-× ) = f-
'
Ix)

Inoltre se f- è dispari flo ) > o infatti flxi = - fi-× ) ⇒ flo ) = - fio ) ⇒ zf61=0

⇒ f-6) = 0 .

Se f è pari , allora f-
"
Ix) con n dispari è una fz . dispari e fnlo) = o

f-
"
Ix) con M pari è una fz . poi

Se f è dispari , allora f-'→ con n dispari è pari

fcn' con m pari è dispari e f-
n' (a) = O



Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di logcxta )

f-G) = loglstx ) flo) = o filo) = - I
fili) = ( s txt

' fico) = a

f-
"
lei = - ( stai

-2 f-
"
lo ' = -1 f = -1,7, = + §

f-
'"

(xla +2 ( atx )
-3 f-

'"

(01=+2

f-
" (xie - 2.3 ( s txt " f

" (o le - 2- 3 f
"
lol = - 2- 3 = . l

'

:
4 ! 2 - s - 4 4

finirla. ± (n - s ) ! ( 1 txt
- n

fnco) ± ( n - it ! = ± i
-

=

m ! m ! m

logcstxl = × - [ + ¥ - ¥ + . . ± + Olxdta) .

In particolare abbiamo che la parte principale di loglstx ) è X.

Osservazione : loglxta ) non è definita su tutto IR
, però basta che loglstx) sia

definita e derivabile d volte in un intervallo che contiene zero
,

ad esempio I = E- 42
,
"a ] .

Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di (stile con AER

flx) = (stx la flo) = 1

f-
'

Cxi = a (stile
-1

f-
'

( 01 = a

a-2f-
"
(XI = ala-a)latx) f-

"
col = ala-a)

f-'" (x ) = a. (a - a) (a-a) ( stile
>

f'" lol = ala - a) (a-a)

: :

a- ~

finale a. ( a - a) ( a -a) . . . ( a- mta ) (Ita ) finto ) = a. ( a - a) ( a -a) . . . ( a- nta )

(stile= 1 tax ta ×
'

+ ×
'
+ . . . + a. ( a- a) la-a) . . . ( a- alta) xd + ②xd" ) .

3! d !

In particolare per Me - a

1
=
1
-
X + ×
'

_
×
'
+ . .. ± xd + 0(xdta )

1 t X

Noto che se bene e bta con be IN
,
allora la funzione è

derivabile su tutto Il b volte
,
invece le derivate dalla (bta ) - esima

in poi non sono definite per + = - s .

Se ne è negativo la funtore
e tutte le sue derivate non sono definite per + = - a .

Per fare lo sviluppo
di Taylor in zero questo non è un problema .

Basta prendere
I c fa ,

a ) .

Se introduciamo il simbolo ([ ) : = ala- a) ' a-a)
" canta)

e (g) :-. a
n !

↳
coefficiente binomiale generalizzato

Zhlorz possiamo scrivere :

a

( stile = E' (f) × "
n = O



FORMULA del BINOMIO di NEWTON

Siano x. ye IR ,
de N

.
Vale

lxi-gid.FI/d/xnyotn
dove per ned ,

m.de IN (f) :-.
d ! e (f) = 1 .

m ! ( d- n)!

Alcune proprietà del coefficiente Binomiale

d
↳ f- a

(f) =
d!

=D
1! (d - D !

III. !! ) intatti (a:p "a. µ.mn
.

-

a in:'(È )
Osservazione : lo sviluppo di Taylor di ordine d ( o più) di un polinomio
di grado d coincide con il polinomio stesso

,
in particolare non c'è retto

.

Dimostrazione : consideriamo un qualsiasi polinomio di grado di
qlxt = go t qsxtqzx

'

t .- tqd Xd con q , , . .. , qd E R

Scriviamo il suo sviluppo di Taylor come polinomio di Taylor di ordine d e

resto di Lagrange :
d
' (a)

( o ) ×
(Mt ' ) mts

Pdlxlt RDCXI = I 9- n

+ 9 CE ) x
me o n ! (Mta ) !

94×1 = qst 29, X + 39> Xix hqnx
'

t . . .. t dqd xd-1

q
"
(il = 29 , + 3- 2 q , X th

- 3 qhx
'

+ . . . +
d- (d- i ) x

d- <

q'" (× ) = 3.29, t 4- 3.294 X te . . . t d ( d- 1) ( d- a) xd- '
-

/

-

I

mld q
' n'( x ) = m.fm- 1) (n - 21 - . . 3.2 qm + (Mt ' ) m.fm - 1)( n - 2) - . .. - 3- 2 qui , X te

. . . + d ( d- 1)( d- a) .

. . . ( d- mts ) xd- n
-

i

q
' d'
g) = d. (d- 1)(d- a) . . . .

. 3.2 qd

qldt ' ) ( × ) = 0 .

Calcoliamo ora le derivate in zero

qlo) = 90

ÒCO) = qs
q
" (a) = 292

q
'" (a) = 3- 293 = 3 ! q ,
i

ql? (a) = m.IM -i ) - (n - z) - - s - zqm = m ! qn
:

q'd' (a) = d ( d-idol- z) .

. .. .

- 3- 2 qd = d! qd



q
" lol = 9 , Ò =3 ! q, = 93
2 ! 3 ! 3 !

qu' lei = m ! qn = qn qu' ' col = d! qd = qd
m '

n ! d ! d!

inoltre
,
visto che qldt" (xi EO

,
allora il resto di Lagrange è zero

, quindi
d = 0
' (a)

( o ) ×
(Mt ' ) mts

Pdlxlt RDLXI = I 9- n

t 9cma 0 n ! (Mta ) !

d

= E
'

qmxn = qui .
ma 0

Dimostrazione della FORMULA del BINOMIO di NEWTON

Possiamo supporre y #0 ,
Utrimerli se y > o allor (xty )

D= xd e non c' e

niente da calcolare
.

(xtyide [yl ; + a) I' = yd ( Ita )
"

Chiamo § = t
,
ltta )

"
è un polinomio di grado d e

coincide con il suo polinomio di Taylor
di ordine .

ditta)
"
= I' (f) xn
MIO

quindi ( Ita )! ÌÈIIIIEÌ e

cxtyid-ydlfi-aid-ydlii.io/ ! ) ) = IÈ.LI/fI.yd=ndEolIlxnyd-n



Esso Trovare la parte principale di

a) è - 1- zx per + → o

2) è
"
- s - zx per × → o

3) è - cosa) per +→ o

4) è
'

_ cascati per × → o

Esz Ordinare le funzioni

- logx ,
×
'

,
3
,
×
'
# ×
- e

rispetto alla relazione « per + → ot

Es 3 Ordinare le funzioni
zx

xrelogx , , loplxta.net ) , -3×71
rispetto alla relazione « per × → tuo

ES 4 Calcolare lim sin (3×3)
+ → O log (1++3)

Svolgimento :
ES 1

1) lo sviluppo di Taylor al primo ordine
di è è

è
= s txt Olx ' )

dunque
è - s - ZX = 1 # xt @(x2 ) - s - ZX

= - × + Olxr )

= - X to (x )

quindi è - a _ zx ~ -X

e -X è la parte principale per × → o

di ex - 1 - ZX .



2) Scriviamo lo sviluppo di Taylor al

primo ordine di et :

et = 1 + t + Olt
' ) .

Grazie alla sostituzione te Zx otteniamo

è ' = 1 + ex t OLE )
↳ Olzxa ) = 0ha)

quindi
e
"

- s - zx = 1 tzxt Olxz ) - s - ex

= OH)
01×2 ) è una classe di funzioni ,
non descrive una sola funzione .

Non abbiamo trovato la parte principale .

Per trovarla dobbiamo considerare

lo sviluppo di Taylor di et ad un

ordine successivo :

è = 1 t t t + Olt
' )

.

Sanità ma nuovamente te zx

è > 1 + ex +
'

t da } )

= 1 t 2×+2×2 + 0 ( t
? ) .

Quindi
è× - 1 - zx = 1+2×72×2 t Olx ? ) - 1 - ex

= Zxat OLX
' )

e la parte principale d
'

l
"

-1 -ZX

è 2×2
.



3) è = 1 txt 0h ' ) } Sviluppo di Taylor
Cash ) = A te 0 (x2 )

1 primo ordine

è - cosa ) = 1 txt 0 (x2 ) - 1 tolta )

= X toe )

4) Proviamo a procedere come nel caso

precedente :

et est tt altri

Gsilyt = s t Oly
' )

sostituisco E- x2 e y - ex

È = 1 txt Olx " )
G) ( ZX ) = 1 + OLX

' )

È - coscza ) = 1tx' t @ (xh ) - 1 taxi )
= ×

' tolta ) t Olxh )

TENZIONE :

Le funzioni f che sono OLX ' ) sono

"

comparabili
"

con te , quindi potrebbero
anche essere del tipo a.×

'

In tal caso la parte principale d. è
'

_ costo)

sarebbe (sta) × ' se ne fosse

diverso da - 1
.

Ci servono maggiori informazioni per concludere

l' esercizio .

Cody ) = 1 - It Olyh )
cos (Zx) = 1 - 2×2+01×4 )



Quindi È _ cascate start Olx " )

-2 tzx
'
t Olx " )

= 3×2 t Olt " )

(a parte principale d- È - cos ( ra ) è

3×2
.

Es 2 : Prima di tutto osservo che

per X -i Ot ×
'

+ ×
-2
~ ×

-2

Sappiamo che per ×-tot

×
'
« xb se a > b.

quindi
×
'

« 3 « tetti
'

~ ×
'

ci resta da capire cosa fare con

- logli ) . Usiamo la definizione d- ll

lim ×
'

= o ⇒ +
'
« - lojx

×-tot - logli )

lim 3 = o ⇒ 3 « -loyx
Hot - logli )

him E
'

= too

+ not - logli )
⇒ - Cyx « ×

"

l'm - logli ) = O
+→ot ×

- 2

Quindi

×
'
« 3 «

- logx « ×
'

-1 E
'



ES 3 Noto che per × -it -

×
"

no
×
"
= ×
'

XZTZ X2

xtsinlx ) - × e loglxtsimcx ) ) - logli )
ZX
sua

-
= (E)

×

Quindi possiamo ridurci ad ordinare

xzlogx , ×
'

, loghi , (f)
×

Sappiamo che per × -it a

logli ) cc Xe con la> o

Visto che { ed abbiamo (f)
+

« logxccx
'

Resta da capire dove collocare x2 logx
Visto che lira × '

= O
×-1 tuo ×

? logx
abbiamo ×

'
« logx - x2

.

Es 4 simct ) = Et Olt
' )

loglsty ) = y * Olyr)
Dunque
l'm %; ×

. ,
= figo 3 toast =3

+→ o ×
' +01×6 )



Lezione 28

Esercizio : Trovate la parte principale per + → èdi
_

i

× fimlx )

Svolgimento : la p - p .
di sinlx ) è ×

.
Sommando le parti principali

abbiamo una cancellazione .
servono informazioni più precise

simlx ) - × - ¥
I° modo : f - a:(× , = ~

6
= -

±

Xsimlxt
,

x2 6

la pp . di sinlx ) - × è - È
la p . p . di xsimlx) è ×

' 6

II° modo simlx ) = × - ¥ +Ole )

(sina.tt
'
= (x. ¥ tale ) )

"

= [ xls - ¥+044 ) )
"

(sty )
-
'

= 1 - y tolga)

D= - + Qxh )

( 1 - [ + de
' ) ) = et ¥+04 ' ) +011-Était ' )

⇒

= tt tolta )

(sina.tt
'
= (x. ¥ tale ) )

"

= [ xls - ¥+044 ) )
"

= E
' [ set + Olxh ) ) = ¥ + f- t Ole

' )

⇒ ¥ . ( simili t' e - ft OH
' ) = - ¥ tolx)

è - E⇒ la pp . di f- a:(× , 6



Esercizio : Trovare la parte principale per +→ o

di simcx ) - ( sink ) l
'

.

Svolgimento :

simili = t - §? tolte)
sostituzione tax>

⇒ sin (d) = × ' - [ + Olx " )

( simili
'
= ( × - ¥+0 Http = [ xls - ¥7 Olxh ) ) ]
= ×

> (s - ¥ + OH
" ) )

(style 173g tolga )
sostituzione : y = - tax

"

)

( s . +01×4 )
'
= 1 test OH

"
) ) + Off ¥+044))

= a _ Ex
-

+ Olx
" ) + Olxh ) to Olxhl )

+ 0101×8 ) )

= 1
. { +

'

+ Olx
" )

Quindi ( simili
'

= ×
> ( 1 . { ×

'

+ Olxh ) )
= ×

>
- { è + Olxt )

⇒

sincro ) - ( simil P = ×
'
_ ¥ + OH" ) - ⇒ tlzxtt OH)

= {Et Olxt ) = f- Et olx' )
⇒ La parte principale di sincro ) - ( simil P

5

è { ×



Esercizio : si consideri la funzione

f- (XI : e 1 - Cosczx )

explx ' )
.

a) Trovare la parte principale per + → è di flx ) .

b) tratta trovare la parte principale per + → è di

ftx ) tax .

Svolgimento : a)

Il modo 1 - Costa ) n 2×2

( s - calza ) )
" ?
~ fax

lxplxz ) i 1

⇒ ( 1 - Costa ) )
'
" ti ×
~ = tx

lxp ( x2 ) 1

iI modo
cosette a - + Olth )

cos ( Zx ) = 1 - ZX ' +OH
" )

1
-
cos ( ZX ) = 2×2+01×4 )

(1 - costa ) )
"
"
= ( zxrtolxh ) )

'"

= [zx' ( s tour) ]
' "

= Ex (1+01×4)
' "

(sexy )" = Italy )

y = OF)

( s t Ole ) )
" "

= a t Olxi )

⇒ (s - cosca ) )
" '
= tax ( a taxi ) )

= tax + Olxs )



explt ) = It Ole )

expcxrl = stolti )

(expcxr ) )
-a
= ( stolti ) = stolti )

-
(sty )

- a
= 1 + Oiy ) y = Olxi )

(1 - cosca ) )
" (expcxz ) )

-a

= ( tax + Olxs ) ) ( start )

= txt 017 ) t Olx ? ) t 01×5 )

= Ex +01×3 ) = Tax + of )

⇒ p.pe
' Ex

b) se a# - te allora p - p .

è (tt a) ×

Se a. = -t

I° modo cosette 1 - t È tolto )
coslzx ) = 1 - ZX ' t § ×

" +01×6 )

1
-
cos ( ZX ) = 2×2 - § ×

"
t 0 (× ' )

(s - Cossa ) )
' "
= ( 1-1+1=(2×12%4×17049)

' "

= ( zx
'
- Ex

" tolto ) )
" '
= [ zxa ( s - Exide) ) )"

= tzx . ( s - f- ×
'

+ Ok
" ) )

" "

\ (s + g)
" a

= fax [ 1
- f- E

'

+
OK " ) ]

= A tty +015)
= t'× -È ×

'

tolti )
y = - {xrtocxhexpltl-s.tttolta )

lxp ( Xi ) = 1 t ×
?
+ Olxh )

(expcx ' ) )
-
= ( start Olx " ) )

"

( sty )
- a

= 1 - ytoly )



D= ×
' tax " )

(s tx' tax " ) )
- '
= 1 - ×

'

+Olxh ) + Olxztolxh ) )

= 1 - xrtolx " ) t Olxh )
= 1- ×

'

+ OH
" )

(s - coscritti " ( explxr ) )
"

= ( tx -È ×
>

+Olx
' 1) (s - ×' tax " ) )

= tax
- test Olx' ) - je

'

+ ¥,
è TONY

+ OLE ) + Olxt ) t Olea )

=)

( a - caschi )
" '
.

tx
=
- (ttf) xstolxt )

explxi )
= - zztxrtolx

' )

( a parte principale è -761 ×
'

iI modo

( 1 - caschi )
" '
.

tx (s - Gsczx ) )
" "
- rzxexpcxr )

=

explxr ) explxz )

p - p .

di explx ' ) è 1

Andiamo ora a calcolare la parte principale
di µ - Costa ) )

' "
- rzxexpcx ? )

abbiamo

cosette a - + ¥ tolto )
(sty )
"
= 1 tty + Oiyr )



(s - Cossa ) )
' "
= ( 1-1+1=(2×12%4×17049)

' "

= ( zx
'
- Ex

" tolto ) )
" '
= [ zxa ( s - Exide) ) )

'
"

= tx . ( 1 - Ix ' + Olxh ) )
" '

= tx [ 1
- glx

'

+
OH " ) ]

= t'× -È ×
>

+Olx
' )

(s - Costa ) )
" "
- rzxexpcx ' )

=
EX - ⇐X ' +OLE ) - lex ( stritolai ) )

=
RX - ÷ X

'

+ Olxt ) - tax - tzx
>

+Olxt )

= ( jf - t ) ×
'

tolti"
~
. aI × }
6

Quindi

( 1 - cascai )
" '
.

tx

explxr )

=

(1- Gsczx ) )
' "
- rzxexpcxr ) ~

- 7¥ X
]

expcxz ) -1
=

- 7¥ ×
'



Lezione 31

Esercizio : a) Disegnare il grafico diflxtelog@glxD.b) Per quali a > o è verificata ttx > se la dis
.

loglloglxt ) e a loghi (* )

Svolgimento : a) Cerco l' insieme di definizione di

flx ) = loglloglxi )
• X > O

• loglx ) > o ⇒ xss

Donna ) = ( 1
,
tool .

.
lim loglloglxil = - O

+ → at

>
lim loglloglxi ) = tra
+ → tra

•
studio del sogno di flxl :

loglloglxi ) 70 ⇒ xze .

. f-
'

(× ) =
1 1

=
1

loglx )
"

x xloglx )

.
Studio della monotonia di f

f-
'

( x ) 70 nel dominio di f

^
7, o FXE Donna ) è sempre vero

Xloglx )

⇒ f è crescente nel suo dominio
.

'

s



b) Il modo :

Osservo che se xss
,
allora loglxl so ,

quindi logcx ) è ben definito ed è strettamente

positivo .
Posso dividere (* ) per logge ) ed ottenere

la disuguaglianza equivalente

(** ) loglloglxi ) E a ttxss
.

loglxi
Dunque cerco il massimo di gfx ) = log ( loghi

)

loghi
in ( 1

,
to )

,
lo chiamo Max

.

Se a» Max allora (* * ) è verificata
,
e quindi

(* ) è verificata .

Don (g) = ( 1 , too )
l'm log ( loghi ) = - •

+→ st loghi
linn log ( loghi ) = O

+→ to log (x )

g' lxi =
1

Zx ( logcx ) )
' "
[ 2 - loglloglxi ) ]

gilet = o x = explè )

g( expcè ) ) = 2

e

00 < O L =
e

⇒ Max = Z
e

⇒ Se azz allora (* * ) è verificata
,
e quindi

(* ) è verificata .

La disuguaglianza è vera se azze .



Io modo :

scrivo (* ) come

(* ** ) log ( loghi ) - a loghi e 0

Chiamo halxt = log ( loghi ) - a loghi .

Cerco il massimo di lalx ) e lo chiamo Max (a ) .

Impongo Max la ) e 0
.

Donnlha ) = ( 2
,
-10 ) Ha > o

¥:[+ ha' × ' = +
loglloglx ) ) - a loghi = - oo

.

È
•
loglloglxi ) - a loghi = - o

L'ala ) = 1 a
=

2- a loghi
× logli )

-

ZX logli ) Zx logli )
41ozL'acxl = O X = e

Lele
""' ) = logli - e - zloga = Max la )

Max (a) E 0 logli - 2. - 2 lega e 0

lega 7 log 2 - 2

a >, elogi . è
'

= ¥
⇒ Se a » E allora (* * *) è verificata

,
e quindi

(* ) è verificata .

La disuguaglianza è vera se azze .



Esercizio : si decide di costruire un ponte

attraverso un fiume di lunghezza 15 formato

da m campate di lunghezza uguale e da

(n - a) pilastri
µ
campata

-

-

↳ pilastro

mummia

Sapendo che il costo di un pilastro è 3 e

che il costo di una campata di lunghezza e

è ( l' ta )
,
come conviene prendere ~ ?

Attenzione : m deve essere un numero intero

positivo !

Svolgimento : Scriviamo la funzione che descrive

il costo del ponte al variare di m
.

f- ( n ) = ( numero di pilastri ) . ( costo unitario pilastro )

+ ( numero di campate) . ( costo unitario campata )

numero di pilastri = n - a

costo unitario pilastro =3

numero di campate = m

costo unitario campata = ?

Il costo di una campata di lunghezza l è ( l'ts )

Visto che le campate sono m e sono tutte

lunghe uguali e che la lunghezza del ponte è 15 ,
la lunghezza di una campata è E

m

e il suo costo 225
+ 1

ma



finte 3cm - s ) tm ( 2¥ + 1) = 4Mt 2¥ -

3

fin ) è definita per tutti gli me IN .

⇒ la attendo a tutti gli × >o

flxl = 4X t 225 - 3
,
donna ) = (o

,

to ) .

×

limn 4X t 225 _ 3 = to
+→ to X

lim 4X t 225 _ 3 = to
+→ è ×

f-
'

Ix ) = 4 - 225

XZ

fila ) 70 4 - 2¥ 70 4×2-225 =0×2
xe - E U xp E

-E 0 E
+= E punto di minimo

f
'
t - - t

f \, / f-(f) = 57 minimo assoluto

f

te

>

neII'mes
E
2

Ricordiamo pero
' che cerchiamo la soluzione tra gli

metti
, dunque × - E non puo

'

essere la soluzione

cercata
.



Visto che la funzione f è decrescente in

( o
, f) abbiamo flm) > fa ) per me IN

,
ma 7

.

Inoltre la funzione è crescente in ( ¥ ,
to )

,

quindi fig ) < fin ) per me 1N
,
in > 8 .

I candidati punti di minimo tra gli interi sono

dunque 7 e 8 .

Andiamo a calcolare flat e f- 18 ) .

fa ) e 57,14

f- 18 ) = 57,12

dunque fls ) cflt )
,
fig ) è il minimo e

me 8 è il punto di minimo

⇒ per costruire il ponte con il minor costo

possibile bisogna fare 8 campate .



Calcolo degli integrali / delle primitive .

Sia Ic IR un intervallo
.

Ricordiamo che F : I → IR è una primitiva di f : I → R
se KXEI F è derivabile e t' lxi = fcx) .

Inoltre se f. G : I → IR sono primitive di f ,
allora F- G = e con CER

.

Per comodità introduciamo la seguente notazione :

indichiamo con fflxtdx una generica primitiva di f : I → IR
.

Notiamo che fflxidx è una funzione
,
non è un integrale ( che invece è un

numero ) .

Elenco di primitive elementari Sia a. ce IR :

| a dx = arte ( infatti laxt c)' = a)
a # - a

| xadx = xa" + c ( infatti ( è l' = xe )
d- ti

| Ìdx = loglxl te

con questa scrittura si intende che sulla semiretta x > o si ha / dx = logli) te
e sulla semiretta × co si ha ftxdx = logl- x ) + e
Infatti se considero f :( lo:[ e F :{ 0ft e;

ho che

¥ XE (o
, t - ) t' lxl = ¥ = fcxl .

Inoltre se considero f- ftp.o e F- ftp.o?e;g,R ho che

-× )

✓ × E l - no
,
o ) Fcxl = ¥ .

- a = ¥ = fa ) .
↳
-× > o ⇒ cos'→ ben definito

| è dx = è + e

770
,
a # 1

Sè dx =
è

+ e

logia

| logcx) dx = Xloglx ) - X te

| sincxtdx = - cosa) x c

| coscx ) DX = simlxt te

| tanti dx = - logli coslxil ) + c

(si intende che se XE (- It 2kt, ft zktt ) con KEZ allora ftanlx ) = - log ( cosa) ) te
e se XE ( Et ZKT, f- tttzktt ) con KEI allora ftanlx ) = - log (- cosa) ) te )

| { «× , = tanlx) t c

| 17×2 dx = arctanlxttc

| {
×
,
dx = aecsimcx) + e

degli integrali / delle primitive .



Regole per il calcolo degli integrali / delle primitive .

I ) Somma di due funzioni

Siano f. g : I → IR funzioni continue e I un intervallo
,
allora

§ ft g) (x ) dx = fflxidx tfglxtdx .

Siano a ,
be R

,
f. g :[a. b) → IR funzioni continue

,
allora

b b b

| (ft g)(x ) dx = fflxidx tfglxtdx .

Q e a

Dimostrazione : Con la notazione fflx ) dx e fglxtdx intendiamo due primitive
di f e g ,

che possiamo chiamare F
,
G ( con la proprieta' che ttxe I

Fini = flxl e G'cxi = glx) ) . Il teorema dice che una primitiva di ( ftg )
e data da FTG

.

Verifichiamolo : definizione di

p primitiva
(Ft G)

'

cxi ;
t' cxlt E' la = fcx) tglx) = (ftg)Ix ) KXEI

.

derivata della
somma è la

somma delle derivate

Prendendo I = [a
,
b) abbiamo

TFCI

b.

fa (ftg) Ix) dx È (ftG)lb) - ft la) = Flb) + Gcb) - FIAITGLA )

= Flb) - Fca) t Gcb) - Gia)

f- Sabflxidxtsagcxidx .

TFCI

Esempio :

| xtèdx = fxdxtfèdx = + è te

SÌZ tsimlxtdx = È 2 dx + [ simlxidx = ZX [ t f- cosa ) ) È = 2T + 1+1 = Zitta

= 21T

E) Prodotto di una funzione per una costante

Sia de R
,
ICIR

, f: I → R

| A flxtdx = d) flxtdx .

Siano a, be IR ,
ac b

, f : Ea
,
b) → IR una funzione continua

[ iflxidx = A [ fcxiòx .

Dimostrazione :

sia F : I → IR una primitiva di f .

allora ttxe I FA) = fa)

Mostriamo che XF è una primitiva di Af :

⑦F)
'
= XF ' = d.f

[ llflxtdx = AFIB) - Afta) = DI Flbl - Fiat ) = Xfabflxidx

Esempio : fzcoslxtdx = zfcoscxtdx = 2 sincx) te

[ Ì dx = sfitxdx = slogati; = 3 logli)



Possiamo riassumere le regole I ) e I ) in un' unica regola :

f. g : [a. b) → IR ,
m

,
me IR

/! mfcxitmglxtdx = mfiflxtdxt mfabglxidx .

Esempio : [ 2×2 - sx di = % xadx -3] ' xdx = 2¥ ) ; - 3 [ = § - § = È
II ) Regola di integrazione per parti

siano f. g : Ea , b) → R , f- continua , g
derivabile

,
e sia F :[a. b) → IR una primitiva di f .

Allora

| flx) - gcxi dx = Flx) glx) - / Fixing' lxtdx
e

% flxtglxtdx = Flbhglb) - Hai gia) - fflxtg ' A) dx

Dimostrazione : Possiamo riscrivere la prima formula come

| flxtglx) t Flx ) '

H ) dx = Flxlglx ) .

Questa scrittura dice che Fg è una primitiva di fgtfg ' .
Verifichiamolo :

(F g)
'

ex ) = t' lx ) gcx) t Flxighxl = flx) glxtt Flxlgilx ) .

Abbiamo /! flxiglx ) t Flxigllx ) = Flx) glx ) ( è
⇒ SÌ tlxiglx ) = Flxiglx ) / ! - { Flxigilx ) .

Esempio : fxèdx = xè - fèdx = xè - è te

Sxèdx = ¥ è - f ¥è dx =
. . .

? non utile

| logxdx =/ logx - adx = xlogx - ftp.xdx = xlogx - X te

[ xsimcxtdx = - × cosa) / ; + [cosa ) dx = t t sink) [ = It



PROPRIETÀ :

Ricordiamo che [ flxtdx = 0 e ffeflxidx = -[ flxidx
[ flxidx = [ flxtdxtfofttdx

,

Supponiamo a- < b ' l
, f ? 0 ,

allora

% flxtdxtfoflxidx ,

a b c

= Areataa) t area ( Aa ) = Area (asv Ae ) = facflxtdx

Se acbcc e f ha segno qualsiasi

Al As

% flxtdxt [ flxidx
= Area( Aa) - area (Aa) - areola

, ) t area (an ) = area ( asuah ) - area (a. va, )

= [ flxidx .

Se c c be a

% flxidxtfoctixidx = -[ flxidx - [ fcxidx = - [ flxtdx = {flxidx .

Se bc a cc

% flxidx + foctixidx = - [ tcxidx tfoflxidx = - [ tcxidx - [ flxtdx = -[ flxidx = ! flxtdx

E così via . . . .



it

Es . È sinilxidx = È sinlxisinlxidx = - sinceri cosa ) ); - f- cosrlxtdx
O

= È costxidx = fatta - siria)# XII - [ simzixidx

⇒ 2)È a- m' cxtdx = tt ⇒ È simile) dx = E

%
"

cos' lxidx = SÌ . sinihtdxdx = × È - Ia = Ia

Es : / è cosa) dx = èsinlx) - / èsinlx) dx = è sinlx ) - [ - è cosa ) - fècoscxidx ]
= è sinlx ) t e

×
coslx ) - sei 6) (xldx

⇒ 2) ècoslx )dx = èsimlx ) tècoslxi

| è coslx ) = è cosa) + / è sinlx ) dx = è ex ) t èsimlx) - f è cosa )

⇒ 2) ècoslx )dx = èsimlx ) tècoslxi



Lezione 38

Esercizio : Trovare la primitiva di fa - hxtdx con a # - sa
.

Svolgimento : sostituisco t = s - hx ⇒ dt = - hdx

⇒ f ( s - hx )
' di = - { ftadt =

.

1 te"
+ e =

_

( n - hxi
" '

+ e

↳ lati )

f 4 lati )

n'sostituisco t.se - 4x

Esercizio : Calcolare [ stzt ' dt
Svolgimento :

[ stzt - da = It . # dx = f- [ xtdx = I { ¥" ); = f- ( s
"
- s )

.

1

sostituisco × = 1 trt
'

se f- 0
,
allora × > a

dx = ↳ tdt se te a.zllora +=3

Esercizio : Trovare la primitiva di f xa - logli) dx con a # -1 .

Svolgimento : fxaeogxdx =
a

"

lgx - / ÌÌ ' . ¥ dx

=

a

"

egx - ± . fxadx = là - te



Esercizio : Trovare la primitiva di 1 al variare di a. b.c .

Axl tbxtce

Svolgimento : Dividiamo l' esercizio in 3 casi :

consideriamo aii' tbx te e D= ba - hoc
.

CASO 1 : D > 0

CASO 2 : D= 0

Caso 3 : A LO

CASO 1 : Abbiamo due soluzioni Xn, =
bttdt

.

Possiamo riscrivere ae' tbxtc come
la

a. ( x - xa )(× - Xe ) .
Inoltre

1 1
=

axztbxtc a. (x -+a) (x -ter)

A
t B =

AX - Ax
, + Bx - Bxa =

(at B)X - Ax , - Bxa

× -Xs X - xa (x - +a)(× - xa ) (X - XNXX.ie)

(at B)X - Ax , - Bxa 1
Cerco a.B affinché =

(x - xnxx.ie) (x -+a) (x -xr)

ATB = O a- = - B{
- Ax

.
- Bx. = a { blu - intese B-

×! - ×. - (SÌ ) - ( b- Fa
= Fa

la

A- = _ a

ra

""ne fa:*
,

" f- *= -affè ," tristi ,#(x -+a) (x -ter)

Chiamo × - ×
,
=
t

⇒ dx = dt

⇒ f#÷ ,
di =/ fdt = lgltl te = lglx-xs.lt e

quindi _⇒⇐{a)
dx + off,#ydx = - § loglx-xsltjloglx-x.lt -e

= £ log
1×+21

+ e

Ix - xnl

CASO 2 : D=-
, dunque la soluzione di axatbxtc.no è X. = - la

2a

quindi ( ex? tbxta) = QCX - to )
'
= (zagreb)

'

.

a

Abbiamo / 1 dx = ha /
1 lx = Zf f. dt = 2 f- I + e)

a.xrtbxtc (zaxtb ) ' e

chiamo Zax - b - t = - È t.ci
⇒ dx = DI

2a

=
-

t
t e

axtb
E



3) axatbxtc = axrtbx ± È + e = (text! )
'

te - È =p -È ) ( 'ÈÌ;)
'

+ a ]
dx⇒ SÌ .ua a.÷.is#I.*i+a=cc.;.,HeIall%1dt

( c - fa ) a
=

= lraxtafa ) ecc.edu/tIadtdt--tadx
1

te

c- I ⇐ g.÷ ,
".
aectanct )

ha

È . ;)
"
onta tenera ) ) + e

Esercizio trovare la primitiva di dx + e con a
,
b. c , d ,

e dati
,

eaxrtbxt -e a # o
,
dato

.

Svolgimento : axrtbxtc = zax t lo

dite = ! ( ( dxte ) ) = ¥ [ zax trae ] = ¥ [ zaxtb - bt ]

= { [ zaxtb ) - ¥ te
Quindi

| ; + e

' ÉS ¥
.

" tie - Falla:*, #

inetta parte si tratta come

nell' esercizio precedente
.

Se chiamiamo fil = exit bxtc

| raxtb dx =/ ¥ dx =/ fllxiffcxit
' dx = loglflxsl + e = la Iaxrtbxxcl te

axrtbxtc 0



Esercizio : Calcolare l'area dell' insieme { ix.g) e Iri E ey e xè } = A
dopo averlo disegnato .

fai = × e-
×

xè - o ¥:_ +⇐ III. È e- o

f-
'

lxi = e-
× txl- e-

×

) = e-
+

(1 - x) a
^

.

f- ' 1×170 1-+70 XE 1 [\
f- (a) = 1 i i

e
- lgt a

¥ = Xè
"

× > o /± = e-
×
⇒ log ; = -× ⇒ + = - lgtz = logz

logz
Areata) = § xè

"

- E dx

logz log 2 logz
= f- xe" )

.

+! - e-
+
dx - IÈ)

.

[

= - logz è + [ e- × )! .

( eogz )
'

4

=
-

{ log 2
- § +1 - { (logz )

'

Esercizio : Calcolare l' area dell' insieme { (xp ) e IR', yao e y Ef e y ←xè e XEZ ) = B

Area =

'

¥ dxtfiaxèdx

+,

= È:L .#I. i. te! .
✓ = Illegale _ zèlttfoga _

e-
<

+ {÷agorà .

se -

{
* e

= Illegale tlogt - sè
'

t I

















1
Lezione 44 - seconda parte .

Esercizio : Un punto P si muove nel piano con

legge oraria pala ( sincere )
,
- cosce
"

) ) .

Calcolare la velocità di P e la distanza

percorsa tra
l' istante E- o e t.se

.

Svolgimento .

In generale ,
se un punto si

muove con legge oraria PA ) = (xtt )
,
YH ) )

,

allora ètti = ( t' Lt )
, yilti ) .

Visto che

(simcèt ) )
'

= 3 ètcoscèt )
, f- cosce l' =3ètsimlèt )

abbiamo Ale ( soètcoslet )
,
3.ètsimlèt ) ) .

Per calcolare la distanza percorsa dobbiamo

calcolare I (t ) I = ( + ' (t ) )
'

t ( y
' Hi )

'

si ha Intatte ( 3 ètcoslèt ) )
' tlsètsinlet ) )

'

= 9 è casale" ) + gettonate" )

= getti cos' ( est ) tsinilèt ) )
1 I

3T
= 1

= 3 e

La distanza percorsa tra Teo e te 1 è data da

[ là# lotta ! >È da = ièt ! -- è - a
Esercizio : Un punto P si muove nel piano con

legge oraria Ptt ) = Cosce ) ; rt
'
- sitter ) .

Trovare tutti i tempi t in cui l' accelerazione

di P è nulla



Svolgimento .

In generale ,
se un punto si

muove con legge oraria Ptt ) = (xtt )
,
YH ) )

,

allora FAI = ( X
"
It )

, Y
"
It ) )

Per trovare i tempi in cui l' accelerazione è

nulla devo imporre néltt = Io, o ) . Dunque
X
"

(ti = odevo risolvere {
y
" A) = 0

xlt ) = cosa ) ,
x. It ) = - simlt )

,
×
" Lt ) = - cosa ) ;

Htt = rt
'
-3ITL
'

, Y
'

(ti = 6ft-6ft
, y

" Alert - 6T

{ ÷
.

⇒
* ⇒

L' unico istante in cui l' accelerazione è nulla

è e- = I
z

"

Esercizio : Un punto P si muove nel piano con

legge oraria Pitta ( ztt- E ,
t' - t ) .

a) Calcolare la minima distanza di P

dall' origine .

b) Disegnare la traiettoria di p
.

Svolgimento :

a) Scrivo la funzione che descrive come varia

la distanza di PA ) dell' origine al variare

di t :

flt ) = dcplt ) ; a) = I petti

= (À-EÌtÉ-



Doma ) = IR

Cerco Min
lim (À - E)

'

t È - tt ' = too
+
→ ÷
'

2gal (ht) + 2h' - f) latta )fitti =
-

2 ( Hi - E)
'

t Ètti '

= ft - 5T t SÉ - 3T
'
- t' tt

(À-EÌtÉ
= 3 t 4T

'
- ht

Calette
f- ' HI - o ⇒ tcsthtlit - 4) = O

+ = E 3×2+4×-4=0
z

= 3

×
, , ,
=

- 2 ± 4 -

3 I =
- z

t-o.t-tffioi-fffff-f-fftf.FI
= 1-

+ È - [È
.

= 928
144

e

1253
< ¥ c t •

l
minimo .

La distanza minima è fftff ) = FÈ
b) Pitta ( xlt. )

, YHIKCZE- E ,
ti - t ) .

Dunque × = zt
'
- E

A-
'
= ttf



E- ¥+7 = hxgtb
⇒ t = the con × » - E
y = t' -t.tl E -1 ) = ±h¥F( "I-3 )
Per disegnare la traiettoria dobbiamo disegnare
fai = 4¥51 "f- s )
e glxl = - fai .

Inizio disegnando fcx ) .

* Donna ) = [ -7 ,
to )

* ¥,I• k¥5 ( HI- s ) - to

fin ) .- o

* segno : falso ⇒ × » ?
* f- 'Niente [ tiff» - 44×+5 ]

=
8×-6 t 16kt LO

=
24×+14

=
12×+7

1652 4×+5 1662 4×+5 8k 4×+5

f-
'

lxi > O X » - I -E - E
'2 / - t

fa i
=#

f- f- f) =
-

F
-

E
=
- I

16A 35



.



Lezione 49

Definizione : Una serie an si dice

ASSOLUTAMENTE CONVERGENTE se la Serie

Fidal è convergente .

Criterio della CONVERGENZA ASSOLUTA

se una serie II. an è assolutamente

convergente ,
allora è convergente .

Dimostrazione :

Per ipotesi Fidoni < + so .

Fine IN abbiamo 1 am ) t am = 21am 1 .

Dunque per il criterio del confronto

II ( tant + an ) e Ìo 21am ) = a amleto .

Inoltre 7 me IN possiamo scrivere

an = Ioni t am - lami .

Si ha

ÈI .am = ÌIdlamltan - tant)
questo = e

'
a- = ( tant + an ) - aml

lecito perché
entrambe le 2 t o

serie convergono
•

Osservazione : Non è vero che se Elam ) - to
ao me o

allora È amato / 0
,
equivalentemente ,

MA
00

non è detto che se I' an converge ad
M= O

un numero finito
,
allora anni converge ad

un numero finito ) .



Esempio : État converge .me?dl-narf--II !
diverge .

O

Esempio : la serie 2T ( - at on a > s è

M = 1 ma

assolutamente convergente , quindi convergente .

Esercizio : Studiare il carattere della serie
00

.

se_ (n )

mes m2
-

Svolgimento : Vale lsimlm ) ) e =
.

ma ma

Dunque per
il teorema del confronto

co
.

O

se_ (n ) E -1 L t ao
.

mes
~
2 MIA

~
2

Quindi la serie converge assolutamente
,
e

per il criterio della convergenza assoluta
,

converge .

CRITERIO della RADICE .

Sia IÌ Qm una serie a termini positivi .

Supponiamo che esista il limite

l'm nati = : L
.

m → too

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie diverge ( positivamente) .

Dimostrazione :

caso 0 E le 1
.

Per ipotesi esiste £:[•
"

art = L
.

Allora te > o Time IN tale che

¥ sta m In ± Lt E
.

( * )



Prendo 0L E c 1- L e chiamo l'- = Lt E
,

così le ( o
,
s ) .

Elevando (* ) alla m e con la nostra scelta

d.

E abbiamo che

¥ ma sì Qm E lm con 02 le 1
.

Per il criterio del confronto

III. ← ⇐ È:[ ato .

serie geometrica con

Poiche ' il comportamento di una
Oll la

serie non dipende dai suoi primi addendi

abbiano che la serie converge ad un numero

finito .

Caso ↳ e

Il termine n- esimo della serie non puo
'

convergere a zero .

Infatti supponiamo per assurdo che

live.me 0 .

~ → ao

allora esisterebbe a- E IN tale che

time à en c -2 .
E dunque tra ri

m

am c 1
.

Ha cio' non può essere perché
m

l'
m am = La 1 .

ma so

Visto che il termine n- esimo della serie non

converge a zero
,
la serie non puo

'

convergere

ad un numero finito .

Essendo una serie

z termini positivi ,
l' unico comportamento



Che può assumere è divergere a t oo
.

Osservazione : Se lo 1 allora è possibile

dimostrare che limn an = t • ,

ma so

Infatti visto che l'm not = L s s
in → t.co

allora possiamo prendere le 1.2
,
L ) tale che

¥
~ » è nata → l e dunque

ama lm .
Visto che l > 1 abbiamo

che linn l
"

= tao e dunque
~ -7 so

linn an = t 0 ,

n-7 00

Corollario :
00

Sia i am una serie e supponiamo che
me 0

esista il limite

l'm
"

lenti = : L
.

m → too

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie non converge ad

un numero finito .

Dimostrazione
.

00

La serie i Ia) e
'

una serie = termini
ne 0

positivi . Il criterio della radice ci dice
oo

che se la 1
,
allora E tant converge ,ma 0

dunque la serie II. an converge assolutamente

e
, per il criterio della convergenza assoluta ,

converge .



Se invece li 2
,
allora limn Ianni = to

ao mutuo

e la serie Z ( an ) diverge .

ma 0

Se linn lami = t.co allora il limite
~ -sto

E- m an non puo
'

convergere a zero ,
ma to ao

dunque la serie I am non converge .

ma 0

Osservazione : Se Le 1 non possiamo

dire nulla sul comportamento della serie
.

•

Consideriamo ad esempio m
'

e

d- me o

Zit
MI 1 m2

-

m Z

Allora lim ma = lim mm
m→ to m-sto

= lim exp ( [ logm ) = 1

m→ to

m
-Z

e lim ma = lim mm
m→ to m-sto

= lim expfmzelogm ) = 1

mosto

ma la prima serie diverge e la seconda

converge .

Esercizio : si studi con
'

il criterio della

radice il comportamento della serie
•

a

me ( login )
" "

Calcolo C-~
1

m-itofegym.at! Io ÷ , "
.to

⇒ la serie converge .



Esercizio : si studi con
'

il criterio della

radice il comportamento della serie
•

E' cn me al variare di c> 0 e AER
.

Ma i

Calcolo lim
"

è ma = l' m C ME
~-7 to m -it oo

= lim c exp ( f- login ) = c

meta

se esso
,
allora la serie diverge , se

ce 1 allora la serie converge .

7 se ce 1 abbiamo la serie armonica

generalizzata che converge se - a > 1 e

( ac - a)
diverge se - a. E 1

.

( ex - 2)

Criterio Del Rapporto

sia IÌ Qm una serie a termini positivi .

Supponiamo che esista il limite

Qnt1l'm = : L
.

m → tuo Qm

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie diverge ( positivamente) .

Dimostrazione :

caso o ← La 1 :

Qnt 1Per ipotesi l'm =L
.

m → tuo Qm

Allora Ha> o 7 mi E IN tale che ti narri

onta e Lt E .

an



Prendo 0L E c 1- L e chiamo l'- = Lt E
,

così le ( o
,
s ) .

Dunque ¥ ma rt anti clan con le ( o , a ) .

Quindi ozia E l

amanitaE l aria , E l
' l - are = l' ex

7- + , f
l aria , E

l' art
:

m - rt

a-
~

E l amm
- vi

si ha lim E dai = 0 e quindi
→ to Lee ( o

,
s )

lima an = 0 .

miao • O m - rt ¥
Inoltre Ei an e I l art 2 to .

ma vi
-

mani

Poiche ' il comportamento di una

serie non dipende dai suoi primi addendi

abbiano che la serie converge ad un numero

finito .

caso ↳ si.

Qnt 1Per ipotesi l'm =L
.

m → tono Qm

Allora Ha> o 7 TE IN tale che ti narri

onta z L - E .

am

Prendo E al - se e chiamo l =L- E .

¥ no, in anta Z E
.

am

Come prima , possiamo ottenere che
m - rt

a-
~ 7 E ami con l > se



si ha limn è
-

rtan = tuo quindi
m-7 so

l'm am a tuo e la serie diverge .

v.→ + 0

Corollario :
00

Sia i am una serie e supponiamo che
me o

esista il limite

Cim anti
- → tool an / = : L

.

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie non converge ad

un numero finito .

Osservazione : Se Le 1 non possiamo

dire nulla sul comportamento della serie
.

•

Consideriamo ad esempio m
'

e

d- me o

Zit
ma 1 m2

-

allora lim (Mt ' "
= lim e

'
= 1

m→ to
~
'

n→ tao m2

e lim ma
= lim e

'
= 1

m→ tao (mti )
?

m→ to m
?

ma la prima serie diverge e la seconda

converge .

Esercizio : si studi con
'

il criterio del

rapporto il comportamento della serie
•

E' n
"

neo zm

Calcolo lim (mtit
"

.

zm

~ -7 to zmt ' mh

= fine
_

I. È = I .



La serie converge .

Esercizio : si studi con
'

il criterio del

rapporto il comportamento della serie
a

m !
.

mai un

Calcolo lini Conti ) !
.

un

mito

(• + , f-
'

m !

m
m

=
l'
m mti . ~

-

l'm mti - m

m -it - ( mti )
mt '

nato (mt 1) (mt 1)
n

= l' m ( I. In =

•

expln code ) )
nato

= è
'

.

Serie di potente

Definizione : Chiamiamo serie di potente

una serie di funzioni della forma
00

flxi = I' an ×
"

me o

dove ( an)
# × ,

è una successione di

numeri radi e × E IR .

Ci chiediamo per quali × E IR f è ben

definita ,
ossia per quali XEIR la serie

converge .

La risposta d. perdera ' dagli an .



Esempio : abbiamo gia ' visto un esempio di

serie di potenze : la serie geometrica .

In questo caso time IN an e 1
,

flat = E Xn
. Sappiamo che è ben

definito per 1×1 ca e vale flxl = 1

1- ×
00

Osservazione flxi = I' an ×
"

è sempre
me o

definita almeno in un punto . Infatti

flotte co '

Teorema :

•

Sia flxl = E
'

anxm una serie di potente .

MI 0

a) Esiste RE Io
, to ) v { tuo } chiamato

raggio di convergenza della serie tale che

a) se IXICR allora Ìo anxm converge
a

2) se 1×17 Rztlor E
'

anxm non converge .

MI 0

b) Se esiste m

l'm land
.

= :L
,

m - it ao

allora Re ¥ .

c) Se esiste a

fin tanta /
= : L

,

muto 1am )

allora Re ¥ .

Dimostrazione :

m

* Dimostro che se esiste l'm land = : l

m -it ao

allora ale a ) e z ) con R- {



Considero Ìiolanxnl .

Abbiamo
e. nn 1am > mi = l' m i - '× '

nato muto

= LIXI
.

Per il criterio della radice se LIH La

( ossia 1×1 e f) allora la serie converge

assolutamente e per
il criterio della

convergenza assoluta la serie converge .

Invece per LHI sa ( ossia lxts f) la

serie non converge .

** Dimostro che se esiste l'm / III = : L

m -it ao

allora ale a ) e z ) con R- I

considero IÌ lanxnl .

"

Abbiamo

l' m a-+ , +
mtl

mito
/ amxn / ' II

,
/ / - Hi = LHI

Per il criterio del rapporto se LIH La

( ossia 1×1 e f) allora la serie converge

assolutamente e per
il criterio della

convergenza assoluta la serie converge .

Invece per LHI sa ( ossia lxts f) la

serie non converge .



Lezione 51

Equazioni differenziali ordinarie ( o _

D. E.)

Equazioni in cui l' incognita' è una funzione

( non un numero )
,

che indicheremo di

solito con Xct )
,
che in tutti i punti del

suo dominio deve soddisfare una relazione

che coinvolge le derivate della funzione
.

Esempio 1 : XYT) = flt ) con f una funzione
data ( f continua)

Tutte e sole le soluzioni di xilt ) = flt )

sono le funzioni del tipo Xlf) = FG) + e

con c c- IR e F una primitiva di f .

Verifichiamo che le funzioni del tipo indicato

sono soluzioni :

t' Lt ) = ( FG ) te ) ' = Fitti + e' = fa ) .

Notiamo che abbiamo una famiglia a

un parametro di soluzioni ( il parametro

è c e IR ) .

Esempio 2 : +
'

(f) txlt) = 0 (# )

Osserva che se moltiplico (# ) per et

ottengo :

o = èxilttt etxlt ) = (èxlt ) )
'

le funzioni con derivata nulla sono le

funzioni costanti
, dunque

èxlt ) = _
e 6in e EIR



Esplicito la × :

-
t

xltl = e e con c. EIR

Abbiamo trovato una famiglia a un parametro

( CE R ) di soluzioni di (# ) .

Esempio 3 : ×
" Lt ) = 2 (f)
I

×
' A) = rt te con c e IR

I
+ A) = Et et + ¢ con c

,
cit IR

Dunque xlt ) = t' tcttc
'

, con c. CI E IR è

una famiglia a 2 parametri ( c ,
E 112 )

di soluzioni di (A) .

-



Equazioni differenziali ordinarie del

primo ORDINE :

sono le O.DE
.
che

,
in forma normale

,

si scrivono come

+
'

Lt ) = f- ( t , xlt ) )
¥ E nel dominio di ×

,
con f funzione

data .

(In breve scriveremo +
'
e flt ,× ) )

Primo ordine → appare la derivata prima ,

ma non le derivate di ordine più alto .

Problema ai dati iniziali a problema di

Cauchy per O.DE
.
del I° Ordine

+
'

HI = flt , alti )"" {
+ a.) = × .

f- è una funzione data
,
to e Xo sono dati .

Teorema : [ Esistenza e unicità di soluzioni
per ( PCI )

Sotto opportune ipotesi della f

( f continua
, f derivabile rispetto a ×

,

e con questa derivata continua )

esiste una ed una sola soluzione

xlt ) del problema (PC )
,
ossia una ed

una sola soluzione xlt , di xiltt-flt.HN)

che soddisfa anche Xlto ) ex . .



Osservazione : le soluzioni di +' lttaflt , xlt ) )

formano una famiglia di funzioni che

dipende da un parametro .

Esempio : ×
' Lt ) + + (ti = O{ xlo ) = s

( PCI )

- t
xltl = ee con CEIR è soluzione

di Xiltttxlti = 0

Voglio ora che xlt) soddisfi xlo ) e 2

+ = -
,
Xlol = 1

- O

1 = Xlo ) = C e = e

⇒ e = 1

⇒ xlt ) = èt è soluzione di ( PCI )
.

Esempio : ×
' HI = cosa ){ Hf ) = _? CPCZ )

+A) = simlt ) te è una famiglia a un

parametro di soluzioni di +
' Al = colti .

Vogliamo ora che la soluzione di ( PCZ )

soddisfi anche XLFIE - f .

Dunque
- E = il le sinlhtte = E te

⇒ c. = - 312
4

La soluzione del CPCZ) è xltl = sinlt ) - SI
4



Attenzione : Il teorema di esistenza e unicità

non ci dice nulla di quello che succede

nel caso vengano imposte due o più

condizioni iniziali oltre a XYTI = flt , xlt ) ) .

Nella maggior parte dei casi NON esisterà

soluzione
.

×
' H ) = cosa )esempio :

È
La funzione xltl = sinlt ) - 3¥ è l' unica che

soddisfa le prime due richieste
,
ma

+ (a) = Sirolo ) - 3¥ = - 3¥ # 0 , quindi

non soddisfa l' ultima richiesta
, dunque

NON esistono soluzioni
.

Se invece il problema è
×
' H ) = cosa )

{ HEI = -e

XI a) = -È
è facile verificare che xlt ) = sinlt ) - 3¥
soddifa anche l' ultima richiesta ed è

quindi l' unica soluzione del sistema
.



EQUAZIONI a variabili SEPARABILI

Definizione : Una O.DE
.

del primo ordine

si dice
"
A variabili separabili

"

se è della

forma
×

' # i = gatti ) . LH )

( in breve +
'
e gas . htt ) )

con g ed
E funzioni date

.

Esempi : Sono O.DE . a variabili separabili

+
'Al = +alti . t

}

glxi = ×
'

,

liti =L
'

+
' HI = è (ht simlt ) ) glxt-exlltt-rta.net )

ma anche

ttx
+
' (ti = e poiche. ettx = et - ex

gliela è alti = et

CONTRO ESEMPI : NON sono O.DE .
= variabili separabili

+
'HI = xltitt

xiltl = sinlx ) t s t et



Proposizione : Consideriamo ×
' HI = glxhh.LA ) .

Supponiamo g # 0 ,
chiamiamo G

^
una primitiva di

g-
e supponiamo che

G sia invertibile
,
chiamiamo H una

primitiva di l
.

Allora le soluzioni di xiltl = gatti ) htt )
sono tutte e sole le funzioni della forma

xlti = G-
' ( HHI te ) con CEIR

( una famiglia a 1 parametro ) .

dove G
"
è l' inversa di G

.

Dimostrazione : t' A) = glxlt ) ) - EH )

Visto che g # o , posso dividere per g

+
' Lt )

8¥ , ,
=
EH ,

Cerco una primitiva di

| g
¥ ,

dt = fllttdt (* ,

Mi concentro su § Ìn dt :

glxcti )

effettua il cambio di variabile

+ (t ) = ×

X. It ) dt = dx

e ottengo

|
, , ,

" It' dt = SÌ , dx



Riscrivo (* ) come

| ¥ ,

dx =/ llttdt

Gcx ) = Htt ) t e con C E R

applico G- i

G-
'

(Glx ) ) = G-
' l HAI te ) con CEIR

× = G-
' ( Htt ) te ) con ce IR

xlt ) = G
" ( Htt ) te ) .

Esercizio : risolvere ×
' Lt ) = e-

× t{ xlo) = o

×
'
= e-

× t

| èdx = Stdt
dobbiamo trovare una primitiva d- t e d- è

e.
×
= LI + e con ce IR

2

trono la c che mi permette d- avere + (a) = o

sostituisco teo e Xlo) = O

è"' = è = a

1 = Ot e ⇒ e = 1

⇒ è = + e

esplicito la X :

+ = log ( Ets ) .



Casi in cui si incontrano difficolta a

risolvere il PROBLEMA di CAUCHY :

* +
' A) = glxlt ) ) - htt ) ( pc ){ alto ) = × .

e glxo ) = glxcto ) ) = 0

In questo caso la soluzione del CPC )

è XCHE Xo
.

Verifichiamolo

Xltl E Xo ⇒ xlto ) = Xo ✓

Xlt ) e × . ⇒ ×

'

Lt ) = o Ht

glxlt ) ) - EHI = giro ) . EHI = o

a t
det . di ipotesi
xltl glxoieo
Htt EXO

O = o ✓
.

×
'
= _zfx

'

esempio : { µ , ) = 0

htt ) = - rt glxct ) ) = artt )
glxo ) eglxlt.tl eo

La soluzione è + (f) = 0 .

Verifichiamolo : se xltl Io
,
allora Hale o

se XCTI e -
,
allora +

'Ateo

e - ZTXZ = O =) 0=0



casi complicati

esempio : +
' Lt ) = ceti

À"

{
io , = 3

ZXCXI

X

Seguendo il metodo risolutivo
,
devo cercare una

primitiva di ZX e una primitiva di Cook )

| ZX dx = / Colti da

+
'
= si - Lt ) te .

Cerco ora e per cui Xlol =3

3
'
= zinco ) te

⇒ e = 9
.

Abbiamo ×
'
= simlttt 9 .

Il problema ora è che G = ×
'

non ammette

inversa .

Sappiamo pero
' che se restringiamo la funzione

G agli × positivi ( e restringiamo il • dominio

all' immagine ) allora G-
'
= § e se restringiamo

G agli × negativi ( e restringiamo il codominio

all' immagine ) allora G-
'
= -Ty .

Quindi
,
a seconda dei casi avremo

+ = simltttg
+
'
= simltltg /

\ + e _ simltltg

Sembra che abbiamo trovato due soluzioni
,

contraddicendo il teorema di esistenza e

unicità del problema di Cauchy .



In realtà
, grazie ad una ispezione più

attenta notiamo che + e _ simltttg NON è

una soluzione perche ' non soddisfa Xlo) = 3
.

Dunque l' unica soluzione è

xlti = simlttt 9

Esempio : ×
' (ti = 1-

- simlxlti ){ xls ) = - E

seguendo il metodo risolutivo
,
devo cercare una

primitiva di - simcx ) e una primitiva di rt

| - simlxidx =/ rt da

coslx ) = t' t.ec c- IR .

Cerco ora e per cui xls ) = -E

cosf -E) = 1 te

0 = 1 te ⇒ ce _ a

coscx ) = E ' -1

Devo ora esplicitare la × .

sono tentato di dire

xlt ) = accolti _ a)

Ma questa funzione non soddisfa Xlsle -E

Infatti xls ) = arccos ( 1 -1 ) = oracolo ) = I f-Ia .

Il problema è che l' arco coseno è l' inversa

del coseno ristretto a [O.tt ] .

Noi pero
'

per trovare la e adeguata a



risolvere il nostro problema di Cauchy
abbiamo calcolato cosI - Ia ) ( Casals ) ) = cost -E ) )
C -E non appartiene 2h

' intervallo Eqtt ] .

Per concludere l' esercizio dobbiamo scrivere

l' inverso della funzione coseno ristrette ad

un intervallo che contiene -E
.

Ad esempio

[t
, o
]

.
l' inversa di cosa ) ristretto a

[ IT
,
o] è - arco coreano .

^

{coslxl-
È /↳"trait )

)

{
- ancora )

La soluzione è Htt = - avg.lt
'
-1 )

infatti +(a) = - accosto ) = -t v
.

Ci possiamo inoltre chiedere per quali te IR

valga il nostro problema di Cauchy ,
ossia

quale sia il dominio della soluzione Htt .

Affinche' - accolti - s ) sia definito deve

valere -1 E t' - 1 E 1 ossia - ti ← te Fe
,

ma affinche' - accolti - s ) sia anche derivabile

deve valere -1 e ti _ a c 1
,

dunque -Tra te 0
,
o et a TE



Visto che il problema di Cauchy chiede

xls ) = - E ,
te e deve appartenere all' intervallo

di definizione di xlt ) .

La nostra soluzione è

xlti :{ ( o, t ) → l - it , o )t
n

-arco ( t ' - s )



Lezione 52

EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI del I° ORDINE

Definizione : Una a.D. E
.

del primo ordine si

dice lineare se è del tipo

+
' It ) t alt ) xltt = tolti

con a
,
b funzioni date

.

La funzione alti viene detta coefficiente

e la funzione bltt viene detta termine

noto .

Se blt ) = o allora diremo che l' equazione

è omogenea .

In generale una 0.DE
.
del primo ordine

è del tipo X
'

Al = flt ,
xlt )

nel caso delle eg .
lineari

flt , xltl ) = - ahxltttb.lt )

In forma breve spesso scriveremo

+
'
e - alti x t blt )

Esempi : ×
'

tutti = o alti = ht BHI = o

×
'
- ZX = si - Ct ) natale -2 blt ) - sionlt )

CONTROESREMPI : NII sono a.D.E. lineari del primo

ordine ×
'
+ 2×2=0

×
'

+ t cosa ) = E

Teorema : le soluzioni dell' eq .

xlltita.lt/xHt=bct )

sono tutte e sole le funzioni della forma

Htt = e-
Act ) [ Bit) te ]



con te E IR
,
dove

Act ) una primitiva di alt )

Bltt è una primitiva di la " '
.
bct )

Dimostrazione :

Consideriamo ×
' It ) t alt) xlt ) = bct )

.

Moltiplico per la# ' con alt ) primitiva di ale)

ix. It ) . la
# '

+ alt ) ealtixlt )
,
= ealt ' blt )

11

( Xlt ) eactt )
,

Dunque (xlt ) È
"
)
'

=
ea" bit ,

da cui Xlt ) la
"

= Bit ) + e

con BCH primitiva È
"
ba) .

Esplicitando XH ) otteniamo
-Alti -

xlt ) = e L Batte ] .

Esempio : Risolvere ×
'
tzx = 3

( t' Lt ) tzxlt ) = 3 act ) = 2 b. (ti =3 )

alti = 2 → Alt ) = rt

e.
alti

= art

e' × '
+ e
"

- za =
sett

( × e
' ) = sera

cerco Blt ) primitiva di ealt ' bit , = sett

↳ ètdt = / z.ae?-dt=zfzettdt
rt

= 7 e te



× art = fette
-rt

X = § te e con le IR

Esempio : X
'
_
E = rt

' (* )
t

( ètti
- f xlt ) = rt

' alti = - ¥ basarti )

alti = - t
E

alti
- AHI

se tso alti = - log H )
,
e = ¥ ,

e = t

ealt ' . bitte rt Blt ) = ti

xltl = t ( Etc ) = t
>

tct CEIR

setto alt , = - logl - t ) , è
" ! - ¥ ,

èa "!
-
e

la " ' . blty = - rt Blt ) = - ti

XH ) = - tl - t' te ) = È - ct = t' tct

Dunque sia per t.co che per t > 0

Htt = Ex Ct con CEIR



Esempio : Risolvere X
' tztx = 4T

'

{ xlo) = 2
alti rt

,
blt ) =L,È

⇒ alt ) - E
,
la # I = et

'

ea" ' bit ) = NÉ È
Bitte zè" [ E - s ]

Infatti f ↳ tetdt = f À . rtet
'

dt
= ¥ ¥ 2

[⇐ = rt
> et _ fletetrdt = ztet - zfztèdt

= st'È _ zè" t e

= zè" [ E - s ] te

Dunque xltie e-
a" ' [ Batte ]

= e-
"

[ zè" ( E - s ) + e ]
-
E

= alta - s ) + c. e con CER .

Vogliamo ora trovare e ER tale per cui

+(a) = 2 .

2. = 2 ( o - a) te è

⇒ 2 = - 2 te

⇒ c- 4

La soluzione del problema di Cauchy è
XHI = alta - s ) + hèt

'



EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE del I° ORDINE

sono quelle che si scrivono nella forma
+
" It ) = flt , xlt) , + ' H ) )

con f funzione data
.

Problema di Cauchy ( o ai dati iniziali )

+
" Lt ) = flt , xltt , x. It ) )

(PC ) {xlto ) = Xo

×
' Ita ) = Xa

Teorema [Esistenza e unicità di soluzioni per (PC ) ]

L' equazione X
" It ) - f- ( t, xlt ) , xiltt ) ( sotto opportune

ipotesi su f) ammette una ed una sola soluzione

che soddisfa anche le condizioni iniziali xltol.to

e +
' Ita ) = Xs .

Osservazione : le soluzioni di ×
" ( t ) = flt , xttt , xiltt )

formano una famiglia a due parametri
EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI
del I° ORDINE

Definizione : Un' eq . differenziale ordinaria si dice

lineare del second ' ordine se è del tipo

+
"Htt atttx.lt/tblttxCtI = CH )

con a. b. e funzioni date .

Le funzioni alt ) ,
blt ) si chiamano coefficienti .

Se ottica e tolti e b ( con a
,
be R )

sono indipendenti da t
,
diciamo che l' ca .

è a

coefficienti costanti . La funzione cit ) si chiama

termine noto
.

Se CHIEO
,
l' eo

,
. è Omogenea .



EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI
del I° ORDINE OMOGENEE

Teorema : Chiamiamo X l' insieme delle soluzioni di

+
"Httalttxilt ) tblttxlt ) = 0 (* )

Allora X è uno spazio vettoriale e dimlx ) - 2
.

Osservazione : l' insieme V delle funzioni da ICIR

a R è uno spazio vettoriale :

la somma è l' usuale somma tra funzioni

( (ftgdx.ae flxttglx ) ) e il prodotto per scalare

è l' usuale prodotto per uno scalare ( ce IR
,

(f)lxl c. flx ) ) .

Dimostrazione :

Dimostriamo che X è un sottospazio vettoriale

di V
.

( i ) X è chiuso rispetto alla somma .

Siano Xalt ) e x. Lt ) due soluzioni di ( * )
.

Allora (Xstxr htt = X. Htt X. HI è soluzione di CHI

Infatti

Katia)
"

H ) talttlxatxziltttblttlxatx.IN )

= Xi' Htt xèltttalttxiltttalttxèltttblttxnltttblttxalt )

= Xsiltttalttxiltttblttxnltttxèltttalttxèltttblttxaltt
'

= 0
' '

= 0
'

= 0

Cit) X è chiuso rispetto al prodotto per scalare

sia Xalt ) soluzione di ( * ) e ce IR
.

Allora (x. IH ) = c. xs.lt ) è soluzione di CHI
.



Infatti

(cxa )
" Ht t alticcia )

' Htt b.A) ( cxa ) Ht

= cxa
"
htt alt ) - c. xàlt ) t bit ) - c. xnlt )

= c. ( xa
"

Lt ) tahtxjltttblttxs.lt ) ) = c- o = 0 .

(Iii ) X non è vuoto

la funzione XLTIEO è soluzione di (* ) :

+
" ltitalttxtlt ) tblttxltt-otaltt.otbht.ae O

⇒ xlt ) = O E X ⇒ X # Io .

Possiamo concludere che X è sottospazio vettoriale

di V
, quindi è uno spazio vettoriale .

Dobbiamo dimostrare che dim ( X) = 2
.

Dimostriamo che X è isomorfo a R?

Definisco T : X , R
?

{ × . . %)
che manda soluzioni di (* ) nel vettore con prima

entrata la funzione calcolata in zero e la sua

derivata calcolata in zero
.

Ii ) T è lineare

siano Xalt ) , xalt ) due soluzioni di (* 1
.
Allora

texani . =L %! )

=L ttf %) = tixattttxe )
.

Sia xslt ) soluzione di ( * ) e c e IR
.

allora

tieni =/ 1=1 t.cl f- etimi .

I



Iii ) T è iniettivo

Dimostriamo che Kerlt ) = I xltteo )
,
ossia

che l'unica soluzione di ( * ) che soddisfa

( %) =/ ? ) è la funzione costantemente nulla .

si vede facilmente che xltteo è una

soluzione del problema di Cauchy
+
" ltttalttxiltttbltlxltl = o

* È::
Grazie al teorema di esistenza e unicità

del problema di Cauchy possiamo concludere

che xltleo è l' unica soluzione di (# )

⇒ Kerct ) contiene solo il vettore nullo

(che in questo caso è la funzione xltteo )
⇒ Tè iniettivo

.

(iii) T è suriettiva
.

Dimostriamo che Imct ) = È
,
ossia che

preso un qualsiasi vettore di te ( I;)
esiste una soluzione di ( * ) che soddisfa

( ) - ( % ) .
Questo coincide con dimostrare

l' esistenza di soluzioni per il problema
+
"Htt

ahlxiltttb.lt/xltI=O*nl::::
con vs

,
va E IR .



Il teorema di esistenza e unicità del

problema di Cauchy ci garantisce che

(# # ) ammette soluzione
.

⇒ Tè snriettiva
.

⇒ T è un isomorfismi

⇒ X e R
'

⇒ d.im/X)=dinn(lR ' ) = 2
.



Lezione 53

Equazioni differenziali ordinarie del second '
ordine

lineari = coefficienti costanti omogenee :

X
" (ti taxilt ) tbxltt = o

con a
,
be R

( in breve ×
"
tax

'

tbx = a)
Teorema : Data l' equazione

(*) X
" (ti taxilt ) tbxltt = O con a

,
be R

chiamiamo equazione caratteristica associata

l' equazione di secondo grado Nt ad tb = 0

e indichiamo con D il suo discriminante
.

a) Se A > O indichiamo con Ns .ae - AIZDT le due

soluzioni reali e distinte dell' equazione caratteristica .

La soluzione generale di (* ) è

xlt ) = calme + Gent con ca .cat R .

2) Se D= o indichiamo con te -È l' unica

soluzione dell' equazione caratteristica .

La soluzione generale di (* ) è

XH ) = caètt + Catettt con Ca , cae R .

3) Se solo indichiamo con p ± iw le due

soluzioni complesse dell' equazione caratteristica

( pe - § ,
w = - f ) .

La soluzione generale di (* ) è

xlt ) = caeptcoscwt ) t ca eptsimcwt ) conca , getta

"



Dimostrazione :

a) La D > 0
.

dat
Mostriamo che xs.lt ) = e è soluzione di (*, .

Xs Al = edat
xàlti = da edit

Xàltt = piena
⇒ tieni + adaednt +

beat
At

= e
'st ( di t aha t b) = e io = O

I 1

= o poiche
' Ma è

induzione di art ad tb = 0
.

Analogamente x. Ht = edit è soluzione di (¥ ) .

Inoltre ca ant t credit = o # te IR

e con Na # la ⇒ ca = Ce = O

⇒ Xaltt e Xzlt ) sono linearmente indipendenti .

2) sia D= 0 .

Grazie allo stesso argomento del punto A)

verifico che Xnlt ) = ettt è soluzione di (* 1
.

Considero ora Xelt ) = tetti

Xalt ) = zettt

xilti = ètt +
ittèt

x.
" ht = aI #

+ (F)
' tètt

⇒ zietta ( It' text taèttaitèt +btèt
= e
# ( afta ) + te

# ( Etait + b)
= O poiche

'

= O poiche'
I = - Ee e soluzione

= 0 . ètt + a. te
#

= O

⇒ Xzlt ) è soluzione .

^



Inoltre Xslt ) e Xzct ) non sono proporzionali ,

dunque sono linearmente indipendenti .

3) Sia AL 0 .

Verifichiamo che Xsltl = È coscwt ) è

soluzione di ( * )
.

Xslt ) = est coscwt )

xàltle part coslwt ) - ci eptsimcwt )
x.
"

HI = ( pa - wa ) È caduti - zwpettsimlwt )
⇒ ( pa - wa ) ept caduti - zwpettsimlwt )
apeetcoslwtt-awe.pt sincwt ) t best coscwt )

=! - n' taptb ? ettcoscwt ) - wlzpt a) Eltsin ( cit )
1 I

= [tè ;
hb

- [ + b = 0 = o poiche
'

pe
- E

= 0 . e
'
coscwt ) - w . 0 . È sin ( cit ) = O

⇒ Xalt ) è una soluzione
.

Verifichiamo che Xaft le ettsimcwt ) è

soluzione di ( * )
.

Xzlt ) = ettsimcwt )

×:(ti = peitsinlwt ) tweet ( cit )

× ; HI = ( pa - wa ) eptsincwtttzwpettcos ( cit )

⇒ ( pa - wa ) eptsimcwtttzwpetcos ( cit )

aperta.ru/wti-aweptcosCwtttbePtsimCwt )
=! - n' taptb ? ettsimcwt ) - wlzpt a) e'Fos ( cit ) = O

I 1

= [tè ;
hb

- [ + b = 0 = o poiche
'

pe
- E

⇒ Xzlt ) è soluzione
.

Inoltre xs.lt ) ed Xrlt ) sono linearmente indipendenti .



Esempi :

•
Risolvere X

"
- 4x

'

t 4X = O

N - 411+4=0 ⇒ da 2

La soluzione generale di X
"
- 4x

'

thx = O

è xltt-cs.at + start
= art ( Cs t Cat ) con ca

, ↳ e IR

•
Risolvere X

"
- sx

'

+ ZX = O

d' - 3T t 2=0 ⇒ da = 1
,
X
,
= 2

.

La soluzione generale di X
"
- sx

'

+ ZX = O

è xltl = Get t Gert con g. ↳ E IR

.
Risolvere ×

"
- zx

'

t EX = O

A' -2ft 5=0 ⇒ ptwi-1t.az
La soluzione generale di ×

"
- zx

'
75×-0

è xltl = èccacoslzt ) tcasimlzt ) ) conca .GE/R



Giustificazione del perche' le soluzioni sono della
forma vista nel teorema

.

Cerchiamo le soluzioni a +
"
tax

' tbx = O del

tipo E- e
'"

con te IR :

EHI = edt

E' AI = lett

ÈHK Nett

⇒ d' ètttadedttbedt = o ft

⇒ e'tl d' tadt b) = o ttt
un

> o
⇒ d' taltb = O

i ) se il discriminante di d' taltb - o è stretto

maggiore di zero ,
allora da e X

, sono le

due soluzioni reali e distinte di K' todt bao

⇒ xs.lt/=e'"t
,
x.alti = e'"

+
sono soluzioni

di ×
"

tax
' tbx = 0

.

ii) se il discriminante di d' taltb - o è stretto
.

minore di zero
,
allora da e Ne sono le

due soluzioni complesse di d' tali b- 0
.

Dando per buono che anche per ME E

( edt )
'

, lett e lett ) " = d' ett
,
abbiamo

ancor che X. It ) = e
''st

e xr.lt/=edrt

con la .kz E CI sono soluzioni di Htt .

Possiamo scrivere da
, =p I Wi

xalt ) = e'
"t

= ecptwitt , est .
eiwt

= est ( coscwt ) ti simlwt ) )
←

È = cosciotti simlo )



x.A) = edit = eco - witt = est . e-
int

= est ( coslwt ) - Isin ( wt ) )
←

e-
io
= cito ' = cosi - a) tisiml -0 ) = casco) - isinco)

se xnlt ) e xalt ) sono soluzioni
,
anche

↳ Xslt ) tczxalt ) è soluzione
.

Prendo Get a Creta ⇒

↳Xnltlt Cr Xe (ti

=L est ( coscwt ) ti sinlwt 1) tfetccoscwt ) ti simlwt ) )
2

=
est coscwt ) .

Prendo Get e Getz ⇒
i i

↳Xnltlt Cr Xe (ti

=L est ( coscwt ) ti simlwt ) ) - fait ( coscwt ) ti simlwt ) )
zi i

pt
= e simcwt ) .

Quindi e
' ( wt ) e lisina ( cit ) sono soluzioni

.

Iii ) Se D= o , allora l' unica soluzione dell' eq .

Caratteristica è I
. Ripetendo i conti del

punto i ) troviamo che XSH ) = ètt è sol .
di H ) .

Resta da spiegare perché cerchiamo una seconda

soluzione linearmente indipendente = Xslt ) tra

le funzioni della forma tèt
.

Abbiamo che I è l' unica soluzione dell' ca .

caratteristica N - 2ft t I' = O

associata all' eq . diff .
×
"
- 21T × '

t IT' × = 0
. 4)

Prendiamo l > o piccolo , allora Ith

tende a tt per
h che tende a zero

.



Abbiamo che da = I e d. = It e sono

le due soluzioni reali e distinte dell' q .

Caratteristica N - (zitte ) d t IT' t IL = o

associata all' equazioni differenziate

×
"
- fette ) x ' t# + Il ) x = 0

.
(** )

Visto che per l → o abbiano che tth → IT

e
l' equazione (* * ) si riduce = (* ) ,

ci

aspettiamo un comportamento simile sulle
soluzioni

.

La soluzione generale di (* * ) è
xltt = ca È t cae' * + l' t con Ca

,
c. E IR .

Prendo ca =
- È e ce = £

attente
con questa scelta ottengo Elite - { èttt fa ,

che
,
Ovviamente

,

è una soluzione di
-

(** 1

Mi aspetto che
,
se faccio il limite per L

che tende a zero di Itt )
, ottengo una

soluzione di (* ) :

(Atene tt
lim EH ) = lim e - e

h -io dio h

= lim eit.eht-eit-efi.mg èttfehtàs )h -io li

f- E:
e'" ( Tate -X ) = text

è = stxt 91×4 ⇒ è = s + te + OLLY

⇒ XHI = tant è soluzione di

×
"
- 21T × '

t IT' × = 0
.



Lezione 54

Proposizione 1 :

sia Xalt ) una soluzione di ×
" Htt ahxttltblthhl-cs.lt )

con µ , b. le funzioni date .

Sia Xalt ) una soluzione di ×
" Htt alt )x' A) tblthltl - GH )

con µ , b. la funzioni date .

Allora Xatx, è soluzione di

+
" Htt ahxiltltblthhl-cs.lt ) tg (t )

.

Dimostrazione :

considero (xatxr.dz ) .

Vale

( xstxa )
"

It ) t alt ) ( (xatxr )
'
H ) ) t b. A) (xstxz ) It )

=xiltttxiltttalttxiltitalttxiltttblttxs.lt/tblttxaHt--xiiltttaHtxa'ltttblttxs.lt/txIltttaHtxItttbHtxaltt

= Calt ) tczlt ) .

↳
uso il fatto che x. è soluzione di +

"

talttx ' tblttx - qltt ,
×
,
è soluzione di +

"

talttx ' tblttx-g.tt )

⇒ Xstx, è soluzione di

+
" Htt ahxiltltblthhl-cs.lt ) te (t )

.

Proposizione 2 : sia Xamlt ) la soluzione generale
di ×

" Lt ) talttxilt ) t bltlxltieo con a
,
b

funzioni date .

Sia EH ) Una soluzione di

×
" It ) talttxiltlt bltlxltiecct ) .

Allora la soluzione generale di
×
" It ) talttxiltltbltlxlti-c.lt ) è xltl-xom.lt/tIlt ) .



Dimostrazione :

Abbiamo Xonmlt ) soluzione di I' ltttalttxiltttblttxltteo

e FAI soluzione di Xi' ltttalttxiltttblttxltt = cct ) .

Applico la Proposizione 1 con GHIEO e ↳ A) = CHI

⇒ Xonnltttxit ) è soluzione di

Xi' ltttalttx ' A) tblttxltt = cct ) .

Inoltre xltt-xom.it ) t E Lt ) è una famiglia
a due parametri di soluzioni

, dunque + Lt )

è la soluzione generale di Xi' ltttalttxiltttblttxltt = cct ) .

Osservazione : Chiamiamo X lo spazio vettoriale

delle soluzioni dell' equazione omogenea

I' ltttalttxiltttblttxltteo
.

Allora l' insieme delle soluzioni dell' equazione non

omogenea I' ltttalttx
' A) tblttxltt = cct ) ( con CHI non zero )

è se Xtx = { XTIIXEX
,
E soluzione particolare della }
eq .

non omogenea

si vede che S non è uno spazio vettoriale
.

La proposizione 2 ci da un metodo operativo
di risoluzione di ×" It ) tax' f) t bxlt) = ch )

per alcune classi di cct ) e per a. b. E R .

Infatti :

. se a
,
be IR abbiamo un metodo per trovare Xom .

•
ci sono casi in cui è semplice trovare I

.



Sia d' t at t b = o l' equazione caratteristica associata

a ×
"

tax
' tbx - 0

.

Se 170
,
chiamiamo Xs

,
Xz

le soluzioni di Nt ad tb = 0 ( possibilmente coincidenti)

se Da 0
,
chiamiamo ptiw le soluzioni complesse .

Forma di cct ) forma di EH )

cit ) è una costante EHI = e con le R

( Lt ) è un polinomio EH ) è un polinomio
di grado d di grado d

d

EHI = cotcattcatt . . - + Colt
con Co

,
Cn
,
Cz . . . Cd E IR

CHI è un multiplo
di emt

mt

con me da
,
nn # da Etti = c. e con ce IR

(oppure ta , tre complessi ) mt

con me Xs
,
nn # Xa EHI = cte con ce IR

con me da = da Etti = ctemt conce R

(Lt ) è combinazione
lineare di sinldt ) e cascati

con 2 # W EHI = asimldtltbgsldt )
( oppure Xa

,
tre reali ) con Q

,
b. E le

corde w EHI = atsimlatttbtg.cat )
con Q

,
be IR

( Lt ) è combinazione
lineare di emtsimlat )
e emt coi lat ) .

ma

con mtid # ptiw IHt-aemtsimldttt.be costa )
con Q

,
be IR

con mail = ptiw EHI = atemtsimldt )
+ btemt cosca )

con Q
,
b E IR

* beffarti in blu da determinare
.



Esempi :

1.a : Risolvere X
"

tx
'
- GX = 3

.
Cerco Xom (t ) soluzione di X" It ) tx' (ti -6×41=0

X
'

t t - 6 = o Xn = - 3
,
da = 2

Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Cs ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo Ict ) EC

con ce R .

EHI = c

J' ( ti = O

I
"
It ) = 0

O t O - 6C = 3 =) CI - I
2

EHI = - I
•

La soluzione generale è

+ It ) = Ca È t Gert - E con cs.cz E IR .

1.b. Risolvere ×
"

tx
'
- GX = È

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Cs ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = 6 t Cat t Cat
'

con Co
,
Cn , ci C- IR

EHI = Co tcnttcat
?

E
'

( ti = Cit 2Gt

I
"
It ) = 24

2C
,
t Cit 2Gt - 6 ( co t Gt t Cat

' ) = zt '

2. Cat Ca - 6 Co t t ( 24 - 6 Cs ) - 6Gt
?
= rt
'

2Gt Cs - 6 Co = O
- 7154{ II ↳

± :
⇒ È - ↳

Cz = - §



EHI = - È - jt.tt
'

•
La soluzione generale è

xlti-caetttgert-ff.tt - ft ' con G.GEIR .

t
2. a . Risolvere X

"

tx
'
- GX = 8 e

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Ca ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo
t

EHI = ce (mea
,
matta , me dr )

tFit ) = ce

I' ltl = Cet

tI
" ( ti = ce

Cet t Cat - 6C et = @ È ⇒ c. = - 2

EHI = - zet

•
La soluzione generale è

+ It ) = Ca È + Gert - zet con cs.GE IR

rt
2. b. Risolvere ×

"

tx
'
- GX = 5C

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Ca ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo
zt

EHI = c te (mar
,
madre

,
nn # da )

EHI = ctert

T' Itl = certtzctert

E' ' ' ti = Lee' + ↳ctet

4cettthcterttcerttzctert-gcte.tt = sezt

Scelta sett ⇒ c. = 1

EHI = test



•
La soluzione generale è

xlt ) = Ca È tgèttte' con cs.GE IR

t
2.C .

Risolvere ×
"
- ZX

'

+ X = 3C

•
Cerco Xonlt ) soluzione di X" It ) - zx

'

(t ) txlt ) = O

d
'
- at t s = O

da = da = 1

Xonmlt ) = ca et t Cat è con Cs
,
ci EIR

•

Cerco E tra le funzioni del tipo
2 f

EHI = c te ( m = a = da = da )
tFlti = ct
'

e

J' ( ti = zctet + ctet

E' ' ' ti = ricette liete tctiet

«è + ↳ ctettctet-hctet-zctrettctet.se

zc = 3 è ⇒ ( = I
2

EHI = { tie

•
La soluzione generale è

xlt ) = ca et t Cat è t It' è con G. GEIR

3. a .
Risolvere X

"

tx
'
- GX = 10 cosa )

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Cs ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = a cost ) t b. sin H ) ( D= a # w )

FHI = a A) + bsimlt )

J' ( ti = - asimlt ) tb cosa )

I
" ( ti = - agslt ) - bsinlt )



- acoslt ) - bsinlt ) - asnnlt ) tbcoslt )

- Gacoslt ) - 6 bàmlt ) = 10 costi )

( b - 7- a) cosa ) t ( - a - 7- b) finiti = so cosa )

b- 7- a = 10 a. = - ±
⇒ 5{

a - ab = o b- È
Flt ) = - [ cosa ) + ¥ sinlt )

•
La soluzione generale è

xltl-cse-sttcaett-fcosltttzsir.lt ) con cs.GE R

3. c
.

Risolvere ×
"

+ ↳ X = coscrt )

•
Cerco Xon (t ) soluzione di ×

"

thx = 0
.

Ht h = o X.
,
= I 22

.

( p - O , w = 2)

Xomlt ) e Casini ( rt ) t ca cos ( rt ) con Cs , Ge 112

•

Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = età _ (atibtcos (rt ) ( 2=2 = ci )

Flt ) = atsimlrt ) t btcoscrt )

J' ( ti = asimlrtstzatcoslrtltb.ca/rtt-zbtsinCrt )

I
" ( ti = ↳acoslrt ) - hatsinlrt ) - lebsimlrt ) - ↳btcoslrt )

↳acoscrt) - hatsinlrt ) - hbsinlrt ) - hbtcoslrt )

+ hatsinlrt ) t 4kt • slrt ) = cos' ( rt )

↳ a cos (rt ) - 4h si _ (rt ) = coslrt

40=1 a = 1
⇒ n[ hb = o b. = 0

EHI = thtsimlt )

•
La soluzione generale è

XHI = Casini ( rt ) tacos ( rt ) tftsimlt ) con Cs , Ge R

- hbsimcrt ) - hbt cos'rt )



4. a .

Risolvere X
"

+ ×
'
+ × = èsimlt )

.
Cerco Xomlt ) soluzione di ×

"

+ ×
'
tx = 0

Netta = O A .ae - It ? i ( pe -I , we? )
+
←
Al = cae'⇒ sin ( FET ) + Ca è

#
cool ? t ) G. GEIR

.
Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = aetsimlt ) t be' cosa ) ( main * ptiw )

Flti = aetsinlt ) tbetcoslt )

J' ( ti = ( a - b) etsinlt ) t lat b) e
'
cosa )

I
"
It ) = -

zbetsimlt ) tzaetcoslt )

- zbèsinlt ) tzaècoslt ) t la - b) èsimlt ) tlatbletg.CH

+ ae' sink ) tbetco.lt ) = è simlt )

( za - 3 b) èsimlt ) + (3- tzb) è colti = et sine )

la- sb = 1 a- =

⇒
' 3{ zaxzb = o be - E

EHI = § èsinltt
-

È ècoslt )

•
La soluzione generale è

xttt-cse-ta.nl?t)tceet6s(ft)tjetsinltt-jetcosHt
Ca

,
cit IR

4. b. Risolvere ×
"
- zx

' tzx = È cosa )

.

Cerco Xomlt ) soluzione di X
"
- ZX

'
tzx = O

N
-
at t 2=0

, tu
,
=
Ati (p > 1 ,

was)

Xonnlt ) = ↳ èsinlt ) t ↳ È cosa ) ca
,
cit 112 .

•
Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = atèsimlt ) tbtetcosct ) ( main = ptiw )



EHI = atesina ) t btè colti

I' Itis ( a - b) tèsinlt ) t lat b) teta . It )

+ aetsimlt ) t be' cosa )

E " (ti = - zbtetsinlt ) tzatetco.lt )

+ (za - zb) etsimlt ) t ( lat ?b) et Cash )

- zbtetsinlt ) tzatetco.lt ) t (za - zb) etsimlt )
+ ( ratzb ) et colti + ( ab - za) tesina )

- Zlatb ) tè Colt ) - zaetsimlt ) - zbègslt )

+ rate sinlt ) tzbtè cosa ) = et Cash )

-
zbèsinlt ) trae cosa ) = è cosa )

ZQ = a{ zio = o ⇒
a- §
↳ = 0

Etti = { tesina )
.

•
La soluzione generale è

xlt ) = caèsimlt ) t get cos H ) t { tesina )

Ca
,
Cae 112



Lezione 55

Osservazione : Supponiamo di dover risolvere

+
" It ) ta x. It ) t bxct ) = CH )

con a. b E IR .

Supponiamo di poter scrivere CH ) come somma

di funzioni Cs # It Cs Htt . . . cdlt ) e supponiamo

di saper trovare una soluzione particolare Iilt )

di ×
" Htt all' It ) tbxlt ) = G- per ira . . .

d
.

Allora una soluzione particolare di
+
" It ) ta x. It ) t bxct ) = CHI è

EHI = Islt ) t Erit ) t . . .
t Edit ) .

Esempio : +
"

H ) t ↳ XH ) = È tutta .

.
Trovo la soluzione generale di ×

"
t 4X = o

d' + 4 = O ⇒ Xi
, a

= I ZI

Xonmctt = Ca simlzt ) t Cr cos Crt ) cs.GE/R

.
Trovo una soluzione particolare di +

"

th X = et
.

+

Fatti = al

EIHI = aè

Esiti = aet

⇒ 5 ae' = è ⇒ ← = ±

EHI = { et
5

.
Trovo una soluzione particolare di +

"

th X = Litta

Fatti = atbt

E' HI = b

IIHI = 0



O that ↳ bt = Litta

Ha = 1↳ = o

⇒

base

a. = {

Tutti = I tt

• La soluzione generale di + " A)tl, xltt-etthtt.se

èxltt-cssimcztttczgslztttfettfttconca.czEIR

Ancora sulle equazioni lineari del primo ordine

Le soluzioni di xiltttalttxlt ) = 0

(eq .
lineare del primo ordine omogenea )

formano uno spazio vettoriale di dimensione 1
.

Inoltre le soluzioni di xiltttalttxltt = blt )

si possono scrivere come

xlt ) = Xonnlttt EH)

dove xonnlt ) e
'

la soluzione generale di

+
'Hltaltixlti = 0 ( ossia una famiglia a

un parametro di soluzioni ) e IHI è

una soluzione particolare di xiltltdttxltl-b.lt ) .

Nel caso in cui alti e a e IR e bit ) è

una funzione tra quelle della tabella

abbiamo un secondo metodo di risoluzione

di xihttaxlt ) = BH )
.



1) Scrivo l' equazione caratteristica associata

a ×
' It ) + axltl = 0

,
ossia

A t a = 0
.

La soluzione dell' equazione caratteristica è

D= - a EIR
.

-
at

Quindi Xalt ) = e è una soluzione di

x. Lt ) taxlt ) = 0 .

La soluzione generale di xiltltaxlt ) = 0
-at

è Xonnlt ) = c e con ce IR
.

2) Trovo una soluzione particolare Ict )
di xiltttaxltl = bit ) .

3) la soluzione generale di xiltltaxlt ) = blt)

è Xltte Xonnct ) tetti

= e e-
at
t Ict ) con CEIR .

3T

Esempio : +
' ltltzxlt ) = simlrt ) e

-
rt

1) ht 2=0 ⇒ D= - 2 ⇒ Xonnlt ) = Cl
,
ce IR

=) EH ) = a ètsimlzt ) t best Gt )

Titti = (30 - a.b) ètsimlzt ) tlzatsb ) ètcoscrt ) .

(30 - a.b) ètsimlzt ) tlzatsb ) ètcoscrt ) .

at
+ 2a ètsimlzt ) tzbet Crt ) = e sinlzt )

50 - zb = a a. = È
⇒{zatsb = O be - E,

⇒ EH ) - Eètsinlzt ) _ a est Gt )
29 2J

3) La soluzione generale è
-
rt

XHI = ce + Eètsimlzt ) - resto, Crt ) , CEIR29 2J



Esercizio : Determinare per quali AER

xltl = te risolve l' equazione Ex " HI - gxlt ) = 0
.

Svolgimento : xlt ) = te

+
' (f) = a te

- a

+
" ( tie a. (a. s ) te

. '

E. [ ala - a) te
' ] - 6 ( te ) = 0

(è - a - g) te = O

è - a - 6 = O =) Qs =3 ,
are - 2

* Osservo inoltre che t' e E
'

sono linearmente

indipendenti ⇒
la soluzione generale di t' ×

" ( ti -6×41=0

è XHI = Cat
'

+ ce É
'

con ca
,
E EIR .

Esercizio : Dato a. EIR consideriamo l'
eq . differenziale

è tzaxtlz - a) × = ↳ e-
t

.

(* 1

i) Trovare la soluzione generale per Q > 0 e a # 1 .

Ii ) Trovare la soluzione generale per •= 1

Iii) Dimostrare che Ha» 2 e per ogni Xlt )

soluzione di (* ) si ha che xltt = • ( et )

per t → tono .

Svolgimento :

i) ii) Cerchiamo Xonn (t ) soluzione generale
di it Zani t ( 2 - a) × = o al variare di a

.

L' equazione caratteristica associata è

Altra t t (z -a) = 0

e D= 4A
'

-412 - a) = 4 ( atto - a)



CASO 1 : Se a> 1
,
allora A > 0 e

Xs
, ,
=
- at atta-2 .

Dunque
C- at aha - 2) t f- a- aita - 2) E

Xomnlt ) = Cse te , e
,
G. GEIR

caso 2 : Se 0cal 1
,
allora ALO e

X
" .
= - a ± (Viali

.

Dunque
-
at

Xonnlti = e ( cscosc 2- a-artt + casini 2- a-artt )

con Cs
, ↳ EIR .

Caso 3 : Se 0=1
,
allora D= 0 e D= - s .

Quindi

Xamlt ) = ca èt tcztèt con Cs
,
C
,
e IR

.

Passiamo ora allora ricerca di Ict ) soluzione

particolare .

Nel caso a e caso 2 cerco Elt ) tra le

funzioni della forma EHI = cèt .

EHI = cèt
-
tÈHI = - ce

E'
'

Ale cèt

cèt - zace-tt.cz - a)c. e-+ = ↳ èt ⇒ c. = 4

-
t

3- 3A

EHI - 4 e
-

3- 30

Nel caso 3 cerco EH ) tra le funzioni del

tipo Etti = ctrèt
.



EHI = ctièt

E' HI = zctèt - etra- t

E' ' A) =zce-t-hcte-ttctze-tzce-t-hcte-ttctle-tt4ete-t-zct-e-ttcee-t.ge'
⇒ c. = 2

EHI = zfzèt

Riassumendo : abbiamo

caso 1 : Q> 1

C- at aha - 2) t f- a- aita - 2) t t

XH ) = Cose +
C
, e t 4 e

3- 30

caso 2 : 0 La < 1

xlt ) è
#

Esco > ( 2- a-artt + casini 2- a-artt ) + Isa èt
Caso 3 : a = 1

Htt = Caèt +Gtèttztèt

Iii ) visto che a» 2
,
una soluzione di (* tè del tipo

C- at aha - 2) t f- a- aita - 2) t t

XH ) = Cose +
C
, e t 4 e

3- 30

È chiaro che 4 èt è dat )
.

3- 3A

Inoltre fa » e vale -a- arte -2 L - at atta -2
,

quindi ci basta far vedere che

↳ è
- at aha - rit

è •(et ) .

Si può ridurre questa affermazione al verificare

che Ha» 2 vale

- a t at to - e c 1

atta -2 la -1 a

alta -2 a ott rata ⇒ a ) - 3 V.



Lezione 30 - seconda parte

Alcuni esercizi in preparazione del compitino

Esa ) Trovare le soluzioni di simcx ) 7 È
in [Ì

,
2]

.

Svolgimento : I° metodo : Cambio di variabile

y = ITX . Modifico anche l' intervallo in cui

cerco le soluzioni
.

Una volta trovate le soluzioni

nel nuovo intervallo scrivo le soluzioni cercate

usando il cambio di variabile + = ¥ .

. y = TX .

Se × - E ,
allora y = È ; se × - 2

allora Ye rit .
Quindi cerco le soluzioni di

di simly ) » ¥ in [ E
,

ut ]
.

÷::
-it lotta '

Ì e y e f- tt

Soluzione : ¥ E X E f .

Io metodo : Cambio di variabile y = TX .

Trovo le

soluzioni di a-mly ) 7¥ .

Cambio variabile
,
trovo le

soluzioni di simltx ) » È e interseca con [ E
,
2]

.

y > fa
tztlt EY E ft tzktt, KEI .

Cambio di variabile y = ¥
H )

# +2k e × e 7 tzk Kett

Le soluzioni sono I EX E f .



Es 2) Trovare i punti di massimo e di minino

assoluti di fila qrctom ( ×
'
- × ) relativamente

alla semiretta ( - ao
,
a )

.

Svolgimento :

passo I )

fca ) = anatomia ) = O

lim ouctanlx ' - × ) = - E
+ →+0

passo II )

fini = ^
.

( 3×2 - I )
1+1×3 - × )

e

f-
'

ix. o ⇒ 3×2-1=0 ⇐7 X = I ¥
ftp.ouctaljft )
ftf ) = aitante )

passo # ) confronto f-( fg ) , ff -¥ ) , flat e fatti .

imf max

-E cantante} ) < o a action (§ )
"

"
" "

limflx ) ftf ) fio ) fl -¥ )Xu - o

Il punto di massimo è - ¥ .

Il punto di minimo non esiste
.


