
6PL.�J1LhA .A S_P:_�JJ�wAPL1
*Q`bQ /B G�m`2� BM J�h1J�hA*�

�X�X kykkfkykj

*?B�`� "Q/2B- _Q#2`i� :Q`B- .�KB�MQ .B 6`�M+2b+Q J�2b�

.BT�`iBK2MiQ /B AM7Q`K�iB+�
+?B�`�X#Q/2B!mMBTBXBi- `Q#2`i�X;Q`B!mMBTBXBi- /�KB�MQX/B7`�M+2b+Q!mMBTBXBi

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R f RRy



AMi`Q/mxBQM2

P#B2iiBpB

S2Mb�`2 +QK2 mM BM7Q`K�iB+Q Q +�TB`2 +QK2 T2Mb� ,V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k f RRy



AMi`Q/mxBQM2

S2Mb�`2 +QK2 mM BM7Q`K�iB+Q ĕ KQHiQ /B TBɍ +?2
T`Q;`�KK�`2 mM +QKTmi2`5

*QKTmi�iBQM�H i?BMFBM; rBHH #2 � 7mM/�K2Mi�H bFBHH mb2/ #v
2p2`vQM2 BM i?2 rQ`H/ #v i?2 KB//H2 Q7 i?2 kRbi *2Mim`vR

AH ǳT2MbB2`Q +QKTmi�xBQM�H2Ǵ, T`Q+2bbQ K2Mi�H2 +?2 ?� � +?2 7�`2 +QM
H� `BbQHmxBQM2 /B T`Q#H2KB UT`Q#H2K bQHpBM;VX o2/B pB/2Q i`�iiQ
/�HHǶ�TQHHQ Rj, ?iiTb,ffrrrXT`Q;`�KK�BH7mim`QXBifT`Q;2iiQf
+Qb2@BH@T2MbB2`Q@+QKTmi�xBQM�H2
P;MB T`Q#H2K� bB �z`QMi�- mb�M/Q QTTQ`imM�K2Mi2 HǶ�bi`�xBQM2 2 H�
/2+QKTQbBxBQM2- `B+Q``2M/Q �HH2 i2+MB+?2 bpBHmTT�i2 /�HHǶBM7Q`K�iB+�X
Zm2biQ KQ/Q /B T2Mb�`2 BM~m2Mx� �Hi`2 /Bb+BTHBM2, #BQHQ;B�-
M2m`Q@b+B2Mx2- +?BKB+�- 2i+X

RCXJX qBM;- ǳ*QKTmi�iBQM�H h?BMFBM;-Ǵ *�*J oB2rTQBMi- J�`+? kyye- TTX jj@j8X
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j f RRy



AMi`Q/mxBQM2

S2MbB2`Q *QKTmi�xBQM�H2 BM +BM[m2 T�`QH2@+?B�p2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9 f RRy



AMi`Q/mxBQM2

�bi`�xBQM2

�bi`�xBQM2, BM BM7Q`K�iB+� BM/B+� BH T`Q+2bbQ +QM+2iim�H2 +QM BH [m�H2
bB T�bb� /� mM� /2b+`BxBQM2 /B #�bbQ HBp2HHQ � mM� /2b+`BxBQM2 /2HHQ
bi2bbQ +QM+2iiQ � mM HBp2HHQ TBɍ �HiQ- +?2 bm#Q`/BM� �H+mMB /2ii�;HB 2/
2pB/2MxB� +�`�ii2`BbiB+?2 BKTQ`i�MiB bmHH2 [m�HB bB pmQH2 `B+?B�K�`2
HǶ�ii2MxBQM2X
�bi`�xBQM2 +QK2 bi`mK2MiQ +QM+2iim�H2 /2H +QKTmi�iBQM�H i?BMFBM;

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 8 f RRy



AMi`Q/mxBQM2

S2MbB2`Q *QKTmi�xBQM�H2
A K2iQ/B +�`�ii2`BbiB+B +?2 bB �+[mBbBb+QMQ +QM HQ bim/BQ /2HHǶBM7Q`K�iB+�
BM+Hm/QMQ,

�M�HBxx�`2 2 Q`;�MBxx�`2 B /�iB /2H T`Q#H2K� BM #�b2 � +`Bi2`B HQ;B+Bc
`�TT`2b2Mi�`2 B /�iB /2H T`Q#H2K� i`�KBi2 QTTQ`imM2 �bi`�xBQMBc
7Q`KmH�`2 BH T`Q#H2K� BM mM 7Q`K�iQ +?2 +B T2`K2ii2 /B mb�`2 mM
2b2+miQ`2 UBM b2MbQ �KTBQV T2` `BbQHp2`HQc
�miQK�iBxx�`2 H� `BbQHmxBQM2 /2H T`Q#H2K� /2}M2M/Q mM� bQHmxBQM2
�H;Q`BiKB+�- +QMbBbi2Mi2 BM mM� b2[m2Mx� �++m`�i�K2Mi2 /2b+`Bii� /B
T�bbB- Q;MmMQ /2B [m�HB �TT�`i2M2Mi2 � mM +�i�HQ;Q #2M /2}MBiQ /B
QT2`�xBQMB /B #�b2c
B/2MiB}+�`2- �M�HBxx�`2- BKTH2K2Mi�`2 2 p2`B}+�`2 H2 TQbbB#BHB bQHmxBQMB
+QM mM� 2{+�+2 2/ 2{+B2Mi2 +QK#BM�xBQM2 /B T�bbB 2 `BbQ`b2 U�p2M/Q
+QK2 Q#B2iiBpQ H� `B+2`+� /2HH� bQHmxBQM2 KB;HBQ`2 b2+QM/Q i�HB +`Bi2`BVc
;2M2`�HBxx�`2 BH T`Q+2bbQ /B `BbQHmxBQM2 /2H T`Q#H2K� T2` TQi2`HQ
i`�b72`B`2 �/ mM �KTBQ bT2ii`Q /B �Hi`B T`Q#H2KBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj e f RRy



AMi`Q/mxBQM2

P#B2iiBpB U+QMiV

*�TB`2 +QK2 7Q`KmH�`2 B T`Q#H2KB BM KQ/Q /� TQi2`HB `BbQHp2`2 BM
KQ/Q +QKTmi�xBQM�H2
1bb2`2 +�T�+B /B b+`Bp2`2 T`Q;`�KKB /B TB++QH�fK2/B� /BK2MbBQM2
aim/B�`2 B KQ/2HHB �bi`�iiB /B +�H+QHQ T2` +�TB`2 +QK2 7mMxBQM�MQ B
+QKTmi2` 2 +QK2 bQMQ BM ;`�/Q /B `BbQHp2`2 B T`Q#H2KB

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj d f RRy



AMi`Q/mxBQM2 AM7Q

AM7Q`K�xBQMB miBHB
.Q+2MiB, S`Q7X *?B�`� "Q/2B- _Q#2`i� :Q`B- .�KB�MQ .B 6`�M+2b+Q
J�2b�
P`�`BQ G2xBQMB, GlL RR@Rj - J1_ N@RR- :AP N@RR
P`�`BQ G�#Q`�iQ`BQ, UJ1_ R9@ReV, T`BKQ H�#Q`�iQ`BQ, J1_ 8 QiiQ#`2
_B+2pBK2MiQ bim/2MiB "Q/2B, T2` Q`� bm �TTmMi�K2MiQ
1@K�BH, +?B�`�X#Q/2B!mMBTBXBi- `Q#2`i�X;Q`B!mMBTBXBi-
/�KB�MQX/B7`�M+2b+Q!mMBTBXBi
*�M�H2 h2�Kb /2H +Q`bQ, yRd�� kkfkj @ 6PL.�J1LhA .A
S_P:_�JJ�wAPL1 *PL G�"P_�hP_AP
S�;BM� r2# /2H +Q`bQ,
rrrX/BXmMBTBXBif⇠+?B�`�f*P_aPn6Snkkf6SfBM/2tX?iKH
h2biB +QMbB;HB�iB T2` H� +QMbmHi�xBQM2,

CX >QT+`Q7i@_X JQir�MB@CX lHHK�MX �miQKB- HBM;m�;;B 2 +�H+QH�#BHBi¨X
�//BbQM@q2bH2vX
"XqX E2`MBM;?�M- .XJX _Bi+?B2X GBM;m�;;BQ *X S2�`bQMX
*2`B@J�M/`BQHB@a#�ii2HH�X AM7Q`K�iB+�, T`Q;`�KK�xBQM2X J+:`�r@>BHH

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 3 f RRy



AMi`Q/mxBQM2 S`Q;`�KK�

S`Q;`�KK� /B K�bbBK� /2H +Q`bQ

*QM+2iiB /B #�b2 /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2
G� T`Q;`�KK�xBQM2 M2H HBM;m�;;BQ *
*2MMB /B i2Q`B� /2;HB �miQKB 2 /2B HBM;m�;;B

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj N f RRy



AM7Q`K�iB+� *Qb� ĕ\

AM7Q`K�iB+�, +Qb� ĕ 2 +Qb� MQM ĕ

LQM ĕ H� b+B2Mx� 2 H� i2+MB+� /2B +�H+QH�iQ`BX
LQM ĕ HQ bim/BQ /2;HB miBHBxxB 2 /2HH2 �TTHB+�xBQMB /2B +�H+QH�iQ`B 2 /2H
bQ7ir�`2X
LQM ĕ HQ bim/BQ /B +QK2 b+`Bp2`2 B T`Q;`�KKB T2` B +�H+QH�iQ`BX
Ĕ H� b+B2Mx� +?2 bim/B� B T`Q+2/BK2MiB /B +�H+QHQ 2z2iiBpB
#

"

 

!

Ĕ HQ bim/BQ bBbi2K�iB+Q /2;HB �H;Q`BiKB +?2
/2b+`BpQMQ 2 i`�b7Q`K�MQ HǶBM7Q`K�xBQM2,

H� HQ`Q i2Q`B�- �M�HBbB- T`Q;2iiQ-
2{+B2Mx�- `2�HBxx�xBQM2 2 �TTHB+�xBQM2
�bbQ+B�iBQM 7Q` *QKTmiBM; J�+?BM2`vX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ry f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

�H;Q`BiKB

liBHBxxB�KQ �H;Q`BiKB M2HH� pBi� [mQiB/B�M� imii2 H2 pQHi2 +?2- �/ 2bX-
b2;mB�KQ H2 Bbi`mxBQMB T2` BH KQMi�;;BQ /B mM� �TT�`2++?B�im`�- T2`
BKTQbi�`2 BH +B+HQ /B H�p�;;BQ /B mM� H�p�biQpB;HB2- T2` T`2H2p�`2
+QMi�Mi2 /� mMQ bTQ`i2HHQ "�M+QK�i- 2++X
⌫

�



�
lM �H;Q`BiKQ ĕ mM� b2[m2Mx� /B T�bbB +?2- b2 BMi`�T`2b�
/� mM 2b2+miQ`2- T2`K2ii2 /B Qii2M2`2 B `BbmHi�iB �ii2bB

� T�`iB`2 /�B /�iB 7Q`MBiBX

lM� pQHi� BM ;`�/Q /B bT2+B}+�`2 mM �H;Q`BiKQ T2` `BbQHp2`2 mM
T`Q#H2K�- bB�KQ �M+?2 BM ;`�/Q /B �miQK�iBxx�`2 BH T`Q+2/BK2MiQ
/2b+`BiiQ /�HHǶ�H;Q`BiKQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RR f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

AH i2`KBM2 �H;Q`BiKQ /2`Bp� /�H MQK2 /2H K�i2K�iB+Q T2`bB�MQ Jm?�KK�/
B#M Jmb� �H@E?r�`BxKB U*Q`�bKB� d3y +B`+� @ 38y +B`+�VX 1b2`+Biǁ H�
T`Q72bbBQM2 M2HH� +Bii¨ /B "�;?/�/- /Qp2 BMb2;M�p�- 2 BMi`Q/mbb2 M2H KQM/Q
�`�#Q B MmK2`B BM/B�MBX G� bm� QT2`� ǳAH +�H+QHQ /2;HB BM/B�MBǴ p2MM2
bm++2bbBp�K2Mi2 i`�/Qii� BM H�iBMQ /� mM KQM�+Q 2m`QT2Q- +QM BH iBiQHQ
GB#2` �H;�`BbKB @ UAH HB#`Q /B �H@E?r�`BxKBVX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rk f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

�H;Q`BiKB

AH +QM+2iiQ /B �H;Q`BiKQ ?� Q`B;BMB KQHiQ HQMi�M2, HǶmQKQ ?� miBHBxx�iQ
bT2bbQ �H;Q`BiKB T2` `BbQHp2`2 T`Q#H2KB /B p�`B� M�im`�X
Ĕ mM� i2+MB+� i`�bKBbbB#BH2 +?2 +QMb2Mi2 /B T�bb�`2 /�H `BbQHp2`2 B
T`Q#H2KB �H 7�` `BbQHp2`2 B T`Q#H2KBX G2 +�T�+Bi¨ BMi2HH2iiBp2 M2+2bb�`B2
T2` `BbQHp2`2 mM T`Q#H2K� bQMQ ǳ+Q/B}+�i2Ǵ M2HHǶ�H;Q`BiKQX
aQHQ BM 2`� KQ/2`M� +B bB ĕ TQbiB BH T`Q#H2K� /B +�`�ii2`Bxx�`2 T`Q#H2KB
2 +H�bbB /B T`Q#H2KB T2` B [m�HB ĕ TQbbB#BH2 BM/BpB/m�`2 mM� bQHmxBQM2
�H;Q`BiKB+� 2 bQHQ M2H b2+QHQ b+Q`bQ ĕ bi�iQ /BKQbi`�iQ +?2 2bBbiQMQ
T`Q#H2KB T2` B [m�HB MQM ĕ TQbbB#BH2 BM/BpB/m�`2 mM� bQHmxBQM2
�H;Q`BiKB+�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rj f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

GǶ�`i2 /2H T`Q#H2K bQHpBM;

lMǶB/2� ;2MB�H2 `BbQHp2 bT2bbQ mM ;`�M/2 T`Q#H2K�- K� M2HH�
`BbQHmxBQM2 /B imiiB B T`Q#H2KB BMi2`pB2M2 mM TBxxB+Q /B ;2MB�HBi¨X

SQHv� :X- *QK2 `BbQHp2`2 B T`Q#H2KB /B K�i2K�iB+�X GQ;B+� 2/ 2m`BbiB+� M2H
K2iQ/Q K�i2K�iB+QX 62Hi`BM2HHB- JBH�MQ- RNed

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R9 f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

AH T`BKQ �H;Q`BiKQ /Q+mK2Mi�iQ

S�TB`Q /B �?K2b Q /B _?BM/
"`BiBb? Jmb2mK
+� Re8y �X* a+`BiiQ BM B2`�iB+Q

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R8 f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

G� KQHiBTHB+�xBQM2 2;BxB�

:HB �MiB+?B MQM b�T2p�MQ 7�`2 H2 QT2`�xBQMB BM +QHQMM� UMQM +Ƕ2`�
�M+Q`� H� i2+MQHQ;B� ;Bmbi�V
6�`2 +�H+QHB +QK2 H2 KQHiBTHB+�xBQMB BM ;2M2`�H2 2`� T2` HQ`Q +QKTH2bbQ
6�`2 +�H+QHB TBɍ b2KTHB+B +QK2 `�//QTTB�K2MiB 2 /BK2xx�K2MiB 2`�
BMp2+2 TBɍ 7�+BH2
SBxxB+Q /B ;2MB�HBi¨, T2` +�H+QH�`2 � t "- `�//QTTBQ � 2 /BK2xxQ "X
o�/Q �p�MiB b2KTHB}+�M/Q +QbŢ }MQ �/ Qii2M2`2 [m�MiQ KB b2`p2X
lbQ H� i2+MB+� /2H /BpB/2 2i BKT2`�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Re f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

*�H+QH�`2 BH J*. +QM HǶ�H;Q`BiKQ /B 1m+HB/2

S2` +�H+QH�`2 BH J�bbBKQ *QKmM .BpBbQ`2 /B t 2 v TQbbQ,
a2;mB`2 H� /2}MBxBQM2, +�H+QH�`2 B /BpBbQ`B /B t 2 /B v- +2`+�`2 [m2HHB +?2
bQMQ /BpBbQ`B /B 2Mi`�K#B 2 [mBM/B B/2MiB}+�`2 BH K�bbBKQ i`� /B HQ`Qc
QTTm`2
b7`mii�`2 H� T`QT`B2i¨ +?2 KB /B+2 +?2,

J*.Ut-tV 4 t
J*.Ut-vV 4 J*.Ut@v-vV b2 t =v
J*.Ut-vV 4 J*.Ut-v@tV b2 t =v

2 T`Q+2/2`2 +QM bQii`�xBQMB bm++2bbBp2- `B+QM/m+2M/Q +QbŢ mM T`Q#H2K�
+QKTH2bbQ � mM T`Q#H2K� TBɍ b2KTHB+2 2 TQbbQ 7�`HQ TBɍ pQHi2 }MQ �
i`Qp�`2 H� bQHmxBQM2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rd f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

�bi`�xBQM2 /B MmQpQ

AM BM7Q`K�iB+� bB b2T�`� BH +Qb� U�bi`�xBQM2V /�H +QK2
UBKTH2K2Mi�xBQM2V- H2 T`QT`B2i¨ 7mMxBQM�HB /� [m2HH2 bi`miim`�HB
_BbT2iiQ �B /m2 2b2KTB T`2+2/2MiB- TQbbB�KQ b2T�`�`2 BH +Qb�- Qpp2`Q
Qii2M2`2 BH `BbmHi�iQ /B mM� KQHiBTHB+�xBQM2 BM mM +�bQ 2 /2H J�bbBKQ
*QKmM .BpBbQ`2 M2HHǶ�Hi`Q /�H +QK2- Qpp2`Q 7�`HQ +QM mM
T`Q+2/BK2MiQ /B +�H+QHQ QTTm`2 +QM mM �Hi`QX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R3 f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

.QK�M/2 7QM/�K2Mi�HB

Ĕ b2KT`2 TQbbB#BH2 i`Qp�`2 mM� bQHmxBQM2 �H;Q`BiKB+� � mM T`Q#H2K�\
1bBbi2 mM 2b2+miQ`2 �miQK�iB+Q BM ;`�/Q /B 2b2;mB`2 mM �H;Q`BiKQ 2 b2
bŢ +QK2 ĕ 7�iiQ\

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RN f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

AH +QKTmi2`, mM� K�++?BM� T2` +�H+QH�`2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ky f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

*QK2 M�b+2 HǶBM7Q`K�iB+�\ 6�++B�KQ mM T�bbQ BM/B2i`Q

Ĕ H� b+B2Mx� +?2 bim/B� B T`Q+2/BK2MiB /B +�H+QHQ 2z2iiBpB 2 M�b+2
T`BK� /2B +QKTmi2`- bim/B�M/Q B T`Q+2bbB /B +�H+QHQ mK�MQ
hm`BM; p2/2 BH +�H+QHQ +QK2 K�MBTQH�xBQM2 +QK#BM�iQ`B� /B BMbB2KB
}MBiB 2 /Bb+`2iB /B bBK#QHB b2+QM/Q mM BMbB2K2 }MBiQ /B `2;QH2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kR f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

.QK�M/2 7QM/�K2Mi�HB TBɍ /2ii�;HB�i2

lMBp2`b�HBi¨, 2bBbi2 mM� MQxBQM2 �bi`�ii� /B K�++?BM� T2`
+�H+QH�`2\
*�H+QH�#BHBi¨, 2bBbiQMQ T`Q#H2KB +?2 MQM TQbbQMQ 2bb2`2 `BbQHiB /�
M2bbmM� K�++?BM� T2` BH +�H+QHQ\
1bBbiQMQ /2B HBKBiB �HH� TQi2Mx� 2bT`2bbBp� /2HH2 K�++?BM2 T2`
+�H+QH�`2\
1bBbiQMQ T`Q+2/BK2MiB TBɍ 2{+B2MiB /B �Hi`B\

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kk f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

G� J�++?BM� /B hm`BM;

Ĕ mM� K�++?BM� B/2�H2 UMQM }bB+�V /B +�H+QHQ +?2 K�MBTQH� B /�iB
+QMi2MmiB bm mM M�bi`Q /B HmM;?2xx� TQi2MxB�HK2Mi2 BM}MBi�- b2+QM/Q
mM BMbB2K2 /B `2;QH2 #2M /2}MBi2
Ĕ BH KQ/2HHQ �bi`�iiQ /B mM� K�++?BM� BM ;`�/Q /B 2b2;mB`2 �H;Q`BiKB

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kj f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

G� J�++?BM� /B hm`BM; U+QMiXV

a2 �##B�KQ mM� /2b+`BxBQM2 /2H 7mMxBQM�K2MiQ /2HH� K�++?BM�
TQbbB�KQ bBKmH�`M2 BH +QKTQ`i�K2MiQ +QM +�`i� 2 K�iBi�
Zm2biQ T`Q+2bbQ ĕ 2bbQ bi2bbQ mM T`Q+2/BK2MiQ /B +�H+QHQ
h`� imii2 H2 K�++?BM2 /B hm`BM; +2 M2 ĕ mM� +?2 ĕ BM ;`�/Q /B bBKmH�`2
imii2 H2 �Hi`2, ĕ H� J�++?BM� lMBp2`b�H2
*QM mM� /2b+`BxBQM2 2 B /�iB H� J�++?BM� lMBp2`b�H2 2b2;mB`¨ BH +�H+QHQ
T2` MQB, ĕ [m2biQ mM KQ/2HHQ i2Q`B+Q /B +QKTmi2`

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k9 f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

G� J�++?BM� /B hm`BM; U+QMiXV

lM T`Q#H2K� ĕ +�H+QH�#BH2 b2 ĕ +�H+QH�#BH2 b2+QM/Q hm`BM;- Qpp2`Q b2
2bBbi2 mM� K�++?BM� /B hm`BM; BM ;`�/Q /B `BbQHp2`HQ
G2 K�++?BM2 /B hm`BM; TQbbQMQ 2b2;mB`2 imii2 H2 +QKTmi�xBQMB +?2
2b2;mQMQ B KQ/2`MB +QKTmi2`
JQ/2HHQ mMBp2`b�H2 /B +�H+QHQ5

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k8 f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

AH KQ/2HHQ /B oQM L2mK�MM
JQ/2HHQ +QM+`2iQ

1[mBp�H2Mi2 �HH� J�++?BM� /B hm`BM;
�`+?Bi2iim`� /2HH� K�++?BM�
.2bB;M �HH� #�b2 /2B +�H+QH�iQ`B �iim�HB
1b2;m2 B +�H+QHB T`2/2}MBiB 2 [m2HHB /2}MBiB /�H T`Q;`�KK�iQ`2
G� ;2M2`�HBi¨ ĕ /�i� /�H T`Q;`�KK� K2KQ`Bxx�iQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ke f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

.QK�M/2 7QM/�K2Mi�HB TBɍ /2ii�;HB�i2

lMBp2`b�HBi¨, 2bBbi2 mM� MQxBQM2 �bi`�ii� /B K�++?BM� T2` +�H+QH�`2\
*�H+QH�#BHBi¨, 2bBbiQMQ T`Q#H2KB +?2 MQM TQbbQMQ 2bb2`2 `BbQHiB
/� M2bbmM� K�++?BM� T2` BH +�H+QHQ\
1bBbiQMQ /2B HBKBiB �HH� TQi2Mx� 2bT`2bbBp� /2HH2 K�++?BM2 T2`
+�H+QH�`2\
1bBbiQMQ T`Q+2/BK2MiB TBɍ 2{+B2MiB /B �Hi`B\

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kd f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

*�H+QH�#BHBi¨

1bBbiQMQ T`Q#H2KB +?2 MQM TQbbQMQ 2bb2`2 `BbQHiB BM KQ/Q �H;Q`BiKB+Q
LQM ĕ p2`Q +?2 TQbbQMQ `BbQHp2`2 imiiB B MQbi`B T`Q#H2KB

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k3 f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

.QK�M/2 7QM/�K2Mi�HB TBɍ /2ii�;HB�i2

lMBp2`b�HBi¨, 2bBbi2 mM� MQxBQM2 �bi`�ii� /B K�++?BM� T2` +�H+QH�`2\
*�H+QH�#BHBi¨, 2bBbiQMQ T`Q#H2KB +?2 MQM TQbbQMQ 2bb2`2 `BbQHiB /�
M2bbmM� K�++?BM� T2` BH +�H+QHQ\
1bBbiQMQ /2B HBKBiB �HH� TQi2Mx� 2bT`2bbBp� /2HH2 K�++?BM2 T2`
+�H+QH�`2\
1bBbiQMQ T`Q+2/BK2MiB TBɍ 2{+B2MiB /B �Hi`B\

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kN f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

*QKTH2bbBi¨

S2` mMQ bi2bbQ T`Q#H2K� TQbbQMQ 2bBbi2`2 bQHmxBQMBf�H;Q`BiKB /Bp2`bB
Ĕ BKTQ`i�Mi2 b�T2`HB +QM7`QMi�`2 2 b+2;HB2`2 [m2HHB TBɍ 2{+B2MiB
*B bQMQ T`Q#H2KB ǳ7�+BHBǴ, bQMQ [m2HHB +?2 `B+?B2/QMQ mM i2KTQ
`�;BQM2pQH2
*B bQMQ T`Q#H2KB ǳ/B{+BHBǴ +?2 `B+?B2/QMQ BMp2+2 i2KTB +QbŢ HmM;?B /�
2bb2`2 T`�iB+�K2Mi2 B``BbQHpB#BHB

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jy f RRy



AM7Q`K�iB+� �H;Q`BiKB

*QK2 bB T�`H� �HH� K�++?BM�\

AH HBM;m�;;BQ U/B T`Q;`�KK�xBQM2V ĕ HQ bi`mK2MiQ +?2 T2`K2ii2 /B
/2b+`Bp2`2 ;HB �H;Q`BiKB BM KQ/Q +?2 BH +�H+QH�iQ`2 TQbb� +QKT`2M/2`HB
2/ 2b2;mB`HB
1bBbi2 mM� "�#2H2 /B HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2
AH +QM+2iiQ /B ǳ+Qb� ĕ +�H+QH�#BH2Ǵ MQM +�K#B�, ?�MMQ H� bi2bb�
TQi2Mx� 2bT`2bbBp�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jR f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2

Zm�M/Q HǶ2b2+miQ`2 ĕ BH +�H+QH�iQ`2

A +�H+QH�iQ`B bQMQ K�++?BM2 BM ;`�/Q /B 2b2;mB`2 p2HQ+2K2Mi2 2 +QM
T`2+BbBQM2 b2[m2Mx2 /B QT2`�xBQMB 2H2K2Mi�`BX
lM T`Q;`�KK� ĕ H� /2b+`BxBQM2 /B mM �H;Q`BiKQ- 2bT`2bb� BM mM
HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2 +?2 BH +�H+QH�iQ`2 ĕ BM ;`�/Q /B
+QKT`2M/2`2 2/ 2b2;mB`2X
AH +�H+QH�iQ`2 `B+2p2 BM BM;`2bbQ mM T`Q;`�KK� 2 mM BMbB2K2 /B /�iB
BMBxB�HB 2 T`Q/m+2 BM mb+Bi� B `BbmHi�iB /2HHǶ2b2+mxBQM2 /2H T`Q;`�KK�X
� /Bz2`2Mx� /B �Hi`2 K�++?BM2 �miQK�iB+?2 UH�p�i`B+B- +�H+QH�i`B+B
i�b+�#BHB- 2++XV B +�H+QH�iQ`B bQMQ T`Q;`�KK�#BHB, H� 7mMxBQM2 bpQHi�
/BT2M/2 /�H T�`iB+QH�`2 T`Q;`�KK� +?2 BM/B+� �HH� K�++?BM� [m�HB
�xBQMB +QKTB2`2X G� K�++?BM� MQM +�K#B� �H p�`B�`2 /2HH� 7mMxBQM2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jk f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2

GBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2

1bBbiQMQ KQHiBbbBKB HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2 +?2 TQbbQMQ 2bb2`2
+H�bbB}+�iB � b2+QM/� /2H T�`�/B;K� /B T`Q;`�KK�xBQM2 +?2 b2;mQMQ
lM T�`�/B;K� /B T`Q;`�KK�xBQM2 BM/B+� HQ biBH2 2 HǶBMbB2K2 /B
bi`mK2MiB +QM+2iim�HB /� b2;mB`2 T2` b+`Bp2`2 T`Q;`�KKB- `B~2ii2M/Q
mM mM KQ/Q /B T2Mb�`2 BH T`Q+2bbQ /B +QKTmi�xBQM2X
�/Qii�M/Q BH * b2;mB`2KQ BH T�`�/B;K� BKT2`�iBpQ- T2` BH [m�H2 mM
T`Q;`�KK� pB2M2 +QK2 mM� b2[m2Mx� /B +QK�M/B +?2 �;Bb+QMQ bmB
/�iB Q bmHHǶQ`/BM2 /B 2b2+mxBQM2 /2HH2 Bbi`mxBQMB (�Hi`B 2b2KTB bQMQ,
�bb2K#Hv- 6P_h_�L- *P"PG- S�b+�H)
1bBbiQMQ �Hi`B T�`�/B;KB /B T`Q;`�KK�xBQMB- i`� B [m�HB, 7mMxBQM�H2
(JG- >�bF2HH- a+?2K2)- Q`B2Mi�iQ � Q;;2iiB (C�p�- aK�HHi�HF- 1Bz2H)-
HQ;B+Q (S_PGP:) 2 +QM+Q``2Mi2 (**a- *aS)X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jj f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 *Qb� ĕ\

*Qb� BMi2M/B�KQ T2` T`Q;`�KK�xBQM2

AH T`Q+2/BK2MiQ +?2 TQ`i� �HH� /2}MBxBQM2 /2B T`Q;`�KKB �/�iiB �
`BbQHp2`2 T`Q#H2KB ĕ /2iiQ T`Q;`�KK�xBQM2X
A +QM+2iiB +?2 bi�MMQ �HH� #�b2 /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2 bB TQbbQMQ
bTB2;�`2 2 +QKT`2M/2`2 b2Mx� 7�` `B72`BK2MiQ �H +�H+QH�iQ`2X
G� T`Q;`�KK�xBQM2 ĕ imii�pB� /Bp2Mmi� mM� p2`� 2 T`QT`B� /Bb+BTHBM�
bQHQ +QM HǶ�pp2MiQ /2B KQ/2`MB +�H+QH�iQ`B 2H2ii`QMB+BX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9 f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

G2 7�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

�/ mM T`BKQ HBp2HHQ /B �bi`�xBQM2 HǶ�iiBpBi¨ /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2 Tmǁ 2bb2`2
bm//BpBb� BM [m�ii`Q UK�+`QV 7�bB T`BM+BT�HBX

R .2}MBxBQM2 /2H T`Q#H2K� UbT2+B}+�V
k AM/BpB/m�xBQM2 /B mM T`Q+2/BK2MiQ `BbQHmiBpQ U�H;Q`BiKQV
j *Q/B}+� /2HHǶ�H;Q`BiKQ BM mM HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2 U+Q/B}+�V
9 1b2+mxBQM2 2 K2bb� � TmMiQ U2b2+mxBQM2V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j8 f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

aT2+B}+�

G� T`BK� 7�b2 /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2 +QMbBbi2 M2H +QKT`2M/2`2 2
/2}MB`2 UbT2+B}+�`2V BH T`Q#H2K� +?2 bB pmQH2 `BbQHp2`2X
G� bT2+B}+� /2H T`Q#H2K� Tmǁ 2bb2`2 7�ii� BM K�MB2`� TBɍ Q K2MQ
`B;Q`Qb�- � b2+QM/� /2H 7Q`K�HBbKQ /2b+`BiiBpQ miBHBxx�iQX
G� bT2+B}+� /B mM T`Q#H2K� T`2p2/2 H� /2b+`BxBQM2 /2HHQ bi�iQ BMBxB�H2
/2H T`Q#H2K� U/�iB BMBxB�HB- BMTmiV 2 /2HHQ bi�iQ }M�H2 �ii2bQ UB `BbmHi�iB-
QmiTmiVX
G� +�`�ii2`Bxx�xBQM2 /2;HB bi�iB BMBxB�H2 2 }M�H2 /BT2M/2 /�H T�`iB+QH�`2
T`Q#H2K� BM 2b�K2 2 /�;HB Q;;2iiB /B BMi2`2bb2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj je f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

1b2KTB /B bT2+B}+� BM7Q`K�H2

R .�iB /m2 MmK2`B- i`Qp�`2 BH K�;;BQ`2X
k .�iQ mM 2H2M+Q i2H27QMB+Q 2 mM MQK2- i`Qp�`2 BH MmK2`Q /B i2H27QMQ

+Q``BbTQM/2Mi2X
j .�i� H� bi`miim`� /B mM� `2i2 bi`�/�H2 2 H2 BM7Q`K�xBQMB bmB ~mbbB /2B

p2B+QHB- /2i2`KBM�`2 BH T2`+Q`bQ TBɍ p2HQ+2 /� � � "X
9 a+`Bp2`2 imiiB B MmK2`B T�`B U� T�`i2 kV +?2 MQM bQMQ H� bQKK� /B /m2

MmK2`B T`BKB U*QM;2iim`� /B :QH/#�+? (Rd9k)VX
8 .2+B/2`2 T2` Q;MB T`Q;`�KK� 2 T2` Q;MB /�iQ BM BM;`2bbQ- b2 BH

T`Q;`�KK� * i2`KBM� [m�M/Q pB2M2 2b2;mBiQ bm [m2H /�iQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jd f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

1b2KTB U+QMi/XV

*�`�ii2`BbiB+?2 +QKmMB �B T`Q#H2KB

BM7Q`K�xBQMB BM BM;`2bbQ =) BM7Q`K�xBQMB BM mb+Bi�
bi�iQ BMBxB�H2 =) bi�iQ }M�H2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j3 f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

Pbb2`p�xBQMB bmHH� 7Q`KmH�xBQM2 /2B T`Q#H2KB,

H� /2b+`BxBQM2 MQM 7Q`MBb+2 mM K2iQ/Q `BbQHmiBpQ U2bX j V
H� /2b+`BxBQM2 /2H T`Q#H2K� ĕ i�HpQHi� �K#B;m� Q BKT`2+Bb� U2bX k- +QM
J�`BQ _QbbB +?2 +QKT�`2 TBɍ pQHi2 V
T2` �H+mMB T`Q#H2KB MQM ĕ MQiQ mM K2iQ/Q `BbQHmiBpQ U2bX 9 V
2bBbiQMQ T`Q#H2KB T2` B [m�HB ĕ bi�iQ /BKQbi`�iQ +?2 MQM Tmǁ 2bBbi2`2
mM K2iQ/Q `BbQHmiBpQ U2bX 8 @ BM/2+B/B#BHB V✏

�
�
�

LQB +QMbB/2`2`2KQ bQHQ T`Q#H2KB T2` B [m�HB
ĕ MQiQ +?2 2bBbi2 mM K2iQ/Q `BbQHmiBpQ /2+B/B#BHBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jN f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

�H;Q`BiKB

lM� pQHi� bT2+B}+�iQ BH T`Q#H2K�- bB /2i2`KBM� mM T`Q+2/BK2MiQ
`BbQHmiBpQ /2HHQ bi2bbQ U�H;Q`BiKQV- Qpp2`Q mM BMbB2K2 /B �xBQMB /�
BMi`�T`2M/2`2 T2` Qii2M2`2 B `BbmHi�iB �ii2bBX
AH +QM+2iiQ /B �H;Q`BiKQ ?� Q`B;BMB KQHiQ HQMi�M2, HǶmQKQ ?� miBHBxx�iQ
bT2bbQ �H;Q`BiKB T2` `BbQHp2`2 T`Q#H2KB /B p�`B� M�im`�X G2 +�T�+Bi¨
BMi2HH2iiBp2 M2+2bb�`B2 T2` `BbQHp2`2 mM T`Q#H2K� bQMQ ǳ+Q/B}+�i2Ǵ
M2HHǶ�H;Q`BiKQX
aQHQ BM 2`� KQ/2`M�- +B bB ĕ TQbiB BH T`Q#H2K� /B +�`�ii2`Bxx�`2
T`Q#H2KB 2 +H�bbB /B T`Q#H2KB T2` B [m�HB ĕ TQbbB#BH2 BM/BpB/m�`2 mM�
bQHmxBQM2 �H;Q`BiKB+� 2 bQHQ M2H b2+QHQ b+Q`bQ ĕ bi�iQ /BKQbi`�iQ +?2
2bBbiQMQ T`Q#H2KB T2` B [m�HB MQM ĕ TQbbB#BH2 BM/BpB/m�`2 mM� bQHmxBQM2
�H;Q`BiKB+�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9y f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

S`QT`B2i¨ /B mM �H;Q`BiKQ

G� /2b+`BxBQM2 /B mM T`Q+2/BK2MiQ `BbQHmiBpQ Tmǁ +QMbB/2`�`bB mM
�H;Q`BiKQ b2 `BbT2ii� �H+mMB `2[mBbBiB 2bb2MxB�HB- i`� B [m�HB,

6BMBi2xx�, mM �H;Q`BiKQ /2p2 2bb2`2 +QKTQbiQ /� mM� b2[m2Mx�
}MBi� /B T�bbB 2H2K2Mi�`BX

LQM@�K#B;mBi¨, HǶ2b2+miQ`2 /2p2 TQi2` BMi2`T`2i�`2 BM KQ/Q mMBpQ+Q
Q;MB bBM;QH� �xBQM2X

1b2;mB#BHBi¨, BH TQi2MxB�H2 2b2+miQ`2 /2p2 2bb2`2 BM ;`�/Q /B 2b2;mB`2
Q;MB bBM;QH� �xBQM2 BM i2KTQ }MBiQ +QM H2 `BbQ`b2 �
/BbTQbBxBQM2X

hBTB+B T`Q+2/BK2MiB +?2 MQM `BbT2ii�MQ �H+mMB /2B `2[mBbBiB T`2+2/2MiB,
H2 `B+2ii2 /B +m+BM�, �;;BmM;2`2 b�H2 [X#X @ MQM `BbT2ii� jV
H2 Bbi`mxBQMB T2` H� +QKTBH�xBQM2 /2HH� /B+?B�`�xBQM2 /2B `2//BiB U5V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9R f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

S`QT`B2i¨ /B mM �H;Q`BiKQ U+QMiXV

a�`¨ TQB QTTQ`imMQ �M+?2 p�Hmi�`2 HǶ2{+B2Mx� /B mM �H;Q`BiKQX

a2 /�iQ mM 2H2M+Q i2H27QMB+Q 2 mM MQK2- T2` i`Qp�`2 BH MmK2`Q /B i2H27QMQ
+Q``BbTQM/2Mi2 ;m�`/Q 2 +QM7`QMiQ mM MQK2 /QTQ HǶ�Hi`Q- +B K2iiQ KQHiQ
TBɍ i2KTQ +?2 T`Q+2/2M/Q M2H KQ/Q b2;m2Mi2,

�T`Q � K2i¨ 2 H2;;Q BH MQK2 BM +BK�c
b2 i`QpQ BH MQK2 +?2 +2`+Q ?Q }MBiQ- �Hi`BK2MiB
b2 BH MQK2 +2`+�iQ pB2M2 T`BK� BM Q`/BM2 H2bbB+Q;`�}+Q- �HHQ`� +2`+Q
M2HH� T`BK� K2i¨c
�Hi`BK2MiB +2`+Q M2HH� b2+QM/� K2i¨c
�M/�M/Q �p�MiB M2HHQ bi2bbQ KQ/Q }MQ � i`Qp�`2 BH MQK2 Q � /2+B/2`2
+?2 MQM +QKT�`2 M2HHǶ2H2M+QX

Zm�MiQ i2KTQ +B K2ii2`ǁ M2B /m2 +�bB\

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9k f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

*Q/B}+�

Zm2bi� 7�b2 +QMbBbi2 M2HHǶBM/BpB/m�`2 mM� `�TT`2b2Mi�xBQM2 /2;HB
Q;;2iiB /B BMi2`2bb2 /2H T`Q#H2K� 2/ mM� /2b+`BxBQM2 /2HHǶ�H;Q`BiKQ BM
mM QTTQ`imMQ HBM;m�;;BQ MQiQ �HHǶ2b2+miQ`2X
L2H +�bQ BM +mB bB BMi2M/� 7�` mbQ /B mM 2H�#Q`�iQ`2 T2` HǶ2b2+mxBQM2
/2HHǶ�H;Q`BiKQ- [m2biǶmHiBKQ /2p2 2bb2`2 i`�/QiiQ U+Q/B}+�iQV BM mM
QTTQ`imMQ HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2X AH `BbmHi�iQ BM [m2biQ +�bQ ĕ
mM T`Q;`�KK� 2b2;mB#BH2 T2` BH +�H+QH�iQ`2X
Zm�MiQ TBɍ BH HBM;m�;;BQ /B /2b+`BxBQM2 /2HHǶ�H;Q`BiKQ ĕ pB+BMQ �H
HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2 b+2HiQ- i�MiQ TBɍ b2KTHB+2 ĕ H� 7�b2 /B
i`�/mxBQM2 2 +Q/B}+�X a2 �//B`Biim`� BH HBM;m�;;BQ /B /2b+`BxBQM2
+QBM+B/2 +QM BH HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2- H� 7�b2 /B i`�/mxBQM2 ĕ
bmT2`~m�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9j f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

*Q/B}+� U+QMiXV

A HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2 7Q`MBb+QMQ bi`mK2MiB HBM;mBbiB+B T2`
`�TT`2b2Mi�`2 ;HB �H;Q`BiKB bQiiQ 7Q`K� /B T`Q;`�KKB +?2 TQbb�MQ
2bb2`2 +QKT`2bB /� mM +�H+QH�iQ`2X
AM T�`iB+QH�`2 /Q##B�KQ `�TT`2b2Mi�`2 M2H HBM;m�;;BQ /B
T`Q;`�KK�xBQM2

HǶ�H;Q`BiKQ
H2 BM7Q`K�xBQMB BMBxB�HB
H2 BM7Q`K�xBQMB miBHBxx�i2
/�HHǶ�H;Q`BiKQ
H2 BM7Q`K�xBQMB }M�HB

=) T`Q;`�KK�
=) /�iB BM BM;`2bbQ
=) /�iB �mbBHB�`B

=) /�iB BM mb+Bi�
AM [m2biQ +Q`bQ BKT�`2`2KQ � +Q/B}+�`2 �H;Q`BiKB miBHBxx�M/Q BH
HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2 /2MQKBM�iQ *X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 99 f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

1b2+mxBQM2

G� 7�b2 +QM+HmbBp� +QMbBbi2 M2HHǶ2b2+mxBQM2 p2`� 2 T`QT`B� /2H
T`Q;`�KK�X
aT2bbQ [m2bi� 7�b2 TQ`i� �HH� Hm+2 2``Q`B +?2 TQbbQMQ +QBMpQH;2`2
+B�b+mM� /2HH2 7�bB T`2+2/2MiB- BMM2b+�M/Q mM T`Q+2/BK2MiQ /B K2bb� �
TmMiQ i�H2 /� `B+?B2/2`2 H� `2pBbBQM2 /B mM� Q TBɍ 7�bB U/�HH� bT2+B}+�-
�HH� /2}MBxBQM2 /2HHǶ�H;Q`BiKQ- �HH� +Q/B}+� /B [m2biǶmHiBKQVX
L2H +�bQ /2B HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2 KQ/2`MB- p2M;QMQ 7Q`MBiB
bi`mK2MiB U/2MQKBM�iB /B bQHBiQ /2#m;;2`V +?2 �Bmi�MQ M2HH�
BM/BpB/m�xBQM2 /2;HB 2``Q`B 2 M2HH� K2bb� � TmMiQ /2B T`Q;`�KKBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98 f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

1b2KTB

L2;HB 2b2KTB +?2 b2;mQMQ- miBHBxxB�KQ mM HBM;m�;;BQ Tb2m/Q@M�im`�H2 T2` H�
/2b+`BxBQM2 /2;HB �H;Q`BiKBX

h�H2 HBM;m�;;BQ miBHBxx�- i`� HǶ�Hi`Q- H2 +QKmMB `�TT`2b2Mi�xBQMB bBK#QHB+?2
/2B MmK2`B 2 /2HH2 QT2`�xBQMB �`BiK2iB+?2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

Zm�MiB ?�MMQ HQ x�BMQ BM [m2bi� �mH�\

aT2+B}+�
AMTmi, b2[m2Mx� /B TQbi�xBQMB 2 x�BMB BM �mH�
PmiTmi, BH MmK2`Q /B x�BMB
�H;Q`BiKQ
lM b2KTHB+2 �H;Q`BiKQ ĕ BH b2;m2Mi2,

S�bbQ RX �bbQ+B� x2`Q �H +QMi�iQ`2 L
S�bbQ kX S2` Q;MB x�BMQ +?2 p2/B `BT2iB

S�bbQ kXRX AM+`2K2Mi� L /B R
S�bbQ jX PiiB2MB BH `BbmHi�iQ /2HHǶQT2`�xBQM2 BM L

Ĕ +Q``2iiQ\

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9d f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

Zm�MiB ?�MMQ HQ x�BMQ BM [m2bi� �mH�\ U+QMiXV

aT2+B}+�
AMTmi, b2[m2Mx� /B TQbi�xBQMB 2 x�BMB BM �mH�
PmiTmi, BH MmK2`Q /B x�BMB
�H;Q`BiKQ
lM �H;Q`BiKQ TBɍ p2HQ+2 ĕ BH b2;m2Mi2,

S�bbQ RX �bbQ+B� x2`Q �H +QMi�iQ`2 L

S�bbQ kX S2` Q;MB +QTTB� /B x�BMB +?2 p2/B `BT2iB
S�bbQ kXRX AM+`2K2Mi� L /B k

S�bbQ jX PiiB2MB BH `BbmHi�iQ /2HHǶQT2`�xBQM2 BM L
Ĕ +Q``2iiQ\

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93 f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

Zm�MiB ?�MMQ HQ x�BMQ BM [m2bi� �mH�\ U+QMiXV

aT2+B}+�
AMTmi, b2[m2Mx� /B TQbi�xBQMB 2 x�BMB BM �mH�
PmiTmi, BH MmK2`Q /B x�BMB
�H;Q`BiKQ
lM �H;Q`BiKQ TBɍ p2HQ+2 K� +Q``2iiQ ĕ BH b2;m2Mi2,

S�bbQ RX �bbQ+B� x2`Q �H +QMi�iQ`2 L

S�bbQ kX S2` Q;MB +QTTB� /B x�BMB +?2 p2/B `BT2iB
S�bbQ kXRX AM+`2K2Mi� L /B k

S�bbQ jX a2 `BK�M2 mMQ x�BMQ
S�bbQ jXRX AM+`2K2Mi� L /B R

S�bbQ 9X PiiB2MB BH `BbmHi�iQ /2HHǶQT2`�xBQM2 BM L
Ĕ +Q``2iiQ\

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9N f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

S`Q#H2K� R, *�H+QHQ /2H T`Q/QiiQ /B /m2 BMi2`B TQbBiBpB

aT2+B}+�
AMTmi, /m2 p�HQ`B BMi2`B TQbBiBpB � 2 "
PmiTmi, BH p�HQ`2 /B �⇥"
�H;Q`BiKQ
a2 HǶ2b2+miQ`2 +?2 b+2;HB�KQ ĕ BM ;`�/Q /B 2z2iim�`2 imii2 H2
QT2`�xBQMB /B #�b2 bmB MmK2`B- mM b2KTHB+2 �H;Q`BiKQ ĕ BH b2;m2Mi2,

S�bbQ RX �+[mBbBb+B BH T`BKQ p�HQ`2- bB� 2bbQ �
S�bbQ kX �+[mBbBb+B BH b2+QM/Q p�HQ`2- bB� 2bbQ "
S�bbQ jX PiiB2MB BH `BbmHi�iQ /2HHǶQT2`�xBQM2 �⇥"

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 8y f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

S`Q#H2K� R U+QMiXV

*Q/B}+�
lM 2b2+miQ`2 +?2 `BbT2ii� H2 BTQi2bB T`2+2/2MiB ĕ mM� T2`bQM� /Qi�i�
/B mM� +�H+QH�i`B+2 i�b+�#BH2X G� +Q/B}+� /2HHǶ�H;Q`BiKQ BM [m2biQ +�bQ
Tmǁ 2bb2`2 �HHQ`� H� b2;m2Mi2,

S�bbQ RX .B;Bi� BM b2[m2Mx� H2 +B7`2 /2+BK�HB /2H T`BKQ p�HQ`2
S�bbQ kX .B;Bi� BH i�biQ ⇤
S�bbQ jX .B;Bi� BM b2[m2Mx� H2 +B7`2 /2+BK�HB /2H b2+QM/Q p�HQ`2
S�bbQ 9X .B;Bi� BH i�biQ =

1b2+mxBQM2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 8R f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

S`Q#H2K� R U+QMiXV

amTTQMB�KQ Q`� +?2 HǶ2b2+miQ`2 b+2HiQ bB� BM ;`�/Q /B 2z2iim�`2 bQHQ
H2 QT2`�xBQMB 2H2K2Mi�`B /B bQKK�- bQii`�xBQM2- +QM7`QMiQ i`� MmK2`BX
Ĕ M2+2bb�`BQ BM/BpB/m�`2 mM MmQpQ T`Q+2/BK2MiQ `BbQHmiBpQ +?2 i2M;�
+QMiQ /2HH2 HBKBi�i2 +�T�+Bi¨ /2HHǶ2b2+miQ`2
�H;Q`BiKQ k
S�bbQ RX �+[mBbBb+B BH T`BKQ p�HQ`2- bB� 2bbQ �
S�bbQ kX �+[mBbBb+B BH b2+QM/Q p�HQ`2- bB� 2bbQ "
S�bbQ jX �bbQ+B� y �/ mM i2`xQ p�HQ`2- bB� 2bbQ *
S�bbQ 9X 6BM+?û ">y `BT2iB

S�bbQ 9XRX aQKK� � * BH p�HQ`2 �
S�bbQ 9XkX aQii`�B � " BH p�HQ`2 R

S�bbQ 8X AH `BbmHi�iQ ĕ BH p�HQ`2 *

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 8k f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 6�bB /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2

S`Q#H2K� R, U+QMiXV

lM 2b2+miQ`2 +?2 `BbT2ii� H2 BTQi2bB T`2+2/2MiB ĕ mM #BK#Q BM ;`�/Q /B
2z2iim�`2 H2 QT2`�xBQMB `B+?B2bi2 UbQKK�- bQii`�xBQM2 2 +QM7`QMiQV 2 /B
`BTQ`i�`2 B `BbmHi�iB /B b2KTHB+B +�H+QHB bm mM [m�/2`MQX
*Q/B}+�
S�bbQ RX a+`BpB BH T`BKQ MmK2`Q M2H `B[m�/`Q �
S�bbQ kX a+`BpB BH b2+QM/Q MmK2`Q M2H `B[m�/`Q "
S�bbQ jX a+`BpB BH p�HQ`2 y M2H `B[m�/`Q *
S�bbQ 9X _BT2iB B b2;m2MiB T�bbB }M+?û BH p�HQ`2 M2H

`B[m�/`Q " ĕ K�;;BQ`2 /B y,
@ +�H+QH� H� bQKK� i`� BH p�HQ`2 BM � 2 BH p�HQ`2 BM *
@ b+`BpB BH `BbmHi�iQ Qii2MmiQ BM *
@ +�H+QH� H� /Bz2`2Mx� i`� BH p�HQ`2 BM " 2/ BH MmK2`Q R
@ b+`BpB BH `BbmHi�iQ Qii2MmiQ BM "

S�bbQ 8X AH `BbmHi�iQ ĕ [m�MiQ +QMi2MmiQ M2H `B[m�/`Q *X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 8j f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 ai�iQ

*Qb� bB BMi2M/2 +QM bi�iQ

mM� T�`iB+QH�`2 +QM};m`�xBQM2 /2HH2 BM7Q`K�xBQMB /B mM� K�++?BM�- +?2
BM [m�H+?2 KQ/Q ǳK2KQ`Bxx�Ǵ H2 +QM/BxBQMB BM +mB bB i`Qp�- 2 +?2
+�K#B� M2H i2KTQ T�bb�M/Q �/ mMǶ�Hi`� +QM};m`�xBQM2- BM 7mMxBQM2
/2B b2;M�HB /ǶBM;`2bbQX
�/ 2b2KTBQ- HQ bi�iQ Tmǁ `�TT`2b2Mi�`2 H� TQbBxBQM2 /2HHǶ�b+2MbQ`2 �/
mM +2`iQ TB�MQ /B mM 2/B}+BQX AM #�b2 �HHQ bi�iQ bB /2i2`KBM� BH KQ/Q
BM +mB HǶ�b+2MbQ`2 bB KmQp2, b2 bB BMi2M/2 �M/�`2 �H i2`xQ TB�MQ 2 +B
i`QpB�KQ �H T`BKQ TB�MQ- Q++Q``2 +?2 HǶ�b+2MbQ`2 b�H;�X
mM bBbi2K� ĕ bi�i27mH b2 ǳ`B+Q`/�Ƕ ;HB 2p2MiB T`2+2/2MiBc H2 BM7Q`K�xBQMB
`B+Q`/�i2 bQMQ +?B�K�i2 HQ bi�iQ /2H bBbi2K�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 89 f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 ai�iQ

AH +QM+2iiQ /B bi�iQ

G� bT2+B}+� U�bi`�ii�V /B mM T`Q#H2K� +QMbBbi2 M2HH� /2b+`BxBQM2 /B
mMQ bi�iQ BMBxB�H2 U+?2 /2b+`Bp2 B /�iB /2H T`Q#H2K�V 2 /B mMQ bi�iQ
}M�H2 U+?2 /2b+`Bp2 B `BbmHi�iB �ii2bBVX
aB /2p2 BM/BpB/m�`2 mM� `�TT`2b2Mi�xBQM2 /2;HB Q;;2iiB +QBMpQHiB U2
/mM[m2 /2HHQ bi�iQV /B`2ii�K2Mi2 K�MBTQH�#BH2 /�HHǶ2b2+miQ`2X
lM �H;Q`BiKQ ĕ mM� b2[m2Mx� /B T�bbB 2H2K2Mi�`B +?2- b2 2b2;mBiB-
+QKTQ`i�MQ `BT2imi2 KQ/B}+?2 /2HHQ bi�iQ }MQ �H `�;;BmM;BK2MiQ
/2HHQ bi�iQ }M�H2 /2bB/2`�iQX
G2 �xBQMB /B #�b2 +?2 HǶ2b2+miQ`2 ĕ BM ;`�/Q /B 2z2iim�`2 /2pQMQ
/mM[m2 T`2p2/2`2- i`� H2 �Hi`2- �xBQMB +?2 ?�MMQ +QK2 2z2iiQ
+�K#B�K2MiB /2HHQ bi�iQX
SQbbB�KQ T2Mb�`2 +?2 HQ bi�iQ bB� BH +QMi2MmiQ /2HH� K2KQ`B� 2 +?2 BH
+�K#B�K2MiQ /2HHQ bi�iQ �##B� +QK2 2z2iiQ BH +�K#B�K2MiQ /B �H+mM2
TQbBxBQMB /2HH� K2KQ`B�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 88 f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 ai�iQ

lMǶ�bi`�xBQM2 /2HHQ bi�iQ

.�iQ +?2 BH +�H+QHQ T`Q+2/2 �ii`�p2`bQ HǶ2H�#Q`�xBQM2 /2HHQ bi�iQ- bB /2pQMQ
TQi2` 2bT`BK2`2 p�HQ`B /BT2M/2MiB /�HHQ bi�iQX

�bi`�xBQM2 /2H +QM+2iiQ /B ai�iQ
lMQ bi�iQ ĕ mM BMbB2K2 /B �bbQ+B�xBQMB i`� MQKB bBK#QHB+B 2 p�HQ`BX
AM mMQ bi�iQ- �/ Q;MB MQK2 bBK#QHB+Q ĕ �bbQ+B�iQ �H TBɍ mM p�HQ`2X

_�TT`2b2MiB�KQ mM� �bbQ+B�xBQM2 i`� BH MQK2 bBK#QHB+Q t 2/ BH p�HQ`2 p�H
+QM H� MQi�xBQM2 ⌥⌃ ⌅⇧t ; p�H

AH p�HQ`2 /B t /BT2M/2 /�HHQ bi�iQ +Q``2Mi2- +?2 ;HB �bbQ+B� mM T�`iB+QH�`2
p�HQ`2 p�HX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 8e f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 ai�iQ

GQ bi�iQ, 2b2KTB

ai�iB +Q``2iiB
&MQK2 ; �MiQMBQ- +Q;MQK2 ; _QbbB- 2i¨ ; k8'
&BKTQ`iQ ; 0Re8y- i�bbQ ; RyW- BMi2`2bb2 ; 0Re8 '
&� ; k8- # ; j- + ; 8y'

ai�iB MQM +Q``2iiB
&MQK2 ; �MiQMBQ- MQK2 ; S�QHQ- 2i¨ ; k8'
&# ; 98- � ; R8y- # ; Ry'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 8d f RRy



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H HBM;m�;;BQ *

�##B�KQ pBbiQ +QK2 mM T`Q;`�KK� MQM bB� �Hi`Q +?2 mM �H;Q`BiKQ
+Q/B}+�iQ BM mM HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2X
S`Q#H2K�, [m�H2 HBM;m�;;BQ b+2;HB2`2 T2` H� +Q/B}+� /B mM �H;Q`BiKQ\

AH HBM;m�;;BQ M�im`�H2 b�`2##2 7�+BHK2Mi2 +QKT`2MbB#BH2 K� MQM ĕ
2b2;mB#BH2 /� mM� K�++?BM�X
AH HBM;m�;;BQ K�++?BM� ĕ 2b2;mB#BH2 K� /B /B{+BH2 +QKT`2MbBQM2X

.m2 `2[mBbBiB 7QM/�K2Mi�HB /B mM [m�HbB�bB HBM;m�;;BQ T2` H� /2b+`BxBQM2
/B �H;Q`BiKB,

/2p2 2bb2`2 T`2+BbQ T2` MQM H�b+B�`2 �/BiQ � /m##B BMi2`T`2i�iBpB
/2p2 2bb2`2 bBMi2iB+Q T2` MQM `2M/2`2 /B{+BH2 H� +QKT`2MbBQM2 /2B
T`Q;`�KKBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 83 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

AH HBM;m�;;BQ M�im`�H2 2 BH HBM;m�;;BQ K�++?BM� bB +QHHQ+�MQ BM TQbBxBQMB
QTTQbi2- bQ//Bb7�+2M/Q mMQ bQHQ /2B `2[mBbBiBX
A HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2 �/ �HiQ HBp2HHQ bQMQ T`Q;2ii�iB T`QT`BQ
T2` +QHK�`2 i�H2 /Bp�`BQX
=) bQMQ HBM;m�;;B �/�iiB � +Q/B}+�`2 �H;Q`BiKB Tm` `BK�M2M/Q
+QKT`2MbB#BHBX
G� 7�iB+� /B i`�/m``2 mM T`Q;`�KK� M2H HBM;m�;;BQ K�++?BM� ĕ
�{/�i� � T�`iB+QH�`B T`Q;`�KKB- B +QKTBH�iQ`B- +?2 i`�/m+QMQ
T`Q;`�KKB b+`BiiB M2H HBM;m�;;BQ /B TBɍ �HiQ HBp2HHQ BM T`Q;`�KKB
2[mBp�H2MiB M2H HBM;m�;;BQ K�++?BM�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 8N f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

AH HBM;m�;;BQ *

AMi`Q/m+B�KQ BMBxB�HK2Mi2 HǶBMbB2K2 /B +Qbi`miiB HBM;mBbiB+B +?2
+QbiBimBb+QMQ BH Mm+H2Q /B mM [m�HmM[m2 HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2
`2�H2- mb�M/Q ;B¨ H� bBMi�bbB /2H *X
a2Mx� 2Mi`�`2 BM 2++2bbBpB /2ii�;HB 7Q`K�HB- M2H T`2b2Mi�`2 H2 MQi�xBQMB
miBHBxx�i2 UbBMi�bbBV /B�KQ �M+?2 mM� /2b+`BxBQM2 BM7Q`K�H2
Ub2K�MiB+�V /B +Bǁ +?2 �++�/2 �H KQK2MiQ /2HHǶ2b2+mxBQM2 BM
+Q``BbTQM/2Mx� /2B p�`B +Qbi`miiBX

AH HBM;m�;;BQ +QMiB2M2 +Qbi`miiB T2`,
`�TT`2b2Mi�`2 b2KTHB+B +�H+QHB �ii`�p2`bQ H2 +QKmMB QT2`�xBQMB
HQ;B+Qf�`BiK2iB+?2 U2bT`2bbBQMBV
KQ/B}+�`2 H2 �bbQ+B�xBQMB M2HHQ bi�iQ U�bb2;M�K2MiQ 2 BM;`2bbQV
+QMi`QHH�`2 HǶQ`/BM2 /B 2b2+mxBQM2 /2HH2 �xBQMB U+QMi`QHHQV
7Q`MB`2 B `BbmHi�iB UT`Q/mxBQM2 BM mb+Bi� /2HHQ bi�iQ }M�H2V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ey f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

1bT`2bbBQMB
AH `mQHQ /2HH2 2bT`2bbBQMB ĕ [m2HHQ /B /2MQi�`2 p�HQ`B U/BTX /�HHQ bi�iQVX

1bT`2bbBQMB LmK2`B+?2
AH HBM;m�;;BQ +QMb2Mi2 /B `�TT`2b2Mi�`2 b2KTHB+B +�H+QHB �H;2#`B+B-
�ii`�p2`bQ H2 mbm�HB 2bT`2bbBQMB +Qbi`mBi2 � T�`iB`2 /�B p�HQ`B MmK2`B+B 2
/�HH2 QT2`�xBQMB /B

bQKK� Y
bQii`�xBQM2 @
T`Q/QiiQ  
/BpBbBQM2 BMi2`� f
KQ/mHQ Q `2biQ /2HH� /BpBbBQM2 BMi2`� WX

AH bB;MB}+�iQ /B mMǶ2bT`2bbBQM2 ĕ BH bmQ p�HQ`2 Qii2MmiQ b2+QM/Q H2
mbm�HB `2;QH2 /B +�H+QHQX
1b2KTBQ,

BH p�HQ`2 /B j ⇤ 8+ e ĕ kR
BH p�HQ`2 /B j ⇤ (8+ e) ĕ jj

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj eR f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

1bT`2bbBQMB U+QMiXV

PHi`2 �B p�HQ`B MmK2`B+B- H2 2bT`2bbBQMB TQbbQMQ +QMi2M2`2 MQKB bBK#QHB+B, BH
+�H+QHQ /B mMǶ2bT`2bbBQM2 +?2 +QMiB2M2 mM MQK2 bBK#QHB+Q t /BT2M/2 /�HHQ
bi�iQ- 2 T`2+Bb�K2Mi2 /�H p�HQ`2 �bbQ+B�iQ �H MQK2 t M2HHQ bi�iQX
1b2KTBQ,
BH p�HQ`2 /B j ⇤ (8+ t) ĕ

jj BM mMQ bi�iQ +?2 +QMiB2M2 HǶ�bbQ+B�xBQM2 t ; e
R3 BM mMQ bi�iQ +?2 +QMiB2M2 HǶ�bbQ+B�xBQM2 t ; R

:HB QT2`�iQ`B TQbbB2/QMQ `2;QH2 /B T`2+2/2Mx2 +?2 /2i2`KBM�MQ +QK2
�ppB2M2 H� p�Hmi�xBQM2 /2HH2 2bT`2bbBQMBX *QK2 M2HHǶ�`BiK2iB+� i`�/BxBQM�H2-
Y 2 @ ?�MMQ HQ bi2bbQ ;`�/Q /B T`BQ`Bi¨- BM72`BQ`2 � [m2HHQ /B  -f 2 WX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ek f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

1bT`2bbBQMB U+QMiXV

1bT`2bbBQMB "QQH2�M2
aB TQbbQMQ `�TT`2b2Mi�`2 +QM/BxBQMB Qpp2`Q 2bT`2bbBQMB BH +mB p�HQ`2 ĕ
mM p�HQ`2 /B p2`Bi¨ Ui`m2 Q 7�Hb2VX
G2 +QM/BxBQMB bQMQ +Qbi`mBi2 �ii`�p2`bQ H2 mbm�HB QT2`�xBQMB /B
+QM7`QMiQ U44- ! =- <- >- <=- >=V 2- +QK2 M2H +�bQ /2HH2
2bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2- BH HQ`Q p�HQ`2 Tmǁ /BT2M/2`2 /�HHQ bi�iQX
1b2KTBQ, BH p�HQ`2 /B v44tYR ĕ

i`m2 BM mMQ bi�iQ +?2 +QMiB2M2 H2 �bbQ+B�xBQMB t ; 8 2 v ; e
7�Hb2 BM mMQ bi�iQ +?2 +QMiB2M2 H2 �bbQ+B�xBQMB t ; 8 2 v ; N

*QM/BxBQMB TBɍ +QKTH2bb2 TQbbQMQ 2bb2`2 +Qbi`mBi2 �ii`�p2`bQ QT2`�iQ`B
HQ;B+B [m�HB M2;�xBQM2 UbBK#QHQ !V- +QM;BmMxBQM2 UbBK#QHQ &&V 2
/Bb;BmMxBQM2 UbBK#QHQ ||VX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ej f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

1bT`2bbBQMB U+QMiXV

aB;MB}+�iQ /B ! @ BH p�HQ`2 /B p2`Bi¨ /B ! S ĕ
i`m2 b2 BH p�HQ`2 /B p2`Bi¨ /B S ĕ 7�Hb2
7�Hb2 b2 BH p�HQ`2 /B p2`Bi¨ /B S ĕ i`m2

aB;MB}+�iQ /B && @ BH p�HQ`2 /B p2`Bi¨ /B S && Z ĕ
i`m2 b2 B p�HQ`B /B p2`Bi¨ /B S 2 Z bQMQ 2Mi`�K#B i`m2
7�Hb2 �Hi`BK2MiB
a2 S ĕ 7�Hb2 bB `2biBimBb+2 7�Hb2 b2Mx� p�Hmi�`2 Z

aB;MB}+�iQ /B || @ BH p�HQ`2 /B p2`Bi¨ /B S || Z ĕ
7�Hb2 b2 B p�HQ`B /B p2`Bi¨ /B S 2 Z bQMQ 2Mi`�K#B 7�Hb2
i`m2 �Hi`BK2MiB
a2 S ĕ i`m2 bB `2biBimBb+2 i`m2 b2Mx� p�Hmi�`2 Z

|| �M/ && ?�MMQ HQ bi2bbQ ;`�/Q /B T`BQ`Bi¨- BM72`BQ`2 � [m2HHQ /B !

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj e9 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

1b2KTBQ,
AH p�HQ`2 /B Uv >= tV &&Ut > 8V ĕ

@ i`m2 BM mMQ bi�iQ +?2 +QMiB2M2 H2 �bbQ+B�xBQMB t ; R8 2 v ; jy
@ 7�Hb2 BM mMQ bi�iQ +?2 +QMiB2M2 H2 �bbQ+B�xBQMB t ; j 2 v ; jy

AH p�HQ`2 /B Uv >= tV || Ut > 8V ĕ
@ i`m2 BM mMQ bi�iQ +?2 +QMiB2M2 H2 �bbQ+B�xBQMB t ; k 2 v ; jy
@ 7�Hb2 BM mMQ bi�iQ +?2 +QMiB2M2 H2 �bbQ+B�xBQMB t ; j 2 v ; R

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj e8 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

h�pQH2 /B p2`Bi¨ /2B T`BM+BT�HB QT2`�iQ`B HQ;B+B

T [ ¬T T ^ [ T _ [ T ) [ T () [ T ( [
6 6 h 6 6 h h h
6 h h 6 h h 6 6
h 6 6 6 h 6 6 h
h h 6 h h h h h

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ee f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

GQ bi�iQ 2 H2 p�`B�#BHB

GQ bi�iQ `�TT`2b2Mi� BH +QMi2MmiQ UKQ/B}+�#BH2V /2HH� K2KQ`B�X
lM� TQbBxBQM2 /2HH� K2KQ`B�- /2biBM�i� � +QMi2M2`2 /�iB- bB B/2MiB}+� +QM
mM� p�`B�#BH2 G2 p�`B�#BHB /mM[m2 `�TT`2b2Mi�MQ- M2B T`Q;`�KKB- H2
�bbQ+B�xBQMB /2HHQ bi�iQ
=) +7X t ; p�H BMi`Q/QiiQ T`BK�
AH p�HQ`2 /B t /BT2M/2 /�HHQ bi�iQ +Q``2Mi2- +?2 ;HB �bbQ+B� mM T�`iB+QH�`2
p�HQ`2 p�HX
G2 �bbQ+B�xBQMB TQbbQMQ 2bb2`2 KQ/B}+�i2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ed f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

S`Q;`�KK�xBQM2 BKT2`�iBp� 2 KQ/B}+� /2HHQ bi�iQ

L2HH� T`Q;`�KK�xBQM2 BKT2`�iBp�- H� +QKTmi�xBQM2 pB2M2 /2b+`Bii� BM
i2`KBMB /B bi�iQ /B T`Q;`�KK�X
AH `mQHQ /2HH2 Bbi`mxBQMB UABV ĕ [m2HHQ /B KQ/B}+�`2- +QM H� HQ`Q
2b2+mxBQM2- HQ bi�iQX

ai�iQBM AR...AM ai�iQR ARAk...AM ai�iQk ... ai�iQM�R ARAk...AM ai�iQ7BM

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj e3 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

JQ/B}+� /2HHQ bi�iQ, �aa1:L�J1LhP

lM� /2HH2 Bbi`mxBQMB +?2 +QMb2MiQMQ /B `�TT`2b2Mi�`2 KQ/B}+?2 /B
bi�iQ ĕ HǶ�bb2;M�K2MiQX
GǶ�bb2;M�K2MiQ +QMb2Mi2 /B +�K#B�`2 mMǶ�bbQ+B�xBQM2 M2HHQ bi�iQ-
Qpp2`Q BH p�HQ`2 �bbQ+B�iQ M2HHQ bi�iQ �/ mM MQK2 bBK#QHB+QX
lb2`2KQ T2` HǶ�bb2;M�K2MiQ H� b2;m2Mi2 MQi�xBQM2⇤⇥ ��t = 2tTc
/Qp2 t ĕ mM MQK2 bBK#QHB+Q UH� p�`B�#BH2 BM *V 2 2tT mM� 2bT`2bbBQM2X
GǶ2b2+mxBQM2 /2HHǶ�bb2;M�K2MiQ t = 2tTc +QMbBbi2 M2H
UBV +�H+QH�`2 BH p�HQ`2- bB� 2bbQ p�H- /2HHǶ2bT`2bbBQM2 2tT
UBBV BMi`Q/m``2 M2HHQ bi�iQ HǶ�bbQ+B�xBQM2 t ; p�H
aB MQiB +?2 UBBV +QKTQ`i� H� `BKQxBQM2 /�HHQ bi�iQ /2HH� 2p2Mim�H2
�bbQ+B�xBQM2 ;B¨ T`2b2Mi2 T2` t UbB T�`H� � [m2biQ T`QTQbBiQ /B
�bb2;M�K2MiQ /Bbi`miiBpQVX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj eN f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

�aa1:L�J1LhP, 2b2KTB

o2/B�KQ �H+mMB 2b2KTB- BM/B+�M/Q HQ bi�iQ T`BK� 2 /QTQ HǶ2b2+mxBQM2
/2;HB �bb2;M�K2MiB T`QTQbiBX G2 �bbQ+B�xBQMB KQ/B}+�i2 M2HHQ bi�iQ
}M�H2 bQMQ 2pB/2MxB�i2 BM p2`/2X

ai�iQ BMBxB�H2 �bb2;M�K2MiQ ai�iQ 6BM�H2
& t ; Ry- v ; ky' t = 8c & t ; 8- v ; ky'
& t ; Ry- v ; ky' t = v kc & t ; 9y- v ; ky'
& t ; Ry- v ; ky' t = tYRc & t ; RR- v ; ky'

aB MQiB +QK2- M2H i2`xQ 2b2KTBQ- HQ bi2bbQ MQK2 bBK#QHB+Q t ;BQ+?B mM
/mTHB+2 `mQHQ,

@ � /2bi`� /2H bBK#QHQ = BM/B+� mM p�HQ`2 UBH p�HQ`2 �bbQ+B�iQ �/ t M2HHQ
bi�iQ BMBxB�H2V

@ � bBMBbi`� /2H bBK#QHQ = BM/B+� HǶ�bbQ+B�xBQM2 /� KQ/B}+�`2 M2HHQ bi�iQ
� b2;mBiQ /2HHǶ�bb2;M�K2MiQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj dy f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

JQ/B}+� /2HHQ bi�iQ, ALSlh
G� b2+QM/� Bbi`mxBQM2 /B KQ/B}+� /2HHQ bi�iQ +QMb2Mi2 /B �+[mBbB`2
p�HQ`B /�H KQM/Q 2bi2`MQ �H KQK2MiQ /2HHǶ2b2+mxBQM2X G� MQi�xBQM2 ĕ⌥⌃ ⌅⇧b+�M7UXXX-�tVc
/Qp2 t BM/B+� mM MQK2 bBK#QHB+Q- /B +mB �t `�TT`2b2Mi� HǶBM/B`BxxQ BM
K2KQ`B�- 2 BM XXX i`Qp2`2KQ H� bi`BM;� mb�i� T2` BH +QMi`QHHQ /2H
7Q`K�iQ U�bT2iiB bm +mB iQ`M2`2KQ BM b2;mBiQVX
GǶ2b2+mxBQM2 +QMbBbi2 M2H,
UBV �+[mBbB`2 mM MmQpQ p�HQ`2- bB� 2bbQ p�H U[m�M/Q pB2M2 2b2;mBi� BH

T`Q;`�KK� bB K2ii2 BM �ii2b� +?2 HǶmi2Mi2 BKK2ii� mM p�HQ`2XV
UBBV AMi`Q/m``2 M2HHQ bi�iQ HǶ�bbQ+B�xBQM2 t ; p�H
*QK2 M2H +�bQ /2HHǶ�bb2;M�K2MiQ- BH TmMiQ UBBV +QKTQ`i� H� `BKQxBQM2
/�HHQ bi�iQ /2HHǶ2p2Mim�H2 �bbQ+B�xBQM2 ;B¨ T`2b2Mi2 T2` BH MQK2
bBK#QHB+Q Up�`B�#BH2 BM *V t
G� T`2b2Mx� /B i�H2 Bbi`mxBQM2 T2`K2ii2 /B /2b+`Bp2`2 �H;Q`BiKB ;2M2`�HB
BM +mB MQM imiiB B /�iB bQMQ MQiB � T`BQ`B- K� HQ b�`�MMQ bQHQ �H
KQK2MiQ /2HHǶ2b2+mxBQM2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj dR f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Abi`mxBQMB /B +QMi`QHHQ, a1Zl1Lw�
L2;HB 2b2KTB pBbiB BM T`2+2/2Mx� ;HB �H;Q`BiKB bQMQ bi�iB /2b+`BiiB +QK2
b2[m2Mx2 /B T�bbB 2H2K2Mi�`B /2H iBTQ
S�bbQ RX �xBQM2 R
S�bbQ kX �xBQM2 k
Ę

�##B�KQ miBHBxx�iQ mM� bQ`i� /B MmK2`�xBQM2 T2` BM/B+�`2 HǶQ`/BM2 /B
2b2+mxBQM2 /2HH2 p�`B2 �xBQMB, T`BK� �xBQM2 R TQB �xBQM2 k TQB XXXX
L2H HBM;m�;;BQ +?2 biB�KQ BMi`Q/m+2M/Q- 2 BM *- mM� b2[m2Mx� /B
�xBQMB pB2M2 `�TT`2b2Mi�i� K2/B�Mi2 mM #HQ++Q#

"

 

!

&
Bbi`mxBQM2 R
Bbi`mxBQM2 k
Ę
Bbi`mxBQM2 M
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj dk f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

a1Zl1Lw� U+QMiXV

a+`Bp2`2KQ /mM[m2
&
Bbi`mxBQM2 R
Bbi`mxBQM2 k
Ę
'

�/ BM/B+�`2 +?2 HǶQ`/BM2 /B 2b2+mxBQM2 /2B bBM;QHB T�bbB ĕ [m2HHQ i2bim�H2
/2H T`Q;`�KK�X
aB MQiB +?2 Q;MB Bbi`mxBQM2 pB2M2 2b2;mBi� � T�`iB`2 /�HHQ bi�iQ
`BbmHi�Mi2 /�HHǶ2b2+mxBQM2 /2HHǶBbi`mxBQM2 +?2 H� T`2+2/2 M2HH� b2[m2Mx�X
�bb2;M�K2MiQ 2 BM;`2bbQ bQMQ Bbi`mxBQMB b2KTHB+B BH #HQ++Q ĕ
mMǶBbi`mxBQM2 +QKTQbi�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj dj f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

a1Zl1Lw�, 2b2KTB

ai�iQ BMBxB�H2 a2[m2Mx� ai�iQ 6BM�H2
& t ; Ry- v ; ky' & t = 8c t = tYvc ' & t ; k8- v ; ky'
& t ; Ry- v ; ky' & t = tYRc v = tYRc ' & t ; RR- v ; Rk'
& t ; Ry- v ; ky' & t = tYvc v = tYvc ' & t ; jy- v ; 8y'

AM imiiB ;HB 2b2KTB- HQ bi�iQ }M�H2 bB QiiB2M2 /�HHǶ2b2+mxBQM2 /2H
b2+QM/Q �bb2;M�K2MiQ M2HHQ bi�iQ BMi2`K2/BQ `BbmHi�Mi2
/�HHǶ2b2+mxBQM2 /2H T`BKQ �bb2;M�K2MiQX
�/ 2b2KTBQ- M2H i2`xQ +�bQ,

ai�iQ BMBxB�H2 S`BK� Bbi`mxBQM2 ai�iQ AMi2`K2/BQ
& t ; Ry- v ; ky' t = tYvc & t ; jy- v ; ky'
ai�iQ BMi2`K2/BQ a2+QM/� Bbi`mxBQM2 ai�iQ 6BM�H2

& t ; jy- v ; ky' v = tYvc & t ; jy- v ; 8y'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj d9 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Abi`mxBQMB /B +QMi`QHHQ, *PL.AwAPL�G1
S2`K2ii2 /B /2i2`KBM�`2 HǶ�xBQM2 /� BMi`�T`2M/2`2 � b2+QM/� /2H
p2`B}+�`bB Q K2MQ /B mM� +QM/BxBQM2X G� MQi�xBQM2 miBHBxx�i� ĕ H�
b2;m2Mi2 ⌥⌃ ⌅⇧B7 U+QM/BxBQM2V Bbi`mxBQM2R 2Hb2 Bbi`mxBQM2k
/Qp2 +QM/BxBQM2 BM/B+� mM� 2bT`2bbBQM2 #QQH2�M�- 2 Bbi`mxBQM2R
Bbi`mxBQM2k bQMQ Bbi`mxBQMB Ub2KTHB+B Q +QKTQbi2VX
GǶ2b2+mxBQM2 /2H +QM/BxBQM�H2 B7 U*V aR 2Hb2 ak +QMbBbi2 M2H
UBV *�H+QH�`2 BH p�HQ`2- bB� 2bbQ p�H- /2HHǶ2bT`2bbBQM2 #QQH2�M� *
UBBV 1b2;mB`2 aR b2 p�H ĕ i`m2- 2b2;mB`2 ak b2 p�H ĕ 7�Hb2X
aB MQiB +?2 H� T`2b2Mx� /2HHǶBbi`mxBQM2 +QM/BxBQM�H2 MQM ĕ BM +QM~BiiQ
+QM BH `2[mBbBiQ /B MQM �K#B;mBi¨ /2;HB �H;Q`BiKB, HǶ�xBQM2 /�
BMi`�T`2M/2`2 ĕ mMBpQ+�K2Mi2 /2i2`KBM�i� /�H p�HQ`2 /B p2`Bi¨ /2HH�
+QM/BxBQM2 UM2HHQ bi�iQ /�iQV 2 /mM[m2 HǶ2b2+miQ`2 MQM /2p2 b+2;HB2`2X
SQbbB�KQ �M+?2 �p2`2 B7 �MMB/�iB UBM +�b+�i�V [m�M/Q HǶBbi`mxBQM2 /2H
`�KQ i?2M Q 2Hb2 ĕ mMǶBbi`mxBQM2 B7 Q B7@2Hb2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj d8 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

*PL.AwAPL�G1, 2b2KTB

ai�iQ BMBxB�H2 *QM/BxBQM�H2 ai�iQ 6BM�H2
B7 Ut > vV

x = tc
2Hb2 x = vc

& t ; Ry- v ; ky' & t ; Ry- v ; ky- x ; ky'

& t ; Ry- v ; 8' & t ; Ry- v ; 8- x ; Ry'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj de f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Inizio/
Fine

Istruzione

Input/
Output	

Cond	

Diagrammi	di	flusso:	forme	

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj dd f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Istr1

Cond	

if	cond	istr1	else	istr2	

Istr2

vera falsa

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj d3 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Abi`mxBQMB /B +QMi`QHHQ, *PL.AwAPL�G1 UkV

1bBbi2 �M+?2 mMǶBbi`mxBQM2 B7@2Hb2 BM +mB K�M+� H� T�`i2 2Hb2- M2HH�
[m�H2 b2 H� +QM/BxBQM2 ĕ p2`�- pB2M2 2b2;mBi� HǶBbi`mxBQM2- �Hi`BK2MiB
MQM bB 7� MB2Mi2 ⌥⌃ ⌅⇧B7 U+QM/BxBQM2V Bbi`mxBQM2R
1bBbi2 BMQHi`2 mM� b2H2xBQM2 � TBɍ pB2 Up2/B brBi+?VX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj dN f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Ai2`�xBQM2 /2i2`KBM�i� 2 BM/2i2`KBM�i�

G2 Bbi`mxBQMB Bi2`�iBp2 T2`K2iiQMQ /B `BT2i2`2 /2i2`KBM�i2 �xBQMB TBɍ
pQHi2,

mM MmK2`Q /B pQHi2 }bb�iQ =) Bi2`�xBQM2 /2i2`KBM�i�
1b2KTBQ,
7�B mM ;B`Q /2H T�`+Q /B +Q`b� T2` Ry pQHi2

}M+?ĕ mM� +QM/BxBQM2 `BK�M2 p2`� =) Bi2`�xBQM2 BM/2i2`KBM�i�
1b2KTBQ,
7BM+?ö MQM b2B b�xBQ
T`2M/B mM� +BHB2;B� /�H TB�iiQ 2 K�M;B�H�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 3y f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Abi`mxBQMB /B +QMi`QHHQ, _AS1hAwAPL1

*QMb2Mi2 /B `BT2i2`2 HǶ2b2+mxBQM2 /B mM� Bbi`mxBQM2 UQ b2[m2Mx� /B
Bbi`mxBQMBV }MQ �H p2`B}+�`bB /B mM� +2`i� +QM/BxBQM2 U+7`X 2b2KTBQ /2H
+�H+QHQ /2H T`Q/QiiQ i`� /m2 MmK2`BVX⌥⌃ ⌅⇧r?BH2 U+QM/BxBQM2V Abi`mxBQM2
/Qp2 +QM/BxBQM2 BM/B+� mM� 2bT`2bbBQM2 #QQH2�M�X
h2`KBMQHQ;B�, BM r?BH2 U*V a - H� +QM/BxBQM2 * ĕ /2ii� ;m�`/B� 2
HǶBbi`mxBQM2 a ĕ /2ii� +Q`TQ U/2H +B+HQVX
GǶ2b2+mxBQM2 /B r?BH2 U*V a +QMbBbi2 M2H
UBV *�H+QH�`2 BH p�HQ`2- bB� 2bbQ p�H- /2HHǶ2bT`2bbBQM2 #QQH2�M� *
UBBV a2 p�H ĕ 7�Hb2- i2`KBM�`2 HǶ2b2+mxBQM2X
UBBBV a2 p�H ĕ i`m2- 2b2;mB`2 a 2 `BT2i2`2 /�H TmMiQ UBVX

LQi�, b2 +QM/BxBQM2 ĕ 7�Hb� �HHǶBMBxBQ- BH +B+HQ MQM 7� MmHH�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 3R f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

_AS1hAwAPL1
1b2KTBQ, _B7Q`KmH�xBQM2 /2H T�bbQ 9 /2HHǶ�H;Q`BiKQ T2` BH T`Q/QiiQ
Up2`bBQM2 kV,

r?BH2 U#>yV
&
+ = +Y�c
# = #@Rc

'
AMimBiBp�K2Mi2- HǶ2b2+mxBQM2 /B

r?BH2 U;m�`/B�V +Q`TQ
+Q``BbTQM/2 �HHǶ2b2+mxBQM2 /B mM� b2[m2Mx� /2H iBTQ

& +Q`TQ +Q`TQ +Q`TQ XXX +Q`TQ XXX'
AM i�H2 b2[m2Mx�- Q;MB `BT2iBxBQM2 /2HHǶBbi`mxBQM2 +Q`TQ pB2M2 /2ii�
Bi2`�xBQM2 /2H +B+HQX
AM ;2M2`�H2- MQM ĕ TQbbB#BH2 /2i2`KBM�`2 � T`BQ`B BH MmK2`Q /B Bi2`�xBQMB
U+?2 Tmǁ �M+?2 2bb2`2 y M2H +�bQ BM +mB H� ;m�`/B� bB� 7�Hb� M2HHQ bi�iQ
BMBxB�H2V- /BT2M/2 /�H p2`B}+�`bB /2HH� ;m�`/B�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 3k f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

_AS1hAhAoP, 2b2KTB

r?BH2 U#>yV
&
+ = +Y�c
# = #@Rc

'
ai�iQ BMBxB�H2 ai�iQ BMi2`K2/BQ ai�iQ 6BM�H2

& � ; j- # ; k- + ; y' & � ; j- # ; R- + ; j' & � ; j- # ; y- + ; e'
r?BH2 UbQKK�<ReV
&
bQKK� = bQKK�Y�c

'
ai�iQ BMBxB�H2 ai�iQ BMi2`K2/BQ ai�iQ 6BM�H2

& � ; N- bQKK� ; y' & � ; N- bQKK� ; N' & � ; N- bQKK� ; R3'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 3j f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

_AS1hAwAPL1

GǶ�bT2iiQ TBɍ +`BiB+Q ĕ BH 7�iiQ +?2 HǶ2b2+mxBQM2 /B mM +B+HQ Tmǁ 2bb2`2
7QMi2 /B MQM i2`KBM�xBQM2 /2HHǶ2b2+mxBQM2 /2HHǶBMi2`Q �H;Q`BiKQX

r?BH2 Uj>yV t = yc
lM +B+HQ bBz�iiQ T`QpQ+� H� MQM i2`KBM�xBQM2 /2HHǶ2b2+mxBQM2- /�H
KQK2MiQ +?2 BH p�HQ`2 /B p2`Bi¨ /2HH� ;m�`/B� ĕ b2KT`2 i`m2 2 /mM[m2
HǶ2b2+mxBQM2 +Q``BbTQM/2 �/ mM� b2[m2Mx� BM}MBi�

t = yc t = yc ĘĘc t = yc ĘĘ
Ĕ +QKTBiQ /B +?B /2}MBb+2 HǶ�H;Q`BiKQ �bbB+m`�`2 +?2 B +B+HB T`2b2MiB
MQM /B�MQ HmQ;Q � MQM i2`KBM�xBQM2X
G� T`�iB+� T`Q;`�KK�iBp�- 2/ BH #mQM b2MbQ- bm;;2`Bb+QMQ �/ 2b2KTBQ
/B miBHBxx�`2 +B+HB BM +mB,

@ BH p�HQ`2 /B p2`Bi¨ /2HH� ;m�`/B� /BT2M/2 /�HHQ bi�iQc
@ HǶ2b2+mxBQM2 /2H +Q`TQ +QKTQ`i� KQ/B}+?2 /B �bbQ+B�xBQMB M2HHQ bi�iQ
/�HH2 [m�HB /BT2M/2 BH p�HQ`2 /B p2`Bi¨ /2HH� ;m�`/B�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 39 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

_AS1hAwAPL1

G2 BM/B+�xBQMB �TT2M� pBbi2 MQM bQMQ imii�pB� bm{+B2MiB � ;�`�MiB`2 H�
i2`KBM�xBQM2 /2HHǶ2b2+mxBQM2X aB +QMbB/2`B �/ 2b2KTBQ BH +B+HQ,

r?BH2 Ut>yV t = tYRc
+?2 bQ//Bb7� 2Mi`�K#B B `2[mBbBiB `B+?B2biB- K� +?2 Tmǁ MQM i2`KBM�`2
M2H +�bQ BM +mB p2M;� 2b2;mBiQ � T�`iB`2 /� mMQ bi�iQ /Qp2 BH p�HQ`2
�bbQ+B�iQ �H MQK2 t ĕ mM p�HQ`2 TQbBiBpQX
� T�`iB`2 /�;HB �MMB Ƕdy bQMQ bi�iB bpBHmTT�iB /2B K2iQ/B 7Q`K�HB T2` H�
p2`B}+� /B +Q``2ii2xx� /B T`Q;`�KKB- +?2 +QKT`2M/QMQ i2+MB+?2 T2` H�
/BKQbi`�xBQM2 7Q`K�H2 /B T`QT`B2i¨ /B i2`KBM�xBQM2 /2B +B+HBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 38 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Abi`mxBQM2 7Q`

Zm�M/Q BH MmK2`Q /B `BT2iBxBQMB M2+2bb�`B2 MQM ĕ MQiQ �H KQK2MiQ /2HH�
b+`Biim`� /2H T`Q;`�KK� bB Tmǁ `B+Q``2`2 �H 7Q`✏

�
�
�

7Q` UBbi`@Rc 2bT`@kc Bbi`@jV
Bbi`mxBQM2

Bbi`@R b2`p2 � BMBxB�HBxx�`2 BH +QMi�iQ`2 Q p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ
2bT`@k ĕ H� p2`B}+� /B }M2 +B+HQ, bB p2`B}+� b2 H� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ
?� `�;;BmMiQ mM HBKBi2 T`2}bb�iQ
Bbi`@j b2`p2 �/ �;;BQ`M�`2 H� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ �HH� }M2 /2H +Q`TQ
/2H +B+HQ
Bbi`mxBQM2 ĕ BH +Q`TQ /2H +B+HQ

�/ 2b2KTBQ, 7Q` UB 4 Rc B <4 Ryc B4BYRV t 4 tYRc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 3e f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

6P_, 2b2KTB

r?BH2 U#>yV
&
+ = +Y�c
# = #@Rc

'
Tmǁ 2bb2`2 `2bQ /�HHǶ2[mBp�H2Mi2 T`Q;`�KK� +QM BH 7Q`

7Q` UB 4 yc B < #c B4BYRV
&
+ = +Y�c

'
/Qp2 B ĕ H� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ +?2 +QMi� [m�Mi2 pQHi2 /Q##B�KQ
bQKK�`2 �X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 3d f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Abi`mxBQM2 /Q@r?BH2

L2HHǶBbi`mxBQM2 r?BH2 H� +QM/BxBQM2 pB2M2 +QMi`QHH�i� �HHǶBMBxBQ /B Q;MB
Bi2`�xBQM2X
GǶBbi`mxBQM2 /Q@r?BH2 ĕ bBKBH2 �HHǶBbi`mxBQM2 r?BH2- K� H� +QM/BxBQM2
pB2M2 +QMi`QHH�i� �HH� }M2 /B Q;MB Bi2`�xBQM2⌫

�



�
/Q

Bbi`mxBQM2
r?BH2 U2bT`2bbBQM2Vc

GǶBbi`mxBQM2 ĕ b2K�MiB+�K2Mi2 2[mBp�H2Mi2 �
Bbi`mxBQM2
r?BH2 U2bT`2bbBQM2V
Bbi`mxBQM2

=) mM� Bi2`�xBQM2 pB2M2 2b2;mBi� +QKmM[m2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 33 f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Cond

while cond istr

Istr

falsa

vera

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 3N f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Cond

for (istr1: cond; istr2) istr;

Istr

falsa

vera

Istr1

Istr2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ny f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Cond	

do	istr	while	cond		

Istr

falsa vera

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj NR f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

Abi`mxBQMB /B mb+Bi�, PlhSlh

S2`K2ii2 /B `2M/2`2 pBbB#BH2 �HHǶ2bi2`MQ H� T�`i2 /2bB/2`�i� /2HHQ bi�iQX
G� MQi�xBQM2 miBHBxx�i� ĕ ⌥⌃ ⌅⇧T`BMi7UXXX-tVc
/Qp2 t BM/B+� mM MQK2 bBK#QHB+Q 2 BM XXX i`Qp2`2KQ H� bi`BM;� mb�i�
T2` BH +QMi`QHHQ /2H 7Q`K�iQ U�bT2iiB bm +mB iQ`M2`2KQVX
GǶ2b2+mxBQM2 /B [m2bi� Bbi`mxBQM2 +QMbBbi2 M2H,
UBV _2+mT2`�`2 BH p�HQ`2- bB� 2bbQ p�H- �bbQ+B�iQ M2HHQ bi�iQ �H MQK2

bBK#QHB+Q tX
UBBV S`Q/m``2 BM mb+Bi� i�H2 p�HQ`2X
Zm2bi� QT2`�xBQM2 MQM +QKTQ`i� H� KQ/B}+� /2HHQ bi�iQX L2B
HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2 `2�HB- HǶ2b2+mxBQM2 /2HH2 QT2`�xBQMB /B
mb+Bi� T`Q/m+2 /B bQHBiQ H� pBbm�HBxx�xBQM2 /B p�HQ`B bm bmTTQ`iB }bB+B
[m�HB pB/2Q- bi�KT�MiB 2i+X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Nk f Rjd



S`Q;`�KK�xBQM2 S`BK� BMi`Q/mxBQM2 �H *

S`Q;`�KK�xBQM2 bi`miim`�i�

aB T�`H� /B T`Q;`�KK�xBQM2 bi`miim`�i� b2 bB miBHBxx�MQ bQHQ H2 b2;m2MiB
bi`miim`2 U+QM+�i2M�i2 BM b2[m2Mx� Q �MMB/�i2 mM� /2Mi`Q HǶ�Hi`�- K� MQM
BMi`2++B�i2 i`� HQ`QV- T2` �Hi2`�`2 BH ~mbbQ /2H +QMi`QHHQ,

b2[m2MxB�H2
+QM/BxBQM�H2
Bi2`�iBp�

Ĕ bi�iQ /BKQbi`�iQ +?2 [m2bi2 i`2 bi`miim`2 bQMQ bm{+B2MiB T2` 2bT`BK2`2
mM [m�HbB�bB �H;Q`BiKQX AMQHi`2 +B T2`K2iiQMQ /B,

b+`Bp2`2 T`Q;`�KKB 7�+BHK2Mi2 H2;;B#BHB 2 KQ/B}+�#BHB- 2 /B
2pBi�`2 HǶmbQ /2HH� T`Q;`�KK�xBQM2 � b�HiB U;Q iQV +?2 Tmǁ TQ`i�`2 �
[m2HHQ +?2 bB /2}MBb+2 /BbT`2;B�iBp�K2Mi2 bT�;?2iiB +Q/2- mM�
T`Q;`�KK�xBQM2 +?2 TQ`i� �/ mM� bi`miim`� /B +QMi`QHHQ /2H ~mbbQ
+QKTH2bb� 2 TQ+Q +QKT`2MbB#BH2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Nj f kke



�ii`B#miB �H;Q`BiKB

�ii`B#miB /2;HB �H;Q`BiKB

lM �H;Q`BiKQ /2p2 2bb2`2,
+Q``2iiQ- Qpp2`Q /2p2 7Q`MB`2 mM `BbmHi�iQ +Q``2iiQc
+QKTQbiQ +QM B +Qbi`miiB TBɍ QTTQ`imMBc
/B 7�+BH2 +QKT`2MbBQM2- T2` 7�pQ`B`2 H� K�Mmi2MxBQM2 /2B T`Q;`�KKBc
TQbbB#BHK2Mi2 2H2;�Mi2c
2{+B2Mi2 BM i2`KBMB /B i2KTQ U[m�MiQ H�pQ`Q Q Bbi`mxBQMB Q++Q``QMQV 2
/B bT�xBQ U[m�Mi� K2KQ`B� bB Q++mT�VX aQHBi�K2Mi2 HǶ2{+B2Mx� bB
KBbm`� BM i2`KBMB /B Q`/BM2 /B ;`�M/2xx�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj N9 f kke



1b2KTB /ǶmbQ

S`Q#H2K�, *�H+QHQ /2H p�HQ`2 �bbQHmiQ /B mM MmK2`Q BMi2`Q

o2/B�KQ �H+mMB 2b2KTB /B bT2+B}+� /B �H;Q`BiKBX
aT2+B}+�,
ai�iQ BMBxB�H2, & MmK2`Q ; � '
ai�iQ }M�H2, & `BbmHi�iQ ; |�| '

/Qp2 � BM/B+� mM U;2M2`B+QV p�HQ`2 BMi2`Q- /Bp2`bQ /� x2`QX
�H;Q`BiKQ,

B7 UMmK2`Q > yV
`BbmHi�iQ = MmK2`Qc

2Hb2 `BbmHi�iQ = @ MmK2`Qc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj N8 f kke



1b2KTB /ǶmbQ

S`Q#H2K�, b+�K#B�`2 BH p�HQ`2 /B /m2 p�`B�#BHB

aT2+B}+�,

ai�iQ BMBxB�H2, & t ; �- v ; " '
ai�iQ }M�H2, & t ; "- v ; � '

�H;Q`BiKQ,

i2KT = tc
t = vc
v = i2KTc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ne f kke



1b2KTB /ǶmbQ

S`Q#H2K�, b+�K#B�`2 BH p�HQ`2 /B /m2 p�`B�#BHB U+QMiXV

aB MQiB HǶmiBHBxxQ /B mM MQK2 bBK#QHB+Q �;;BmMiBpQ Ui2KTV, ĕ 2bb2MxB�H2
T2` TQi2` 2z2iim�`2 +Q``2ii�K2Mi2 HQ b+�K#BQ i`� B p�HQ`B �bbQ+B�iB �B
/m2 BMi2`B U� +�mb� /2H +�`�ii2`2 /Bbi`miiBpQ /2HHǶ�bb2;M�K2MiQ 2 /2HH�
b2[m2MxB�HBi¨ /2HHǶ2b2+mxBQM2VX
Ĕ 7�+BH2 p2`B}+�`2 +?2 mM� b2[m2Mx� /2H iBTQ

t = vc
v = tc

MQM +QMb2Mi2- BM ;2M2`�H2- /B b+�K#B�`2 B p�HQ`B �bbQ+B�iB � t 2 vX
1b2KTBQ,

ai�iQ BMBxB�H2 ai�iQ AMi2`K2/BQ
& t ; Ry- v ; ky' t = vc & t ; ky- v ; ky'
ai�iQ BMi2`K2/BQ ai�iQ 6BM�H2

& t ; ky- v ; ky' v = t & t ; ky- v ; ky'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Nd f kke



1b2KTB /ǶmbQ

S`Q#H2K�, Q`/BM�`2 /m2 BMi2`B TQbBiBpB
aT2+B}+�,

ai�iQ BMBxB�H2, & MmKR ; �- MmKk ; " '
ai�iQ }M�H2, & MmKR ; K�tU�-"V- MmKk ; KBMU�-"V '

�H;Q`BiKQ,

B7 UMmKR < MmKkV
&

i2KT = MmKRc
MmKR = MmKkc
MmKk = i2KTc

'

�hh1LwAPL1, MQM #�bi� bi�#BHB`2 BH K�bbBKQ 2 BH KBMBKQc Q++Q``2
�M+?2 +?2- �HH� }M2- BH K�bbBKQ bB� �bbQ+B�iQ � MmKR 2 BH KBMBKQ �
MmKkX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj N3 f kke



1b2KTB /ǶmbQ

S`Q#H2K�, 1H2p�K2MiQ � TQi2Mx�

aT2+B}+�,

ai�iQ BMBxB�H2, & #�b2 ; �- 2bTQM2Mi2 ; " ' +QM �>y 2 " �y
ai�iQ }M�H2, & `BbmHi�iQ ; �"'

GǶ�H;Q`BiKQ bB #�b� bmHH� b2;m2Mi2- #2M MQi�- /2}MBxBQM2 /B
2H2p�K2MiQ � TQi2Mx�X

�y = R
�" = � ⇥ � ⇥ . . .⇥ �| {z } (b2 " > y)

" pQHi2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj NN f kke



1b2KTB /ǶmbQ

�H;Q`BiKQ,

`BbmHi�iQ = Rc
r?BH2 U2bTQM2Mi2 > yV
&

`BbmHi�iQ = `BbmHi�iQ  #�b2c
2bTQM2Mi2 = 2bTQM2Mi2 @ Rc

'
L2HHǶ�H;Q`BiKQ- bB BTQiBxx� +?2 B p�HQ`B BMBxB�HB /B #�b2 2/ 2bTQM2Mi2
bQ//Bb}MQ B `2[mBbBiB /2HH� bT2+B}+�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ryy f kke



1b2KTB /ǶmbQ

AMTmifPmiTmi

L2B T`Q#H2KB pBbiB }MQ �/ Q`� MQM +B bB�KQ T`2Q++mT�iB /B �+[mBbB`2 B
/�iB BMBxB�HB Mû /B T`Q/m``2 BM mb+Bi� B `BbmHi�iB }M�HBX
1b2KTBQ, P`/BM�`2 /m2 p�HQ`B BMi2`B �+[mBbBiB BM BMTmi 2 bi�KT�`2 B
p�HQ`B Q`/BM�iBX
�H;Q`BiKQ,
b+�M7U]W/]-�MmKRVc
b+�M7U]W/]-�MmKkVc
B7 MmKR < MmKk
&

i2KT = MmKRc
MmKR = MmKkc
MmKk = i2KTc

'
T`BMi7U]W/]-MmKRVc
T`BMi7U]W/]-MmKkVc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RyR f kke



1b2KTB /ǶmbQ

JQHiBTHB+�xBQM2 2;BxB�

S`BKQ �H;Q`BiKQ /Q+mK2Mi�iQ US�TB`Q /B �?K2b- +� Re8y �X*V
ai�iQ BMBxB�H2, &� ; �- # ; "' +QM �-" > y
ai�iQ }M�H2, &T ; � "'

�H;Q`BiKQ,
b+�M7U]W/]-��Vc b+�M7U]W/]-�#Vc + = y
r?BH2 U� = yV
&

B7 U� Đ /BbT�`BV
&+ = + Y #c'

� = �fkc
# = # kc '

T`BMi7U]W/]-+Vc
MQi� +?2 H� /BpBbBQM2 ĕ BMi2`�
� ĕ /BbT�`B Tmǁ 2bb2`2 p2`B}+�iQ +QM H� +QM/BxBQM2 �%k == R

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ryk f kke



1b2KTB /ǶmbQ

JQHiBTHB+�xBQM2 2;BxB� U+QMiXV

�H;Q`BiKQ,
b+�M7U]W/]-��Vc b+�M7U]W/]-�#Vc + = y
r?BH2 U� = yV
&

B7 U� Đ /BbT�`BV
&+ = + Y #c'

� = �fkc
# = # kc '

T`BMi7U]W/]-+Vc
� T�`B ) � # 4 U�fkV k#

� /BbT�`B )
� ⇤ # = (�/k) ⇤ k# = (� � R+ R)/k ⇤ k#
(� � R+ R)/k ⇤ k# = ((� � R)/k+ R/k) ⇤ k#
((� � R)/k+ R/k) ⇤ k# = ((� � R)/k) ⇤ k# + #

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ryj f kke



1b2KTB /ǶmbQ

JQHiBTHB+�xBQM2 2;BxB� U+QMiXV

�H;Q`BiKQ,
b+�M7U]W/]-��Vc b+�M7U]W/]-�#Vc + = y
r?BH2 U� = yV&

B7 U� Đ /BbT�`BV &+ = + Y #c'
� = �fkc
# = # kc'

T`BMi7U]W/]-+Vc
{� = Re, # = ke, + = y}- {� = 3, # = 8k, + = y}-
{� = 9, # = Ry9, + = y}- {� = k, # = ky3, + = y}-
{� = R, # = 9Re, + = y} {� = y, # = 9Re, + = 9Re}
{� = R8, # = ke, + = y}- {� = d, # = 8k, + = ke}-
{� = j, # = Ry9, + = d3}- {� = R, # = ky3, + = R3k}
{� = y, # = 9Re, + = jNy}

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ry9 f kke



1b2KTB /ǶmbQ

S`Q#H2K�, *�H+QH�`2 [mQxB2Mi2 2 `2biQ /2HH� /BpBbBQM2 i`�
/m2 MmK2`B M�im`�HB MQM MmHHBX

aT2+B}+�,
ai�iQ BMBxB�H2, &t ; �- v ; "' +QM �-" > y
ai�iQ }M�H2, &t ; �- v ; "- [ ; Z- ` ; _'

+QM � 4 Z · " Y _ 2 y  _ < "
amTTQMB�KQ +?2 HǶ2b2+miQ`2 MQM b�TTB� 2b2;mB`2 /B`2ii�K2Mi2 H�
/BpBbBQM2- K� bQHQ H� bQKK� 2 H� bQii`�xBQM2X
�H;Q`BiKQ,
[ = yc
` = tc
r?BH2 U` � vV
&

[ = [ Y Rc
` = ` @ vc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ry8 f kke



1b2KTB /ǶmbQ

*�H+QH�`2 BH J*. +QM HǶ�H;Q`BiKQ /B 1m+HB/2

.�iB /m2 M�im`�HB MQM MmHHB bB +�H+QH� BH J*. miBHBxx�M/Q H2 b2;m2MiB
T`QT`B2i¨,

J*.(t , t) = t
J*.(t , v) = J*.(t � v , v) b2 t > v
J*.(t , v) = J*.(t , v � t) b2 v > t

aT2+B}+�,
ai�iQ BMBxB�H2, &t ; �- v ; "' +QM �-" > y
ai�iQ }M�H2, &t ; J*.U�-"V'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rye f kke



1b2KTB /ǶmbQ

*�H+QH�`2 BH J*. +QM HǶ�H;Q`BiKQ /B 1m+HB/2 U+QMiXV

�H;Q`BiKQ,
r?BH2 Ut ! = vV
&

B7 Ut = vV
t = t @ vc

2Hb2
v = v @ tc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ryd f kke



1b2KTB /ǶmbQ .B�;`�KKB /B ~mbbQ

a > 0

Mol$plicazione	Egizia	

falsa

vera

Inizio

scanf(…,&a,&b)

printf(…,c)

c = c + b

vera

falsa

Fine

c = 0

a = a/2

b = 2* b

a%2==1

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ry3 f kke



1b2KTB /ǶmbQ .B�;`�KKB /B ~mbbQ

x != y

MCD	

falsa

vera

Inizio

scanf(…,&x,&y)

printf(…,x)

x > y

y = y - x x = x - y

vera

falsa

Fine

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RyN f kke



hBTB /B /�iQ

hBTB /B /�iQ

T2` iBTQ /B /�iQ bB BMi2M/2 mM BMbB2K2 /B p�HQ`B 2 /B QT2`�xBQMB +?2 bB
TQbbQMQ �/ 2bbB �TTHB+�`2X
�H+mMB iBTB /B /�iQ UMmK2`B BMi2`B- +�`�ii2`B- 2++XV- /2iiB iBTB T`BKBiBpB
bQMQ 7Q`MBiB /B`2ii�K2Mi2 /�H HBM;m�;;BQX
aB TQbbQMQ imii�pB� BMi`Q/m``2 MmQpB iBTB /B /�iQ �/�iiB �H T`Q#H2K� /�
�z`QMi�`2X
L2H +�bQ b2`p�MQ /�iB �;;`2;�iB U�/ 2bX mM� /�i�- mM p2iiQ`2- 2++XV- bB
Tmǁ BM}M2 `B+Q``2`2 �B iBTB /B /�iQ bi`miim`�iBX aB /2p2 TQi2` �++2/2`2
�B bBM;QHB 2H2K2MiBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RRy f kke



1b2`+Bi�xBQM2 R

1b2KTB /B �H;Q`BiKB

o2/B�KQ /�TT`BK� /m2 2b2`+BxB- BM +mB +B +QM+2Mi`B�KQ bmHHQ bi�iQX
1b2KTBQ, P`/BM�`2 i`2 p�HQ`B BMi2`B /BbiBMiB i`� HQ`Q
ai�iQ BMBxB�H2,

�
t ; �- v ; "- x ; *

 
+QM �-"-* /BbiBMiB i`� HQ`Q

ai�iQ }M�H2,
�
t ; K�tU&�-"-*'V-
v ; K�tU(&�-"-*' \ &K�tU&�-"-*'V')V-
x ; KBMU&�-"-*'V

 

�H;Q`BiKQ

S�bbQ RX ǳP`/BMB�KQǴ t 2 v- TQ`i�M/Q+B M2HHQ bi�iQ BMi2`K2/BQ
ai�iQ R,

�
t ; K�tU&�-"'V- v ; KBMU&�-"'V- x ; *

 

S�bbQ kX ǳP`/BMB�KQǴ t 2 x- TQ`i�M/Q+B M2HHQ bi�iQ BMi2`K2/BQ
ai�iQ k,

�
t ; K�tU&�-"-*'V- v ; KBMU&�-"'V
x ; KBMUK�tU&�-"'V- *V

 

S�bbQ jX ǳP`/BMB�KQǴ v 2 x- TQ`i�M/Q+B M2HHQ bi�iQ }M�H2 /2bB/2`�iQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RRR f k89



1b2`+Bi�xBQM2 R

*mQ`2 /2HH� bQHmxBQM2
B7 Ut < vV
&

i2KT = tc
t = vc
v = i2KTc

' �
t ; K�tU&�-"'V- v ; KBMU&�-"'V- x ; *

 

B7 Ut < xV
&

i2KT = tc
t = xc
x = i2KTc

' �
t ; K�tU&�-"-*'V- v ; KBMU&�-"'V- x ; KBMUK�tU&�-"'V- *V

 

B7 Uv < xV
&

i2KT = vc
v = xc
x = i2KTc

'
ai�iQ 7BM�H2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RRk f k89



1b2`+Bi�xBQM2 R

1b2KTBQ, *�H+QH�`2 BH K�bbBKQ /B i`2 BMi2`BX
ai�iQ BMBxB�H2, &t ; �- v ; "- x ; *'
ai�iQ }M�H2, &K�bbBKQ ; K�tU&�-"-*'V'

*mQ`2 /2HH� bQHmxBQM2 R UKB;HBQ`2V
B7 Ut > vV

K�bbBKQ = tc
2Hb2

K�bbBKQ = vc�
K�t ; K�tU&�-"'V'

B7 Ux > K�bbBKQV
K�bbBKQ = xc

ai�iQ 7BM�H2
*mQ`2 /2HH� bQHmxBQM2 k

B7 Ut > vV
B7 Ut > xV
K�bbBKQ = tc

2Hb2
K�bbBKQ = xc

2Hb2
B7 Uv > xV
K�bbBKQ = vc

2Hb2
K�bbBKQ = xc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RRj f k89



1b2`+Bi�xBQM2 R

o2/B�KQ Q`� /m2 2b2`+BxB 2 H� HQ`Q bQHmxBQM2 +QM imiiB B /2ii�;HBX 1b2KTBQ,
*�H+QH�`2 BH K�bbBKQ /B L BMi2`B /�iB /� HBM2� /B +QK�M/Q- +QM L /�iQ /�
HBM2� /B +QK�M/Q

.Q##B�KQ +�H+QH�`2 BH K�bbBKQ K�MQ � K�MQ +?2 ;HB BMi2`B p2M;QMQ
BMb2`BiB
liBHBxxB�KQ mM +B+HQ +QMi`QHH�iQ /� mM� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ B +?2
�bbmK2 imiiB B p�HQ`B }MQ � LX
6�++B�KQ BM KQ/Q +?2- �/ Q;MB Bi2`�xBQM2- BH K�bbBKQ i`� B p�HQ`B }MQ
� [m2H TmMiQ BMb2`BiBX S2` Qii2M2`2 [m2biQ � Q;MB Bi2`�xBQM2
+QM7`QMiB�KQ HǶ2H2K2MiQ +Q``2Mi2 +QM BH ǳK�bbBKQ BM +�`B+�ǴX
�HH� }M2 /2H +B+HQ �##B�KQ BH K�bbBKQ i`� imiiB B p�HQ`BX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RR9 f k89



1b2`+Bi�xBQM2 R

aQHmxBQM2,
BM+Hm/2 Ibi/BQX?=
BMi K�BMUV
&
BMi M-+Q``c
BMi K�tc
T`BMi7U]AMi`Q/m+B BH MmK2`Q /B BMi2`B\M]Vc
b+�M7U]W/]- �MVc
T`BMi7U]AMi`Q/m+B BH T`BKQ BMi2`Q /2HH� b2[m2Mx�\M]Vc
b+�M7U]W/]- �K�tVc
r?BH2 UM @ R = yV
&
T`BMi7U]AMi`Q/m+B BH MmQpQ BMi2`Q /2HH� b2[m2Mx�\M]Vc
b+�M7U]W/]- �+Q``Vc
B7 U+Q`` = K�tV
K�t 4 +Q``c

M 4 M@Rc
'

T`BMi7U]AH K�bbBKQ 2^, WX/\M]-K�tVc
`2im`M yc '

S2` +�H+QH�`2 BH K�bbBKQ /B E 2H2K2MiB /2pQ 7�`2 E@R +QM7`QMiB- /�iQ +?2
bQMQ T`QT`BQ E@R ;HB 2H2K2MiB +?2 /2pQMQ mb+B`2 T2`/2MiBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RR8 f k89



1b2`+Bi�xBQM2 R

1b2KTBQ, *�H+QHQ /2H 7�iiQ`B�H2 /B mM MmK2`Q M�im`�H2X _B+Q`/B�KQ +?2,

M! =
(
R b2 M = y
R · k · . . . · (M � R) · M b2 M > y

aT2+B}+�,
ai�iQ BMBxB�H2,

�
M ; L

 
+QM L � y

ai�iQ }M�H2,
�
M ; L- 7�ii ; L5

 

�ii2MxBQM2, H� bT2+B}+� BKTQM2 +?2 BH p�HQ`2 /B M MQM /2p2 +�K#B�`25

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RRe f k89



1b2`+Bi�xBQM2 R

aQHmxBQM2,

7�ii = Rc
B = Rc
r?BH2 UB <4 MV
&

7�ii = 7�ii  Bc
B = B Y Rc

'
B pB2M2 +?B�K�i� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ /2H +B+HQ- /�iQ +?2 HǶ2b2+mxBQM2 /B Q;MB
Bi2`�xBQM2 /BT2M/2 /�H p�HQ`2 /B B- Q +QMi�iQ`2 /�iQ +?2 pB2M2 BM+`2K2Mi�i� /B
R �HH� }M2 /B Q;MB Bi2`�xBQM2

=) T2` Q;MB p�HQ`2 /B B 2 (R-L) ĘĘ
�/ Q;MB Bi2`�xBQM2 /2H +B+HQ- p�H2 H� b2;m2Mi2 T`QT`B2i¨,

7�ii 4
B�RQ
D=R

D 4 UB@RV5 U•V

�H i2`KBM2 /2H +B+HQ- [m�M/Q +BQĕ B4LYR- H� U•V /Bp2Mi�
7�ii 4 L5- Qpp2`Q HQ bi�iQ }M�H2 /2bB/2`�iQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RRd f k89



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

:MQ++?B BM #`Q/Q US2HH2;`BMQ �`imbB- R3NRV

XXX ĕ mM� KBM2bi`� /� 7�`b2M2 QMQ`2c K� b2 MQM pQH2i2 +QMbmK�`2
�TTQbBi�K2Mi2 T2` H2B mM T2iiQ /B TQHH�bi`� Q /B +�TTQM2- �bT2ii�i2 +?2 pB
+�TBiB /ǶQ++�bBQM2X *mQ+2i2 M2HHǶ�+[m�- Q K2;HBQ � p�TQ`2- ;`�KKB kyy /B
T�i�i2 ;`Qbb2 2 7�`BM�+22 2 T�bb�i2H2 T2` Bbi�++BQX � [m2bi2 mMBi2 BH T2iiQ /B
TQHHQ H2bbQ i`Bi�iQ }MBbbBKQ +QHH� HmM2ii�- ;`�KKB 9y /B T�`KB;B�MQ
;`�ii�iQ- /m2 `QbbB /ǶmQpQ- b�H2 [m�MiQ #�bi� 2 Q/Q`2 /B MQ+2 KQb+�i�X
J2b+QH�i2 2 p2`b�i2 BH +QKTQbiQ bmHH� bTB�M�iQB� bQT`� � ;`�KKB jy Q 9y
U+?2 i�MiB /2pQMQ #�bi�`2V /B 7�`BM� T2` H2;�`HQ- 2 TQi2`HQ iB`�`2 �
#�biQM+BMB ;`QbbB [m�MiQ BH /BiQ KB;MQHQX h�;HB�i2 [m2biB � iQ++?2iiB 2
;2ii�i2HB M2H #`Q/Q #QHH2Mi2 Qp2 mM� +Qiim`� /B +BM[m2 Q b2B KBMmiB b�`¨
bm{+B2Mi2X Zm2bi� /Qb2 TQi`¨ #�bi�`2 T2` b2ii2 Q/ QiiQ T2`bQM2X a2 BH
T2iiQ /B TQHHQ ĕ ;`QbbQ- /m2 bQHB `QbbB MQM b�`�MMQ bm{+B2MiBXXX

G� `B+2ii� ĕ TB�+2pQH2 /� H2;;2`2- K� MQM ĕ 7�+BH2 /� b2;mB`2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RR3 f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

:MQ++?B BM #`Q/Q U+QMiXV

.Pa1, d@3 T2`bQM2
AL:_1.A1LhA, kyy /B T�i�i2 ;`Qbb2 2 7�`BM�+22- 9y ; T�`KB;B�MQ- k `QbbB
/B mQpQ- b�H2 2 MQ+2 KQb+�i� [X#X- mM T2iiQ /B TQHHQ- jy@9y ; 7�`BM�

*mQ+2i2 M2HHǶ�+[m� Q � p�TQ`2 H2 T�i�i2
T�bb�i2H2 �H b2i�++BQ
mMBi2 TQHHQ H2bbQ i`Bi�iQ- T�`KB;B�MQ- mQp�- b�H2 2 MQ+2 KQb+�i�
p2`b�i2 BH +QKTQbiQ bmHH� bTB�M�iQB�- K2b+QH�M/QHQ +QM H� 7�`BM�
iB`�`2 BH +QKTQbiQ � #�biQM+BMB /2HHQ bT2bbQ`2 /2H /BiQ KB;MQHQ
i�;HB�`2 B #�biQM+BMB � iQ++?2iiB
;2ii�`2 B iQ++?2iiB M2HHǶ�+[m� #QHH2Mi2 2 +mQ+2`HB T2` 8@e KBMmiBX

G� `B+2ii� MQM ĕ �Hi`2ii�MiQ TB�+2pQH2 /� H2;;2`2- K� ĕ 7�+BH2 /� b2;mB`2-
�M+?2 b2 T`2b2Mi� /2HH2 �K#B;mBi¨X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RRN f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

AMi`Q/mxBQM2 �H HBM;m�;;BQ *

�##B�KQ ;B¨ pBbiQ +QK2 mM T`Q;`�KK� MQM bB� �Hi`Q +?2 mM �H;Q`BiKQ
+Q/B}+�iQ BM mM HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2 2 +?2
A HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2 �/ �HiQ HBp2HHQ bB T`2bi�MQ � +Q/B}+�`2
�H;Q`BiKB- Tm` `BK�M2M/Q +QKT`2MbB#BHB- TQM2M/QbB [mBM/B �/ mM HBp2HHQ
BMi2`K2/BQ i`� BH HBM;m�;;BQ M�im`�H2 2 BH HBM;m�;;BQ K�++?BM�
A +QKTBH�iQ`B bQMQ T`Q;`�KKB +?2 i`�/m+QMQ T`Q;`�KKB b+`BiiB M2H
HBM;m�;;BQ /B TBɍ �HiQ HBp2HHQ BM T`Q;`�KKB 2[mBp�H2MiB M2H HBM;m�;;BQ
K�++?BM�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rky f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

o2/`2KQ BH +QbB/2iiQ �LaA * Ubi�M/�`/ /2H RN3N- +QM bm++2bbBp2
�;;BmMi2V
AH T`BKQ T`Q;`�KK� *, +B�Q KQM/Q

OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=
BMi K�BMUV

f ai�KT� mM K2bb�;;BQ bmHHQ b+?2`KQX  f
&

T`BMi7U]*B�Q KQM/Q5$M]Vc
`2im`M yc

'

Zm2biQ T`Q;`�KK� bi�KT� bmHHQ b+?2`KQ mM� `B;� /B i2biQ,
*B�Q KQM/Q5
>

o2/B�KQ BM /2ii�;HBQ Q;MB `B;� /2H T`Q;`�KK�X
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RkR f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

f ai�KT� mM K2bb�;;BQ bmHHQ b+?2`KQX  f
i2biQ `�++?BmbQ i`� ǳf Ǵ 2 ǳ fǴ ĕ mM +QKK2MiQ
B +QKK2MiB bQMQ � ǳmbQ mK�MQǴ- +BQĕ b2`pQMQ � +?B b+`Bp2 Q H2;;2 BH
T`Q;`�KK�- T2` `2M/2`HQ TBɍ +QKT`2MbB#BH2
BH +QKTBH�iQ`2 B;MQ`� B +QKK2MiB
�ii2MxBQM2 � MQM /BK2MiB+�`2 /B +?Bm/2`2 B +QKK2MiB +QM  f-
�Hi`BK2MiB imiiQ BH `2biQ /2H T`Q;`�KK� pB2M2 B;MQ`�iQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rkk f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

BMi K�BMUV
ĕ mM� T�`i2 T`2b2Mi2 BM imiiB B T`Q;`�KKB *
H2 T�`2Mi2bB ǳUǴ 2 ǳVǴ /QTQ K�BM BM/B+�MQ +?2 K�BM ĕ mM� 7mMxBQM2
B T`Q;`�KKB * bQMQ +QKTQbiB /� mM� Q TBɍ 7mMxBQMB- i`� H2 [m�HB +B
/2p2 2bb2`2 H� 7mMxBQM2 K�BM- +?2 ĕ [m2HH� T`BM+BT�H2
=) K�BM ĕ mM� 7mMxBQM2 bT2+B�H2- T2`+?û HǶ2b2+mxBQM2 /2H T`Q;`�KK�
+QKBM+B� HǶ2b2+mxBQM2 �HHǶBMBxBQ /B K�BM
H� T�`2Mi2bB ǳ{Ǵ �T`2 BH +Q`TQ /2HH� 7mMxBQM2 2 ǳ}Ǵ HQ +?Bm/2

H� +QTTB� /B T�`2Mi2bB 2 H� T�`i2 `�++?Bmb� /� 2bb2 +QbiBimBb+QMQ mM
#HQ++Q
BH +Q`TQ /2HH� 7mMxBQM2 +QMiB2M2 H2 Bbi`mxBQMB U2 /B+?B�`�xBQMBV +?2
+QbiBimBb+QMQ H� 7mMxBQM2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rkj f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

T`BMi7U]*B�Q KQM/Q5\M]Vc
ĕ mMǶBbi`mxBQM2 b2KTHB+2 UQ`/BM� �H +QKTmi2` /B 2b2;mB`2 mMǶ�xBQM2V
BM [m2biQ +�bQ pBbm�HBxx�`2 Ubi�KT�`2V bmHHQ b+?2`KQ H� b2[m2Mx� /B
+�`�ii2`B i`� �TB+B
Q;MB Bbi`mxBQM2 b2KTHB+2 /2p2 i2`KBM�`2 +QM ǳcǴ
QHi`2 �HH2 Bbi`mxBQMB b2KTHB+B- 2bBbiQMQ �M+?2 Bbi`mxBQMB +QKTQbi2 U+?2
MQM /2pQMQ M2+2bb�`B�K2Mi2 i2`KBM�`2 +QM ǳcǴV
H� T�`i2 `�++?Bmb� BM mM� +QTTB� /B /QTTB �TB+B ĕ mM� bi`BM;� U/B
+�`�ii2`BV
ǳ\MǴ MQM pB2M2 pBbm�HBxx�iQ bmHHQ b+?2`KQ- K� T`QpQ+� H� bi�KT� /B
mM +�`�ii2`2 /B }M2 `B;�

ǳ\Ǵ ĕ mM +�`�ii2`2 /B 2b+�T2 2- BMbB2K2 �H +�`�ii2`2 +?2 HQ b2;m2-
�bbmK2 mM bB;MB}+�iQ T�`iB+QH�`2 Ub2[m2Mx� /B 2b+�T2V

BM `2�Hi¨ �M+?2 T`BMi7 ĕ mM� 7mMxBQM2- 2 HǶBbi`mxBQM2 /B bQT`� ĕ
mMǶ�iiBp�xBQM2 /B 7mMxBQM2 UH2 p2/`2KQ TBɍ �p�MiBV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rk9 f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=
ĕ mM� /B`2iiBp� /B +QKTBH�xBQM2
pB2M2 BMi2`T`2i�i� /�H +QKTBH�iQ`2 /m`�Mi2 H� +QKTBH�xBQM2
H� /B`2iiBp� ǳOBM+Hm/2Ǵ /B+2 �H +QKTBH�iQ`2 /B BM+Hm/2`2 BH +QMi2MmiQ
/B mM }H2 M2H TmMiQ +Q``2Mi2
Ibi/BQX?= ĕ mM }H2 +?2 +QMiB2M2 B `B72`BK2MiB �HH� HB#`2`B� bi�M/�`/ /B
BMTmifQmiTmi U/Qp2 ĕ /2}MBi� H� 7mMxBQM2 /B bi�KT� T`BMi7V
BH HBM;m�;;BQ * MQM T`2p2/2 Bbi`mxBQMB 2bTHB+Bi2 /B BMTmifQmiTmiX
Zm2bi2 QT2`�xBQMB bQMQ /2}MBi2 i`�KBi2 7mMxBQMB M2HH� HB#`2`B� bi�M/�`/
/B BMTmifQmiTmiX

LQi2,
ĕ BKTQ`i�Mi2 /BbiBM;m2`2 B +�`�ii2`B K�Bmb+QHB /� [m2HHB KBMmb+QHB
J�BM- J�AL- S`BMi7- S_ALh6 MQM �M/`2##2`Q #2M2
bB ĕ mb�i� HǶBM/2Mi�xBQM2 T2` K2ii2`2 BM 2pB/2Mx� H� bi`miim`� /2H
T`Q;`�KK� V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rk8 f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

�H+mM2 p�`B�MiB /2H T`Q;`�KK�

OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=
BMi K�BMUV

f ai�KT� mM K2bb�;;BQ bmHHQ b+?2`KQX  f
&

T`BMi7U]*B�Q]Vc
T`BMi7U] KQM/Q5$M]Vc
`2im`M yc

'

T`Q/m+2 HQ bi2bbQ 2z2iiQ /2H T`Q;`�KK� T`2+2/2Mi2
H� b2+QM/� BMpQ+�xBQM2 /B T`BMi7 BM+QKBM+B� � bi�KT�`2 /�H TmMiQ BM
+mB �p2p� bK2bbQ H� T`BK�
*Qb� pB2M2 bi�KT�iQ b2 mbB�KQ

T`BMi7U]*B�Q]Vc T`BMi7U]*B�Q$M]Vc
T`BMi7U]KQM/Q5$M]Vc T`BMi7U]KQM/Q5$M]Vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rke f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

lM �Hi`Q T`Q;`�KK�, �`2� /B mM `2ii�M;QHQ
OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=

BMi K�BMUV &
BMi #�b2c
BMi �Hi2xx�c
BMi �`2�c

#�b2 4 jc
�Hi2xx� 4 9c
�`2� 4 #�b2  �Hi2xx�c

T`BMi7U]�`2�, W/$M]- �`2�Vc
`2im`M yc

'

Zm�M/Q pB2M2 2b2;mBiQ bi�KT�,

�`2�, Rk
>

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rkd f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

G2 p�`B�#BHB U/B T`Q;`�KK�V
GQ bi�iQ `�TT`2b2Mi� BH +QMi2MmiQ UKQ/B}+�#BH2V /2HH� K2KQ`B�X
lM� TQbBxBQM2 /2HH� K2KQ`B�- /2biBM�i� � +QMi2M2`2 /�iB- bB B/2MiB}+� +QM
mM� p�`B�#BH2 G2 p�`B�#BHB /mM[m2 `�TT`2b2Mi�MQ- M2B T`Q;`�KKB- H2
�bbQ+B�xBQMB UKQ/B}+�#BHBV /2HHQ bi�iQ
=) +7X t ; p�H M2HHQ Tb2m/Q@HBM;m�;;BQ
lM� p�`B�#BH2 ĕ +�`�ii2`Bxx�i� /�HH2 b2;m2MiB T`QT`B2i¨,

R MQK2, b2`p2 � B/2MiB}+�`H� ě 2b2KTBQ, �`2�
k p�HQ`2, p�HQ`2 �bbQ+B�iQ �HHQ bi�iQ +Q``2Mi2 ě 1b2KTBQ, 9 UTmǁ

+�K#B�`2 /m`�Mi2 HǶ2b2+mxBQM2V
j iBTQ, bT2+B}+� HǶBMbB2K2 /2B TQbbB#BHB p�HQ`B �bbmMiB /m`�Mi2 HǶ2b2+mxBQM2

ě 1b2KTBQ, BMi UMmK2`B BMi2`BV 2 BKTHB+Bi�K2Mi2 H2 QT2`�xBQMB
TQbbB#BHBX

9 BM/B`BxxQ, /2HH� +2HH� /B K2KQ`B� � T�`iB`2 /�H [m�H2 ĕ K2KQ`Bxx�iQ BH
p�HQ`2X

LQK2- iBTQ 2 BM/B`BxxQ MQM TQbbQMQ +�K#B�`2 /m`�Mi2 HǶ2b2+mxBQM2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rk3 f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

G2 p�`B�#BHB U+QMiXV
AH MQK2 /B mM� p�`B�#BH2 ĕ mM B/2MiB}+�iQ`2 *
=) b2[m2Mx� /B H2ii2`2- +B7`2- 2 n +?2 BMBxB� +QM mM� H2ii2`� Q +QM n
1b2KTBQ, LmK2`Qn2H2K2MiB- tR- K� MQM RnTQbiQ

Tmǁ �p2`2 HmM;?2xx� [m�HbB�bB- K� bQHQ B T`BKB jR +�`�ii2`B bQMQ
bB;MB}+�iBpB
H2ii2`2 KBMmb+QH2 2 K�Bmb+QH2 bQMQ +QMbB/2`�i2 /BbiBMi2

�/ Q;MB p�`B�#BH2 ĕ �bbQ+B�i� mM� +2HH� /B K2KQ`B� Q TBɍ +2HH2
+QMb2+miBp2- � b2+QM/� /2H bmQ iBTQX AH bmQ BM/B`BxxQ ĕ [m2HHQ /2HH�
T`BK� +2HH�X
�M�HQ;B� +QM mM� b+�iQH� /B b+�`T2 2iB+?2ii�i� BM mMQ b+�z�H2

MQK2 =) 2iB+?2ii�
p�HQ`2 =) b+�`T� +?2 +Ƕĕ M2HH� b+�iQH�
iBTQ =) +�TB2Mx� U+?2 iBTQ /B b+�`T2 +B K2iiQ /2Mi`QV
BM/B`BxxQ =) TQbBxBQM2 M2HHQ b+�z�H2 UH� b+�iQH� ĕ BM+QHH�i�V

LX"X
MQM imii2 H2 p�`B�#BHB bQMQ /2MQi�i2 /� mM B/2MiB}+�iQ`2 Ubi`miX /BMXV
MQM imiiB ;HB B/2MiB}+�iQ`B bQMQ B/2MiB}+�iQ`B /B p�`B�#BH2 U�/ 2bX
7mMxBQMB- iBTB- T�`QH2 `Bb2`p�i2- ĘV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RkN f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

�`2� /2H `2ii�M;QHQ

BMi #�b2c ě ĕ mM� /B+?B�`�xBQM2 /B p�`B�#BH2
pB2M2 +`2�i� H� b+�iQH� 2 BM+QHH�i� �HHQ b+�z�H2
?� iBTQ BMi =) Tmǁ +QMi2M2`2 BMi2`B
?� MQK2 #�b2
?� mM BM/B`BxxQ UTQbBxBQM2 M2HHQ b+�z�H2V- +?2 ĕ [m2HHQ /2HH� +2HH� /B
K2KQ`B� �bbQ+B�i� �HH� p�`B�#BH2
?� mM p�HQ`2 BMBxB�H2- +?2 T2`ǁ MQM ĕ bB;MB}+�iBpQ Uĕ +�bm�H2V
=) H� b+�iQH� pB2M2 +`2�i� TB2M�- T2`ǁ +QM mM� b+�`T� b+2Hi� � +�bQ-
Qpp2`Q
=) HǶ�bbQ+B�xBQM2 M2HHQ bi�iQ ĕ /2H iBTQ MQK2 ; \

BMi �Hi2xx�c
BMi �`2�c
=) +QK2 T2` #�b2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rjy f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

o�`B�#BHB MmK2`B+?2

o�`B�#BHB BMi2`2
T2` /B+?B�`�`2 p�`B�#BHB BMi2`2 bB Tmǁ mb�`2 BH iBTQ BMi
B p�HQ`B /B iBTQ BMi bQMQ `�TT`2b2Mi�iB BM * +QM �HK2MQ Re #Bi
BH MmK2`Q 2z2iiBpQ /B #Bi /BT2M/2 /�H +QKTBH�iQ`2
1b2KTBQ, jk #Bi T2` BH +QKTBH�iQ`2 ;++ Umb�iQ BM �K#B2Mi2 lMBtV
BM * 2bBbiQMQ �Hi`B iBTB T2` p�`B�#BHB BMi2`2 Ub?Q`i- HQM;V ě HB p2/`2KQ
TBɍ �p�MiB

o�`B�#BHB `2�HB
T2` /B+?B�`�`2 p�`B�#BHB `2�HB bB Tmǁ mb�`2 BH iBTQ 7HQ�i
1b2KTBQ, 7HQ�i i2KT2`�im`�c

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RjR f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

�`2� /2H `2ii�M;QHQ
#�b2 4 jc
ĕ mMǶBbi`mxBQM2 /B �bb2;M�K2MiQ U+QK2 M2HHQ Tb2m/Q@HBM;m�;;BQV

BM * HǶQT2`�iQ`2 /B �bb2;M�K2MiQ ĕ /2MQi�iQ /�H bBK#QHQ ǳ4Ǵ
+QK2 ;B¨ b�TTB�KQ- HǶ2z2iiQ ĕ /B KQ/B}+�`2 mM� �bbQ+B�xBQM2 M2HHQ
bi�iQ
=) BM [m2biQ +�bQ BH p�HQ`2 j pB2M2 �bbQ+B�iQ � #�b2- +QK2\
=) BH MmQpQ p�HQ`2 pB2M2 b+`BiiQ M2HH� bT�xBQ �bbQ+B�iQ �HH� p�`B�#BH2
� [m2biQ TmMiQ H� p�`B�#BH2 #�b2 ?� mM p�HQ`2 bB;MB}+�iBpQ
=) /� #�b2 ; \ � #�b2 ; j

�Hi2xx� 4 9c =) +QK2 bQT`�
�`2� 4 #�b2  �Hi2xx�c
� /2bi`� /B ǳ4Ǵ TQbbQMQ +QKT�`B`2 2bT`2bbBQMB =) BH p�HQ`2 �bb2;M�iQ ĕ
[m2HHQ /2HHǶ2bT`2bbBQM2 +�H+QH�i� M2HHQ bi�iQ +Q``2Mi2

mM� p�`B�#BH2 �HHǶBMi2`MQ /B mM� 2bT`2bbBQM2 bi� T2` BH p�HQ`2 �/ 2bb�
�bbQ+B�iQ BM [m2H KQK2MiQ U+7X Tb2m/Q@HBM;m�;;BQV

LQi�, QT2`�iQ`B �`BiK2iB+B i`� BMi2`B /2H * bQMQ, Y- @-  - f- W- Ę
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rjk f kjj



GBM;m�;;BQ * AMi`Q/mxBQM2 �H *

�`2� /2H `2ii�M;QHQ

T`BMi7U]�`2�, W/$M]- �`2�Vc

ĕ mMǶBbi`mxBQM2 /B bi�KT�
BH T`BKQ �`;QK2MiQ ĕ H� bi`BM;� /B 7Q`K�iQ +?2 Tmǁ +QMi2M2`2
bT2+B}+�iQ`B /B 7Q`K�iQ
HQ bT2+B}+�iQ`2 /B 7Q`K�iQ W/ BM/B+� +?2 /2p2 2bb2`2 bi�KT�iQ mM
BMi2`Q BM MQi�xBQM2 /2+BK�H2 U/ T2` /2+BK�HV
�/ Q;MB bT2+B}+�iQ`2 /B 7Q`K�iQ M2HH� bi`BM;� /2p2 +Q``BbTQM/2`2 mM
p�HQ`2 +?2 /2p2 b2;mB`2 H� bi`BM;� /B 7Q`K�iQ i`� ;HB �`;QK2MiB /B
T`BMi7

1b2KTBQ, T`BMi7U] W/ W/· · · W/]- BR- Bk- XXX- BM Vc
M2H +�bQ /B T`BMi7U]*B�Q KQM/Q5\M]Vc H� bi`BM;� /B 7Q`K�iQ MQM
+QMi2M2p� bT2+B}+�iQ`B 2 [mBM/B MQM pB 2`�MQ �Hi`B �`;QK2MiBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rjj f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB *
L2H b2KTHB+2 T`Q;`�KK� +?2 �##B�KQ �TT2M� �M�HBxx�iQ TQbbB�KQ
;B¨ p2/2`2 H� bi`miim`� ;2M2`�H2 /B mM T`Q;`�KK� *X
f .A_1hhAo1 .A *PJSAG�wAPL1  f
OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=
K�BMUV &

f S�_h1 .A*>A�_�hAo�  f
BMi #�b2c
BMi �Hi2xx�c
BMi �`2�c

f S�_h1 1a1*lhAo�  f
#�b2 4 jc
�Hi2xx� 4 9c
�`2� 4 #�b2  �Hi2xx�c
T`BMi7U]�`2�, W/$M]- �`2�Vc

'
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rj9 f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

lM T`Q;`�KK� * /2p2 +QMi2M2`2 M2HHǶQ`/BM2,
lM� T�`i2 +QMi2M2Mi2 /B`2iiBp2 T2` BH +QKTBH�iQ`2X L2H MQbi`Q
T`Q;`�KK� H� /B`2iiBp�
OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=

HǶB/2MiB}+�iQ`2 T`2/2}MBiQ K�BM b2;mBiQ /�HH2 T�`2Mi2bB UVX
/m2 T�`iB `�++?Bmb2 i`� T�`2Mi2bB ;`�z2

H� T�`i2 /B+?B�`�iBp�X L2HHǶ2b2KTBQ,
BMi #�b2c
BMi �Hi2xx�c
BMi �`2�c

H� T�`i2 2b2+miBp�X L2HHǶ2b2KTBQ,
#�b2 4 jc
�Hi2xx� 4 9c
�`2� 4 #�b2  �Hi2xx�c
T`BMi7U]�`2�, W/$M]- �`2�Vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rj8 f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

G� T�`i2 /B+?B�`�iBp�
SQbi� T`BK� /2HH� +Q/B}+� /2HHǶ�H;Q`BiKQ- Q##HB;� � /B+?B�`�`2 B MQKB
bBK#QHB+B +?2 b�`�MMQ T`2b2MiB M2HHQ bi�iQ 2 /B +mB 7�`¨ mbQ M2HH� T�`i2
2b2+miBp�X S`BK� bB /B+?B�`� 2 TQB bB mb�X *QMiB2M2 B b2;m2MiB 2H2K2MiB,

H� b2xBQM2 /2HH2 /B+?B�`�xBQMB /B +Qbi�MiB
H� b2xBQM2 /2HH2 /B+?B�`�xBQMB /B p�`B�#BHBc

G2 /B+?B�`�xBQMB, `2M/QMQ TBɍ T2b�Mi2 H� 7�b2 /B +Qbi`mxBQM2 /2B
T`Q;`�KKB- K� +QMb2MiQMQ /B BM/BpB/m�`2 2 b2;M�H�`2 2``Q`B BM 7�b2 /B
+QKTBH�xBQM2X
1b2KTBQ,
BMi tc
BMi �H7�c
�H7� 4 yc
t4�H7�c
�H#�4�H7�YRc

AH +QKTBH�iQ`2 p2/2 �H#� +QK2 p�`B�#BH2 MQM /B+?B�`�i�X
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rje f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

.B+?B�`�xBQMB /B p�`B�#BHB
�##B�KQ ;B¨ pBbiQ 2b2KTB /B /B+?B�`�xBQMB /B p�`B�#BHBX
7HQ�i tc
BMi #�b2c
BMi �Hi2xx�c
�/ Q;MB p�`B�#BH2 pB2M2 �ii`B#mBiQ- �H KQK2MiQ /2HH� /B+?B�`�xBQM2- mM
iBTQ
=) bT2+B}+� HǶBMbB2K2 /2B p�HQ`B +?2 H� p�`B�#BH2 Tmǁ �bbmK2`2
G� /B+?B�`�xBQM2 Tmǁ �M+?2 �ii`B#mB`2 mM p�HQ`2 BMBxB�H2 �HH� p�`B�#BH2
UBMBxB�HBxx�xBQM2V

BMi t 4 yc
o�`B�#BHB /2HHQ bi2bbQ iBTQ TQbbQMQ 2bb2`2 /B+?B�`�i2
+QMi2KTQ`�M2�K2Mi2

BMi #�b2- �Hi2xx�- �`2�c
UK� BMBxB�HBxx�i2 bBM;QH�`K2Mi2V
1b2KTBQ, BMi t- v- x4yc bQHQ x ĕ BMBxB�HBxx�i� � yX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rjd f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

.B+?B�`�xBQMB /B +Qbi�MiB Up�`B�#BHB `2�/@QMHvV
lM� /B+?B�`�xBQM2 /B +Qbi�Mi2k +`2� mMǶ�bbQ+B�xBQM2 MQM KQ/B}+�#BH2
=) �bbQ+B� BM KQ/Q T2`K�M2Mi2 mM p�HQ`2 �/ mM B/2MiB}+�iQ`2X .B
bQHBiQ bB 2bi2M/2 BH +�KTQ /2B p�HQ`B `�TT`2b2Mi�#BHBX
1b2KTBQ,
+QMbi 7HQ�i SB:`2+Q4jXR9c
+QMbi BMi L4Ryyc
GǶ�bbQ+B�xBQM2 i`� BH MQK2 SB:`2+Q 2/ BH p�HQ`2 jXR9 MQM Tmǁ 2bb2`2
KQ/B}+�i� /m`�Mi2 HǶ2b2+mxBQM2X
*QK2 T2` H2 /B+?B�`�xBQMB /B p�`B�#BHB- TBɍ +Qbi�MiB /2HHQ bi2bbQ iBTQ
TQbbQMQ 2bb2`2 /B+?B�`�i2 BMbB2K2
1b2KTBQ,
+QMbi 7HQ�i SB:`2+Q4jXR9- 24kXdR3c
+QMbi BMi L4Ryy- J4kyyc
LX"X +Qb� bm++2/2 b2 bB KQ/B}+� mM� +Qbi�Mi2 MQM ĕ bT2+B}+�iQ /�HHQ
bi�M/�`/ �LaA *- /BT2M/2 /�H +QKTBH�iQ`2X

k+7X mbQ /Bp2`bQ /B O/27BM2- p2/B T�;BM� bm++2bbBp�X
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rj3 f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

.B;`2bbBQM2 bmHH2 +Qbi�MiB, H� /B`2iiBp� O/27BM2

G� /B+?B�`�xBQM2 /B +Qbi�Mi2- �/ 2b2KTBQ
+QMbi BMi LK�t 4 Ryc

+�mb� HǶ�HHQ+�xBQM2 /B K2KQ`B� UbB i`�ii� /B mM� /B+?B�`�xBQM2 /B
p�`B�#BH2 `2�/ QMHvV
*Ƕĕ mM �Hi`Q KQ/Q T2` Qii2M2`2 mM B/2MiB}+�iQ`2 +Qbi�Mi2- +?2 miBHBxx�
H� /B`2iiBp� O/2}M2X

O/2}M2 LK�t Ry
O/2}M2 ĕ mM� /B`2iiBp� /B +QKTBH�xBQM2
/B+2 �H +QKTBH�iQ`2 /B bQbiBimB`2 Q;MB Q++Q``2Mx� /B LK�t +QM Ry T`BK�
/B +QKTBH�`2 BH T`Q;`�KK�
� /Bz2`2Mx� /B +QMbi MQM �HHQ+� K2KQ`B�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RjN f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

lbQ /B +Qbi�MiB

*QM H� /B+?B�`�xBQM2 +QMbi 7HQ�i SB:`2+Q4jXR9c
HǶBbi`mxBQM2
�`2�*2`+?BQ4SB:`2+Q _�;;BQ*2`+?BQ _�;;BQ*2`+?BQc

ĕ 2[mBp�H2Mi2 �
�`2�*2`+?BQ4jXR9 _�;;BQ*2`+?BQ _�;;BQ*2`+?BQ

J�;;BQ`2 H2;;B#BHBi¨ /2B T`Q;`�KKB- /Qpmi� �HHǶmbQ /B MQKB bBK#QHB+B
J�;;BQ`2 �/�ii�#BHBi¨ /2B T`Q;`�KKB +?2 mb�MQ +Qbi�MiB
1b2KTBQ,
S2` �mK2Mi�`2 H� T`2+BbBQM2- #�bi� +�K#B�`2 H� /B+?B�`�xBQM2 BM
+QMbi 7HQ�i SB:`2+Q 4 jXR9R8c
a2Mx� HǶmbQ /2HH� +Qbi�Mi2 bB /Qp`2##2`Q `BKTB�xx�`2 M2H +Q/B+2 imii2
H2 Q++Q``2Mx2 /B jXR9 BM jXR9R8 Ę
LPh�, �M+?2 +QM H� O/27BM2 �##B�KQ ;HB bi2bbB p�Mi�;;B

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R9y f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

�`2� /B mM `2ii�M;QHQ /B /BK2MbBQMB H2ii2 /� i�biB2`�

OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=

BMi K�BMUV
&

BMi #�b2- �Hi2xx�- �`2�c

T`BMi7U]AKK2iiB #�b2 /2H `2ii�M;QHQ 2 T`2KB ALoAP$M]Vc
b+�M7U]W/]- �#�b2Vc
T`BMi7U]AKK2iiB �Hi2xx� /2H `2ii�M;QHQ 2 T`2KB ALoAP$M]Vc
b+�M7U]W/]- ��Hi2xx�Vc

�`2� 4 #�b2  �Hi2xx�c

T`BMi7U]�`2�, W/$M]- �`2�Vc
`2im`M yc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R9R f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

LmQp� Bbi`mxBQM2, b+�M7U]W/]- �#�b2Vc
b+�M7 ĕ H� 7mMxBQM2 /m�H2 /B T`BMi7
H2;;2 /� BMTmi Ui�biB2`�V mM p�HQ`2 BMi2`Q 2 HQ �bb2;M� �HH� p�`B�#BH2
#�b2
]W/] ĕ H� bi`BM;� /B +QMi`QHHQ /2H 7Q`K�iQ UBM [m2biQ +�bQ pB2M2 H2iiQ
mM BMi2`Q BM 7Q`K�iQ /2+BK�H2V
ǳ�Ǵ ĕ HǶQT2`�iQ`2 /B BM/B`BxxQ

�#�b2 BM/B+� UHǶBM/B`BxxQ /2HVH� HQ+�xBQM2 /B K2KQ`B� �bbQ+B�i� � #�b2
b+�M7 K2KQ`Bxx� BM i�H2 HQ+�xBQM2 BH p�HQ`2 H2iiQ

[m�M/Q pB2M2 2b2;mBi� b+�M7 BH T`Q;`�KK� bB K2ii2 BM �ii2b� +?2
HǶmi2Mi2 BKK2ii� mM p�HQ`2X Zm�M/Q HǶmi2Mi2 /B;Bi� AMpBQ

R H� b2[m2Mx� /B +�`�ii2`B BKK2bb� pB2M2 +QMp2`iBi� BM mM BMi2`Q U7Q`K�iQ
W/V 2

k HǶBMi2`Q Qii2MmiQ pB2M2 �bb2;M�iQ �HH� p�`B�#BH2 #�b2 UpB2M2 +BQĕ b+`BiiQ
M2HH�f2 +2HH�f2 /B K2KQ`B� � T�`iB`2 /�HHǶBM/B`BxxQ T�bb�iQ � b+�M7V

LX"X BH T`2+2/2Mi2 p�HQ`2 /2HH� p�`B�#BH2 #�b2 p� T2`/miQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R9k f kjj



GBM;m�;;BQ * ai`miim`� /2B T`Q;`�KKB BM *

1b2KTBQ /B 2b2+mxBQM2

o2/B�KQ +Qb� �ppB2M2 /m`�Mi2 HǶ2b2+mxBQM2 UBM/B+?B�KQ BM `QbbQ +Bǁ
+?2 HǶmi2Mi2 /B;Bi� 2 BM T�`iB+QH�`2 +QM  - BH i�biQ AMpBQVX

AKK2iiB #�b2 /2H `2ii�M;QHQ 2 T`2KB ALoAP
8 -
AKK2iiB �Hi2xx� /2H `2ii�M;QHQ 2 T`2KB ALoAP
9 -
�`2�, ky

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R9j f kjj



GBM;m�;;BQ * �bb2;M�K2MiQ

�bb2;M�K2MiQ

_B+Q`/B�KQ +?2 HǶ2b2+mxBQM2 /B t 4 2tT +Q``BbTQM/2 �,
R p�Hmi�`2 BH p�HQ`2 /2HHǶ2bT`2bbBQM2 2tT � /2bi`� /B ǳ4Ǵ Umb�M/Q B p�HQ`B

+Q``2MiB /2HH2 p�`B�#BHBVc
k �bb2;M�`2 TQB i�H2 p�HQ`2 �HH� p�`B�#BH2 t � bBMBbi`� /B ǳ4ǴX

1b2KTBQ,
bQKK� 4 8c
� 4 kc
bQKK� 4 bQKK� Y �c

XXX XXX
bQKK� 8 =) d

� k k

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R99 f k89



GBM;m�;;BQ * �bb2;M�K2MiQ

1b2KTBQ,
� #

BMi �- #c \ \
� 4 kc k \
# 4 jc k j
� 4 #c j j
� 4 � Y #c e j
# 4 � Y #c e N

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R98 f k89



GBM;m�;;BQ * �bb2;M�K2MiQ

Pbb2`p�xBQMB bmHHǶ�bb2;M�K2MiQ

�ii2MxBQM2, � bBMBbi`� /B ǳ4Ǵ +B /2p2 2bb2`2 mM B/2MiB}+�iQ`2 /B
p�`B�#BH2
=) /2MQi� H� +Q``BbTQM/2Mi2 �bbQ+B�xBQM2 KQ/B}+�#BH2 M2HHQ bi�iQX
1b2KTBQ, Zm�HB Bbi`mxBQMB bQMQ +Q``2ii2 2 [m�HB MQ\
� 4 �c aA +Q``2ii� U�M+?2 b2 TQ+Q bB;MB}+�iBp� ĘV
� 4 k  �c aA +Q``2ii� UBH p�HQ`2 �bbQ+B�iQ �/ � bB `�//QTTB�V

8 4 �c LP- 8 MQM /2MQi� mM� �bbQ+B�xBQM2
KQ/B}+�#BH2 M2HHQ bi�iQ K� mM p�HQ`2 +Qbi�Mi2

� Y # 4 +c LP- �Y# ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2- MQM mM� p�`B�#BH25

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R9e f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

�##B�KQ pBbiQ M2B T`BKB 2b2KTB +?2 BH * i`�ii� p�`B iBTB /B /�iQ
=) H2 /B+?B�`�xBQMB �bbQ+B�MQ p�`B�#BHB 2 +Qbi�MiB �H +Q``BbTQM/2Mi2
iBTQ
S2` iBTQ /B /�iQ bB BMi2M/2 mM BMbB2K2 /B p�HQ`B 2 mM BMbB2K2 /B
QT2`�xBQMB +?2 TQbbQMQ 2bb2`2 �TTHB+�i2 �/ 2bbBX
1b2KTBQ,
A MmK2`B BMi2`B &ē- @k- @R- y- R- k- ē' 2 H2 mbm�HB QT2`�xBQMB
�`BiK2iB+?2 UbQKK�- bQii`�xBQM2- ĘV
P;MB iBTQ /B /�iQ ?� mM� T`QT`B� `�TT`2b2Mi�xBQM2 BM K2KQ`B�
U+Q/B}+� #BM�`B�V +?2 miBHBxx� mM +2`iQ MmK2`Q /B +2HH2 /B K2KQ`B�X
AH K2++�MBbKQ /2B iBTB +B +QMb2Mi2 /B i`�ii�`2 H2 BM7Q`K�xBQMB BM
K�MB2`� �bi`�ii�- +BQĕ T`2b+BM/2M/Q /�HH� HQ`Q `�TT`2b2Mi�xBQM2
+QM+`2i�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R9d f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

GǶmbQ /B p�`B�#BHB +QM iBTQ ?� BKTQ`i�MiB +QMb2;m2Mx2 [m�HB,
T2` Q;MB p�`B�#BH2 ĕ TQbbB#BH2 /2i2`KBM�`2 � T`BQ`B HǶBMbB2K2 /2B p�HQ`B
�KKBbbB#BHB 2 HǶBMbB2K2 /2HH2 QT2`�xBQMB �/ 2bb� �TTHB+�#BHB
T2` Q;MB p�`B�#BH2 ĕ TQbbB#BH2 /2i2`KBM�`2 � T`BQ`B H� [m�MiBi¨ /B
K2KQ`B� M2+2bb�`B� T2` H� bm� `�TT`2b2Mi�xBQM2
ĕ TQbbB#BH2 `BH2p�`2 � T`BQ`B U� i2KTQ /B +QKTBH�xBQM2V 2``Q`B M2HHǶmbQ
/2HH2 p�`B�#BHB �HHǶBMi2`MQ /B QT2`�xBQMB MQM H2+Bi2 T2` BH iBTQ
+Q``BbTQM/2Mi2
1b2KTBQ, L2HHǶ2bT`2bbBQM2 v Y j b2 H� p�`B�#BH2 v MQM ĕ bi�i�
/B+?B�`�i� /B iBTQ MmK2`B+Q bB ?� mM 2``Q`2 U�HK2MQ /�H TmMiQ /B pBbi�
+QM+2iim�H2V `BH2p�#BH2 � i2KTQ /B +QKTBH�xBQM2 U+BQĕ b2Mx� 2b2;mB`2 BH
T`Q;`�KK�VX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R93 f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

*H�bbB}+�xBQM2 /2B iBTB

hBTB b2KTHB+B, T2` `�TT`2b2Mi�`2 BM7Q`K�xBQMB b2KTHB+B
1b2KTBQ, mM� i2KT2`�im`�- mM� KBbm`�- mM� p2HQ+Bi¨- 2++X
hBTB bi`miim`�iB, T2` `�TT`2b2Mi�`2 BM7Q`K�xBQMB +QbiBimBi2
/�HHǶ�;;`2;�xBQM2 /B p�`B2 +QKTQM2MiB
1b2KTBQ, mM� /�i�- mM� K�i`B+2- mM� 7�iim`�- 2++X
lM p�HQ`2 /B mM iBTQ b2KTHB+2 ĕ HQ;B+�K2Mi2 BM/BpBbB#BH2- K2Mi`2 mM
p�HQ`2 /B mM iBTQ bi`miim`�iQ Tmǁ 2bb2`2 b+QKTQbiQ M2B p�HQ`B /2HH2 bm2
+QKTQM2MiB
1b2KTBQ, mM p�HQ`2 /B iBTQ /�i� ĕ +QbiBimBiQ /� i`2 p�HQ`B
AH * K2ii2 � /BbTQbBxBQM2 mM BMbB2K2 /B iBTB T`2/2}MBiB UiBTB #mBHi@BMV 2
/2B K2++�MBbKB T2` /2}MB`2 MmQpB iBTB UiBTB mb2`@/2}M2/V
LQi�, +QM h B/2MiB}+�iQ`2 /B iBTQ- M2H b2;mBiQ BM/B+?B�KQ +QM
bBx2Q7UhV HQ bT�xBQ UBM #vi2V M2+2bb�`BQ T2` H� K2KQ`Bxx�xBQM2 /B
p�HQ`B /B iBTQ h Up2/`2KQ +?2 bBx2Q7 ĕ mM� 7mMxBQM2 *VX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R9N f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

hBTB b2KTHB+B #mBHi@BM

BMi2`B
`2�HB
+�`�ii2`B

S2` +B�b+mM iBTQ +QMbB/2`B�KQ B b2;m2MiB �bT2iiB,
R BMi2`p�HHQ /B /2}MBxBQM2 Ub2 �TTHB+�#BH2V
k MQi�xBQM2 UbBMi�bbBV T2` H2 +Qbi�MiB
j QT2`�iQ`B
9 T`2/B+�iB UQT2`�iQ`B /B +QM7`QMiQV
8 7Q`K�iB /B BM;`2bbQfmb+Bi�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R8y f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

hBTB BMi2`B, BMi2`B +QM b2;MQ

BMi, mM BMi2`Q `�TT`2b2Mi�#BH2 bmHH� K�++?BM� Ub2;M�TQbiQ W/V
/BK2MbBQM2 2 ;�KK� /B p�HQ`B `�TT`2b2Mi�#BH2 /BT2M/2 /�HH� K�++?BM�
bm +mB pB2M2 +QKTBH�iQ BH T`Q;`�KK�X
H� 7mMxBQM2 T`2/2}MBi� bBx2Q7UV 7Q`MBb+2 H� HmM;?2xx� BM #vi2 /B mM
[m�HbB�bB iBTQ Q p�`B�#BH2 *X *QMi`QHH�`2 bmH T`QT`BQ +QM BH +QK�M/Q,
T`BMi7U]W/\M]-bBx2Q7UBMiVVc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R8R f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

hBTB BMi2`B, BMi2`B +QM b2;MQ U+QMiXV

j iBTB,
b?Q`i
BMi
HQM;

AMi2`p�HHQ /B /2}MBxBQM2, /� �kM�R � kM�R�R- /Qp2 M /BT2M/2 /�H
+QKTBH�iQ`2
A p�HQ`B HBKBi2 bQMQ +QMi2MmiB M2H }H2 HBKBibX? U/� BM+Hm/2`2V- +?2
/2}MBb+2 H2 +Qbi�MiB,
a>_hnJAL- a>_hnJ�s- ALhnJAL- ALhnJ�s- GPL:nJAL- GPL:nJ�s
o�H2, bBx2Q7Ub?Q`iV  bBx2Q7UBMiV  bBx2Q7UHQM;V

bBx2Q7Ub?Q`iV � k UQpp2`Q- �HK2MQ Re #BiV
bBx2Q7UHQM;V � 9 UQpp2`Q- �HK2MQ jk #BiV

*QKTBH�iQ`2 ;++, b?Q`i, Re #Bi- BMi, jk #Bi- HQM;, jk #Bi

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R8k f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

LQi�xBQM2 T2` H2 +Qbi�MiB, BM /2+BK�H2, y- Ry- @Ry- Ę
S2` /BbiBM;m2`2 HQM; UbQHQ M2H +Q/B+2V, RyG UQTTm`2 RyH- K� H
b2K#`� RVX
PT2`�iQ`B, Y- @-  - f- W- 44- 54- I- =- I4- =4
LX"X, HǶQT2`�iQ`2 /B m;m�;HB�Mx� bB `�TT`2b2Mi� +QM 44 UK2Mi`2 4 ĕ
miBHBxx�iQ T2` BH +QK�M/Q /B �bb2;M�K2MiQ5V
AM;`2bbQfmb+Bi�, i`�KBi2 T`BMi7 2 b+�M7- +QM B b2;m2MiB
bT2+B}+�iQ`B /B 7Q`K�iQ U/Qp2 / BM/B+� ǳ/2+BK�H2ǴV,
W?/ T2` b?Q`i
W/ T2` BMi
WH/ T2` HQM; U+QM H KBMmb+QH�V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R8j f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

hBTB BMi2`B, BMi2`B b2Mx� b2;MQ

j iBTB,
mMbB;M2/ b?Q`i
mMbB;M2/ BMi
mMbB;M2/ HQM;

AMi2`p�HHQ /B /2}MBxBQM2, /� y � kM@R- /Qp2 M /BT2M/2 /�H
+QKTBH�iQ`2X
AH MmK2`Q M /B #Bi ĕ HQ bi2bbQ /2B +Q``BbTQM/2MiB BMi2`B +QM b2;MQX
G2 +Qbi�MiB /2}MBi2 BM HBKBibX? bQMQ,
la>_hnJ�s- lALhnJ�s- lGPL:nJ�s UMX#X BH KBMBKQ ĕ b2KT`2 yV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R89 f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

LQi�xBQM2 T2` H2 +Qbi�MiB,
/2+BK�H2, +QK2 T2` BMi2`B +QM b2;MQ
2b�/2+BK�H2, yt�- ytk69"- Ę
Qii�H2, yRk- ykd8Rj- Ę

L2H +Q/B+2 bB TQbbQMQ 7�` b2;mB`2 H2 +B7`2 /2H MmK2`Q /�HHQ
bT2+B}+�iQ`2 m U�/ 2b2KTBQ RymVX
AM;`2bbQfmb+Bi�, i`�KBi2 T`BMi7 2 b+�M7- +QM B b2;m2MiB
bT2+B}+�iQ`B /B 7Q`K�iQ,

Wm T2` MmK2`B BM /2+BK�H2
WQ T2` MmK2`B BM Qii�H2
Wt T2` MmK2`B BM 2b�/2+BK�H2 +QM +B7`2 y- Ę- N- �- Ę- 7
Ws T2` MmK2`B BM 2b�/2+BK�H2 +QM +B7`2 y- Ę- N- �- Ę- 6

S2` BMi2`B b?Q`i bB �Mi2TQM2 ?
HQM; bB �Mi2TQM2 H UKBMmb+QH�V

PT2`�iQ`B, imii2 H2 QT2`�xBQMB p2M;QMQ 7�ii2 KQ/mHQ kMX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R88 f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

*�`�ii2`B

a2`pQMQ T2` `�TT`2b2Mi�`2 +�`�ii2`B �H7�MmK2`B+B �ii`�p2`bQ QTTQ`imMB
+Q/B+B- iBTB+�K2Mi2 BH +Q/B+2 �a*AA U�K2`B+�M ai�M/�`/ *Q/2 7Q`
AM7Q`K�iBQM AMi2`+?�M;2VX
lM +Q/B+2 �bbQ+B� �/ Q;MB +�`�ii2`2 mM BMi2`Q,
1b2KTBQ, *Q/B+2 �a*AA,

+�`�ii2`2, ^y^ · · · ^N^ ^,^ ^c^ ^<^
BMi2`Q UBM /2+BK�H2V, 93 · · · 8d 83 8N ey

+�`�ii2`2, ^�^ · · · ^x^ ^&^ ^|^ ^'^
BMi2`Q UBM /2+BK�H2V, Nd · · · Rkk Rkj Rk9 Rk8

+�`�ii2`2, ^�^ · · · ^w^ ^(^ ^\^ ^)^
BMi2`Q UBM /2+BK�H2V, e8 · · · Ny NR Nk Nj

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R8e f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

*�`�ii2`B U+QMiXV

mM bBM;QHQ #vi2- BM ;`�/Q /B +QMi2M2`2 mM +�`�ii2`2 U+Q/B}+� �a*AAVX
a2;M�TQbiQ W+X
+?�` �4^�^c ff B +�`�ii2`B bB BM/B+�MQ i`� �TB+B

AM * B +�`�ii2`B TQbbQMQ 2bb2`2 mb�iB +QK2 ;HB BMi2`B UmM +�`�ii2`2
+QBM+B/2 +QM BH +Q/B+2 +?2 HQ `�TT`2b2Mi�VX
AM7�iiB,
BMi �4^�^c
T`BMi7U]W+\M]-�Vc
T`BMi7U]W/\M]-�Vc

bi�KT� T`BK� � 2 TQB Nd- +?2 +Q``BbTQM/2 �HH� +Q/B}+� �a*AA /B �
L2bbmM� `2H�xBQM2 i`� mM +�`�ii2`2 T2` `�TT`2b2Mi�`2 mM� +B7`� 2 H�
+B7`� bi2bb�, ^k^ MQM ĕ kX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R8d f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

AMi2`p�HHQ /B /2}MBxBQM2, /BT2M/2 /�H +QKTBH�iQ`2
o�H2, bBx2Q7U+?�`V  bBx2Q7UBMiV
hBTB+�K2Mi2 B +�`�ii2`B bQMQ `�TT`2b2Mi�iB +QM 3 #BiX
PT2`�iQ`B, bQMQ ;HB bi2bbB /B BMi UQT2`�xBQMB 2z2iim�i2 miBHBxx�M/Q BH
+Q/B+2 /2H +�`�ii2`2VX
*Qbi�MiB, ^�^- ^O^- Ę
1b2KTBQ,
+?�` t- v- xc
t 4 ^�^c
v 4 ^\M^c
x 4 ^O^c
AM * HǶ�TB+2 bBM;QHQ ^ /2HBKBi� bBM;QHB +�`�ii2`B- K2Mi`2 HǶ�TB+2 /QTTBQ
] /2HBKBi� bi`BM;?2 /B +�`�ii2`BX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R83 f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

*QK2 MQM p� mb�iQ BH +Q/B+2

*QM7`QMiB�KQ,
+?�` t- v- xc +?�` t- v- xc
t 4 ^�^c t 4 e8c f +Q/B+2 �a*AA /B ^�^  f
v 4 ^\M^c v 4 Ryc f +Q/B+2 �a*AA /B ^\M^  f
x 4 ^O^c x 4 j8c f +Q/B+2 �a*AA /B ^O^  f

LQM ĕ b#�;HB�iQ- T2`ǁ ĕ T2bbBKQ biBH2 /B T`Q;`�KK�xBQM2X
LQM ĕ /2iiQ +?2 BH +Q/B+2 /2B +�`�ii2`B bB� [m2HHQ �a*AAX
=) AH T`Q;`�KK� MQM b�`2##2 TQ`i�#BH2X

AM;`2bbQfmb+Bi�, i`�KBi2 T`BMi7 2 b+�M7- +QM bT2+B}+�iQ`2 /B
7Q`K�iQ W+

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R8N f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

�ii2MxBQM2, BM BM;`2bbQ MQM p2M;QMQ b�Hi�iB ;HB bT�xB #B�M+?B 2 ;HB � +�TQ
1b2KTBQ,
BMi B- Dc
T`BMi7U]AKK2iiB /m2 BMi2`B\M]Vc
b+�M7U]W/W/]- �B- �DVc
T`BMi7U]W/ W/\M]- B- DVc

AKK2iiB /m2 BMi2`B
> R3 k8 -
R3 k8

BMi B- Dc
+?�` +c
T`BMi7U]AKK2iiB /m2 BMi2`B\M]Vc
b+�M7U]W/W+W/]- �B- �+- �DVc
T`BMi7U]W/ W/ W/\M]- B- +- DVc

AKK2iiB /m2 BMi2`B
> R3 k8 -
R3 jk k8

jk ĕ BH +Q/B+2 �a*AA /2H +�`�ii2`2 ^ ^ UbT�xBQV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rey f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

�ii2MxBQM2,
ĕ M2+2bb�`BQ bT2+B}+�`2 B b�HiB /2;HB bT�xB Q /B �Hi`B +�`�ii2`B bBKBHB bQHQ
M2H +�bQ bB H2;;�MQ +�`�ii2`B UQpp2`Q [m�M/Q bB mb� HQ bT2+B}+�iQ`2
ǵW+ǶVX �/ 2b2KTBQ BM b+�M7UǴW+ W +Ǵ- �t- �vV /Qp2 pQ;HBQ H2;;2`2
/m2 +�`�ii2`B b2T�`�iB /� mMQ bT�xBQ #B�M+Q MQM bB;MB}+�iBpQX
MQM ĕ M2+2bb�`BQ b2 bB /2bB/2`� H2;;2`2 BMi2`B- `2�HB Q bi`BM;?2X �/
2b2KTBQ BM b+�M7UǴW/W/Ǵ- �B- �DV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ReR f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

6mMxBQMB T2` H� bi�KT� 2 H� H2iim`� /B mM bBM;QHQ +�`�ii2`2 U/� mb�`2 BM
�Hi2`M�iBp� � T`BMi7 2 b+�M7V,
Tmi+?�`U+Vc Ę bi�KT� BH +�`�ii2`2 K2KQ`Bxx�iQ BM +
+ 4 ;2i+?�`UVc Ę H2;;2 mM +�`�ii2`2 2 HQ �bb2;M� �HH� p�`B�#BH2 +

1b2KTBQ,
+?�` +c
Tmi+?�`U^�^Vc
Tmi+?�`U^\M^Vc
+ 4 ;2i+?�`UVc
Tmi+?�`U+Vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rek f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

hBTB `2�HB

7HQ�i- /Qm#H2-HQM; /Qm#H2, bQMQ B iBTB mb�iB T2` `�TT`2b2Mi�`2 B
`2�HB- +QM /Bp2`bB ;`�/B T`2+BbBQM2X aB mb� H� MQi�xBQM2 BM pB`;QH� KQ#BH2
U~Q�iBM; TQBMiVX
7HQ�i t4RkjXj9c
/Qm#H2 v4RyyXR28c ff�M+?2 MQi�xBQM2 b+B2MiB7B+�
b2;M�TQbiQ W7 2 WGc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rej f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

hBTB `2�HB U+QMiXV
A `2�HB p2M;QMQ `�TT`2b2Mi�iB BM pB`;QH� KQ#BH2 U~Q�iBM; TQBMiVX

j iBTB,
7HQ�i
/Qm#H2
HQM; /Qm#H2

AMi2`p�HHQ /B /2}MBxBQM2,
bBx2Q7 +B7`2 bB;MB}+�iBp2 KBM 2bTX K�t 2bTX

7HQ�i 9 e �jd j3
/Qm#H2 3 R8 �jyd jy3
HQM; /Qm#H2 Rk R3 �9NjR 9Njk

G2 ;`�M/2xx2 T`2+2/2MiB /BT2M/QMQ /�H +QKTBH�iQ`2 2 bQMQ /2}MBi2 M2H
}H2 7HQ�iX?X
.2p2 +QKmM[m2 p�H2`2 H� `2H�xBQM2,
bBx2Q7U7HQ�iV  bBx2Q7U/Qm#H2V  bBx2Q7UHQM; /Qm#H2V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Re9 f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

*Qbi�MiB, +QM TmMiQ /2+BK�H2 Q MQi�xBQM2 2bTQM2MxB�H2
1b2KTBQ,
/Qm#H2 t- v- x- rc
t 4 RkjX98c
v 4 yXyyj9c f QTTm`2 v 4 Xyyj9  f
x 4 j9X82Ykyc f QTTm`2 x 4 j9X81Yky  f
r 4 8Xj2@Rkc
L2B T`Q;`�KKB- T2` /2MQi�`2 mM� +Qbi�Mi2 /B iBTQ

7HQ�i- bB Tmǁ �;;BmM;2`2 7 Q 6 }M�H2
1b2KTBQ, 7HQ�i t 4 kXj287c
HQM; /Qm#H2- bB Tmǁ �;;BmM;2`2 G Q H }M�H2
1b2KTBQ, HQM; /Qm#H2 t 4 kXj98ed28kyGc

PT2`�iQ`B, +QK2 T2` ;HB BMi2`B Ui`�MM2 ǳWǴV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Re8 f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

AM;`2bbQfmb+Bi�, i`�KBi2 T`BMi7 2 b+�M7- +QM /Bp2`bB bT2+B}+�iQ`B
/B 7Q`K�iQ
PmiTmi +QM T`BMi7 UT2` 7HQ�iV,
W7 Ę MQi�xBQM2 BM pB`;QH� }bb�
W3Xj7 Ę 3 +B7`2 +QKTH2bbBp2- /B +mB j +B7`2 /2+BK�HB
1b2KTBQ,
7HQ�i t 4 RkjX98c
T`BMi7U]%W7% %W3Xj7% %W@3Xj7%\M]- t- t- tVc

%RkjX99NNNd% % RkjX98y% %RkjX98y %
/Qp2 BH @ BM/B+� HǶ�HHBM2�K2MiQ � bBMBbi`�
W2 UQTTm`2 W1V Ę MQi�xBQM2 2bTQM2MxB�H2
WRyXj2 Ę Ry +B7`2 +QKTH2bbBp2- /B +mB j +B7`2 /2+BK�HB
1b2KTBQ,
/Qm#H2 t 4 RkjX98c
T`BMi7U]%W2% %WRyXj2% %W@RyXj2%\M]- t- t- tVc

%RXkj98yy2Yyk% % RXkj92Yyk% %RXkj92Yyk %
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Ree f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

AMTmi +QM b+�M7 UT2` 7HQ�iV,
bB Tmǁ mb�`2 BM/Bz2`2Mi2K2Mi2 W7 Q W2X

_B�bbmMiQ /2;HB bT2+B}+�iQ`B /B 7Q`K�iQ T2` B iBTB `2�HB,
~Q�i /Qm#H2 HQM; /Qm#H2

T`BMi7 W7- W2 W7- W2 WG7- WG2
b+�M7 W7- W2 WH7- WH2 WG7- WG2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Red f k89



GBM;m�;;BQ * hBTB /B /�iQ b2KTHB+B

"QQH2�MB 2/ QT2`�iQ`B

AM * MQM 2bBbi2 mM iBTQ "QQH2�MQX aB mb� BH iBTQ BMi,
y `�TT`2b2Mi� 6�GaPc
/Bp2`bQ /� y U/B bQHBiQ RV `�TT`2b2Mi� o1_PX

PT2`�iQ`B HQ;B+B,
5, LPh UQT2`�iQ`2 mM�`BQVX 1b2KTBQ, 5�c
��, �L. UQT2`�iQ`2 #BM�`BQVX 1b2KTBQ, � �� #c
%%, P_ UQT2`�iQ`2 #BM�`BQVX 1b2KTBQ, � %% #c

_2biBimBb+QMQ mM p�HQ`2 BMi2`Q T�`B � y Q R � b2+QM/� /2H p�HQ`2
U7�HbQfp2`QV /2HHǶ2bT`2bbBQM2X
�Hi`B QT2`�iQ`B H�pQ`�MQ bmB bBM;QHB #Bi, �/ 2b2KTBQ QT2`�iQ`B /B b?B7i
UII- ==V- �L. U�V- P_ U%V- sP_ U VÙ XXX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Re3 f k89



GBM;m�;;BQ * 1b2`+Bi�xBQM2

a+`Bp2`2 mM T`Q;`�KK� +?2 bBKmHB BH ;BQ+Q /2HH� KQ``� +BM2b2 7`� /m2
;BQ+�iQ`B- Qpp2`Q +?2 H2;;2 /m2 p�HQ`B pR 2 pk +?2 `�TT`2b2Mi�MQ mMQ
/2B i`2 p�HQ`B ǳ7Q`#B+BǴ- ǳ+�`i�Ǵ 2 ǳb�bbQǴ 2 [mBM/B bi�KT� BH pBM+BiQ`2
QTTm`2 BM/B+�`2 +?2 BH ;BQ+Q ĕ T�`BX aB `B+Q`/� +?2 ǳ7Q`#B+BǴ #�ii2
ǳ+�`i�Ǵ- ǳ+�`i�Ǵ #�ii2 ǳb�bbQǴ 2- BM}M2-ǳb�bbQǴ #�ii2 ǳ7Q`#B+BǴX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ReN f k89



GBM;m�;;BQ * 1b2`+Bi�xBQM2

aQHmxBQM2 R,
amTTQMB�KQ bB i`�iiB /B +�`�ii2`BX
OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=
BMi K�BMUV
&
+?�` pR- pkc
T`BMi7U].B;Bi�`2 B p�HQ`B /B pR 2 pk \M]Vc
b+�M7U]W+ W+]- �pR- �pkVc
B7 UpR 44 pkV
T`BMi7U]AH ;BQ+Q T�`B \M]Vc

2Hb2
B7 UUpR 44 ^7^ �� pk 44 ^+^V%%UpR 44 ^+^ �� pk 44 ^b^V%%
UpR 44 ^b^ �� pk 44 ^7^VV
T`BMi7U]AH pBM+BiQ`2 BH T`BKQ ;BQ+�iQ`2 \M]Vc

2Hb2
T`BMi7U]AH pBM+BiQ`2 BH b2+QM/Q ;BQ+�iQ`2 \M]Vc

`2im`M yc '

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rdy f k89



GBM;m�;;BQ * 1b2`+Bi�xBQM2

aQHmxBQM2 k, *Q/B}+�M/Q B i`2 p�HQ`B +QM i`2 BMi2`B- +BQĕ Ƕ7Ƕ 4 j- Ƕ+Ƕ 4 k 2
ǶbǶ 4 R- bB p2/2 +?2 2bBbi2 mM� bQ`i� /B Q`/BM�K2MiQ KQ/mHQ j, j pBM+2 bm
k- k pBM+2 bm R 2 R pBM+2 bm jX
OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=
BMi K�BMUV
&
BMi pR- pk-pc
T`BMi7U].B;Bi�`2 B p�HQ`B /B pR 2 pk \M]Vc
b+�M7U]W/ W/]- �pR- �pkVc
B7 UpR 44 pkV
T`BMi7U]AH ;BQ+Q T�`B \M]Vc

2Hb2
p 4 pR@pk W jc
T`BMi7U]W/ \M]-pVc
B7 Up 44 RV
T`BMi7U]AH pBM+BiQ`2 Đ BH T`BKQ ;BQ+�iQ`2 \M]Vc

2Hb2
T`BMi7U]AH pBM+BiQ`2 Đ BH b2+QM/Q ;BQ+�iQ`2 \M]Vc

`2im`M yc '

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RdR f k89



GBM;m�;;BQ * *QMp2`bBQMB /B iBTQ

*QMp2`bBQMB /B iBTQ M2HH2 2bT`2bbBQMB

G2 2bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2 ?�MMQ mM p�HQ`2 2/ mM iBTQ /2ii�iQ /�
[m2HHQ /2HH2 p�`B�#BHB BM ;BQ+QX
AM mMǶQT2`�xBQM2 ;HB QT2`�M/B /B iBTQ /Bp2`bQ p2M;QMQ +QMp2`iBiB M2HHQ
bi2bbQ iBTQ �TTHB+�M/Q �H+mM2 `2;QH2 �miQK�iB+?2X AM ;2M2`2 bB �KTHB�
BH +�KTQ /2B p�HQ`B `�TT`2b2Mi�#BHBX

1b2KTBQ
a2 t ?� iBTQ BMi 2 v ?� iBTQ 7HQ�i- BH `BbmHi�iQ /2HHǶ2bT`2bbBQM2 tYv pB2M2
�miQK�iB+�K2Mi2 +QMp2`iBiQ � 7HQ�i

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rdk f k89



GBM;m�;;BQ * *QMp2`bBQMB /B iBTQ

*QMp2`bBQMB /B iBTQ

aBim�xBQMB BM +mB bB ?�MMQ +QMp2`bBQMB /B iBTQ
[m�M/Q BM mMǶ2bT`2bbBQM2 +QKT�BQMQ QT2`�M/B /B iBTQ /Bp2`bQ
/m`�Mi2 mMǶ�bb2;M�K2MiQ t 4 v- [m�M/Q BH iBTQ /B v ĕ /Bp2`bQ /�
[m2HHQ /B t
2bTHB+Bi�K2Mi2- i`�KBi2 HǶQT2`�iQ`2 /B +�bi
M2H T�bb�;;BQ /2B T�`�K2i`B � 7mMxBQM2 UTBɍ �p�MiBV
�ii`�p2`bQ BH p�HQ`2 /B `BiQ`MQ /B mM� 7mMxBQM2 UTBɍ �p�MiBV

lM� +QMp2`bBQM2 Tmǁ Q K2MQ +QBMpQH;2`2 mM +�K#B�K2MiQ M2HH�
`�TT`2b2Mi�xBQM2 /2H p�HQ`2X

/� b?Q`i � HQM; U/BK2MbBQMB /Bp2`b2V
/� BMi � 7HQ�i U�M+?2 b2 bi2bb� /BK2MbBQM2V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rdj f k89



GBM;m�;;BQ * *QMp2`bBQMB /B iBTQ

*QMp2`bBQMB BKTHB+Bi2 i`� QT2`�M/B /B iBTQ /Bp2`bQ M2HH2
2bT`2bbBQMB

Zm�M/Q mMǶ2bT`2bbBQM2 /2H iBTQ t QT v +QBMpQH;2 QT2`�M/B /B iBTQ
/Bp2`bQ- �ppB2M2 mM� +QMp2`bBQM2 BKTHB+Bi� b2+QM/Q H2 b2;m2MiB `2;QH2,

R Q;MB p�HQ`2 /B iBTQ +?�` Q b?Q`i pB2M2 +QMp2`iBiQ BM BMi
k b2 /QTQ BH T�bbQ RX HǶ2bT`2bbBQM2 ĕ �M+Q`� 2i2`Q;2M2� bB +QMp2`i2

HǶQT2`�M/Q /B iBTQ BM72`BQ`2 7�+2M/QHQ /Bp2MB`2 /B iBTQ bmT2`BQ`2 b2+QM/Q
H� b2;m2Mi2 ;2`�`+?B�,

BMi ! HQM; ! 7HQ�i ! /Qm#H2 ! HQM; /Qm#H2

1b2KTBQ, BMi tc /Qm#H2 vc
L2H +�H+QHQ /B UtYvV,

R t pB2M2 +QMp2`iBiQ BM /Qm#H2
k pB2M2 2z2iim�i� H� bQKK� i`� p�HQ`B /B iBTQ /Qm#H2
j BH `BbmHi�iQ ĕ /B iBTQ /Qm#H2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rd9 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMp2`bBQMB /B iBTQ

*QMp2`bBQMB M2HHǶ�bb2;M�K2MiQ

aB ?� BM t 4 2tT [m�M/Q B iBTB /B t 2 2tT MQM +QBM+B/QMQX
G� +QMp2`bBQM2 �ppB2M2 b2KT`2 � 7�pQ`2 /2H iBTQ /2HH� p�`B�#BH2 �
bBMBbi`�,
b2 bB i`�ii� /B mM� T`QKQxBQM2 MQM bB ?� T2`/Bi� /B BM7Q`K�xBQM2
b2 bB ?� mM� `2i`Q+2bbBQM2 bB Tmǁ �p2`2 T2`/Bi� /B BM7Q`K�xBQM2
1b2KTBQ,
BMi Bc
7HQ�i t 4 kXj- v 4 9X8c
B 4 t Y vc
T`BMi7U]W/]- BVc f bi�KT� e  f

a2 H� +QMp2`bBQM2 MQM ĕ TQbbB#BH2 bB ?� 2``Q`2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rd8 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMp2`bBQMB /B iBTQ

*QMp2`bBQMB 2bTHB+Bi2 UQT2`�iQ`2 /B +�biV
aBMi�bbB, UiBTQV 2bT`2bbBQM2
*QMp2`i2 BH p�HQ`2 /B 2bT`2bbBQM2 M2H +Q``BbTQM/2Mi2 p�HQ`2 /2H iBTQ
bT2+B}+�iQX
1b2KTBQ,

BMi bQKK�- Mc
7HQ�i K2/B�c
XXX
K2/B� 4 bQKK� f Mc f /BpBbBQM2 i`� BMi2`B  f
K2/B� 4 U7HQ�iVbQKK� f Mc f /BpBbBQM2 i`� `2�HB  f

GǶQT2`�iQ`2 /B +�bi ǳUiBTQVǴ ?� T`2+2/2Mx� TBɍ �Hi� /2;HB QT2`�iQ`B
#BM�`B 2 �bbQ+B� /� /2bi`� � bBMBbi`�X .mM[m2
U7HQ�iV bQKK� f M
2[mBp�H2 �
UU7HQ�iV bQKK�V f M

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rde f k89



GBM;m�;;BQ * AMTmifPmiTmi

AMTmifQmiTmi

*QK2 ;B¨ /2iiQ- BMTmi 2 QmiTmi MQM bQMQ T�`i2 BMi2;`�Mi2 /2H *
GǶBMi2`�xBQM2 +QM HǶ�K#B2Mi2 ĕ /2K�M/�iQ �HH� HB#`2`B� bi�M/�`/
=) mM BMbB2K2 /B 7mMxBQMB � mbQ /2B T`Q;`�KKB *
G� HB#`2`B� bi/BQX? BKTH2K2Mi� mM b2KTHB+2 KQ/2HHQ /B BM;`2bbQ 2
mb+Bi� /B /�iB i2bim�HB
mM i2biQ ĕ i`�ii�iQ +QK2 mM bm++2bbBQM2 Ubi`2�KV /B +�`�ii2`B- Qpp2`Q
=) mM� b2[m2Mx� /B +�`�ii2`B Q`;�MBxx�i� BM `B;?2- +B�b+mM�
i2`KBM�i� /� ǳ\MǴ
�H KQK2MiQ /2HHǶ2b2+mxBQM2- �H T`Q;`�KK� p2M;QMQ +QMM2bbB
�miQK�iB+�K2Mi2 j bi`2�K,

bi�M/�`/ BMTmi, /B bQHBiQ H� i�biB2`�
bi�M/�`/ QmiTmi, /B bQHBiQ HQ b+?2`KQ
bi�M/�`/ 2``Q`, /B bQHBiQ HQ b+?2`KQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rdd f k89



GBM;m�;;BQ * AMTmifPmiTmi

AMTmifQmiTmi U+QMiXV
*QKTBiQ /2HH� HB#`2`B� ĕ 7�`2 BM KQ/Q +?2 imiiQ BH i`�ii�K2MiQ /2B /�iB
BM BM;`2bbQ 2 mb+Bi� bB +QM7Q`KB � [m2biQ KQ/2HHQ
=) BH T`Q;`�KK�iQ`2 MQM bB /2p2 T`2Q++mT�`2 /B +QK2 +Bǁ bB�
2z2iiBp�K2Mi2 `2�HBxx�iQ
P;MB pQHi� +?2 bB 2z2iim� mM� QT2`�xBQM2 /B H2iim`� �ii`�p2`bQ
;2i+?�` pB2M2 �+[mBbBiQ BH T`QbbBKQ +�`�ii2`2 /�HHQ bi�M/�`/ BMTmi 2
pB2M2 `2biBimBiQ BH bmQ p�HQ`2
U�M�HQ;�K2Mi2 T2` b+�M7 +?2 +QKTQ`i� HǶ�+[mBbBxBQM2 /B mMQ Q TBɍ
+�`�ii2`B � b2+QM/� /2HH2 bT2+B}+?2 /B 7Q`K�iQ T`2b2MiB ĘV
P;MB pQHi� +?2 bB 2z2iim� mM� QT2`�xBQM2 /B b+`Biim`� U�ii`�p2`bQ
Tmi+?�` Q T`BMi7V imiiB B p�HQ`B +QBMpQHiB p2M;QMQ +QMp2`iBiB BM
b2[m2Mx2 /B +�`�ii2`B 2 [m2bi2 mHiBK2 p2M;Q �++Q/�i2 �HHQ bi�M/�`/
QmiTmiX
hBTB+�K2Mi2 BH bBbi2K� QT2`�iBpQ +QMb2Mi2 /B `2/B`B;2`2 ;HB bi`2�K
bi�M/�`/- �/ 2b2KTBQ bm mMQ Q TBɍ }H2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj Rd3 f k89



GBM;m�;;BQ * AMTmifPmiTmi

6mMxBQMB T`BMi7 2 b+�M7

G2 7mMxBQMB T`BMi7 2 b+�M7 bQMQ H2 7mMxBQMB /B HB#`2`B� T2` HǶQmiTmi 2
T2` HǶBMTmiX G� H2ii2`� 7 �HH� }M2 /2B MQKB /2HH2 /m2 7mMxBQMB bi� T2`
ǳ7Q`K�ii2/Ǵ- Qpp2`Q Ǵ+QM 7Q`K�iQǴ
aB� T`BMi7 +?2 b+�M7 `B+2pQMQ mM� bi`BM;� /B +QMi`QHHQ- +?2 Tmǁ
+QMi2M2`2 H2 bT2+B}+?2 /B +QMp2`bBQM2 BM/B+�i2 +QM BH bBK#QHQ W
Ub2;M�TQbiQV- 2 mM� b2`B2 /B T�`�K2i`B- +?2 TQbbQMQ 2bb2`2 �/ 2b2KTBQ
H2 p�`B�#BHB /� bi�KT�`2 Q H2;;2`2X
T`BMi7Ubi`BM;� /B +QMi`QHHQ- HBbi� /B p�`B�#BHBV
b+�M7Ubi`BM;� /B +QMi`QHHQ- HBbi� /B p�`B�#BHBV
S2` bi�KT�`2 /2HH2 p�`B�#BHB /B mM /2i2`KBM�iQ iBTQ /Q##B�KQ
miBHBxx�`2 B b2;M�TQbiQ `2H�iBpB UW/ T2` BMi-W+ T2` +?�`-XXXV
LPh�, +QK2 T2` B +QK�M/B /2HH� b?2HH- �M+?2 T2` H2 7mMxBQMB /B
HB#`2`B� bi�M/�`/ TQbbB�KQ mb�`2 BH +QK�M/Q K�MX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RdN f k89



GBM;m�;;BQ * AMTmifPmiTmi

6Q`K�ii�xBQM2 /2HHǶQmiTmi +QM T`BMi7

_B2TBHQ;Q bT2+B}+�iQ`B /B 7Q`K�iQ T`BM+BT�HB,
BMi2`B, W/- WQ- Wm- Wt- Ws
T2` b?Q`i, bB �Mi2TQM2 ?
T2` HQM;, bB �Mi2TQM2 H UKBMmb+QH�V
`2�HB, W2- W7- W;
T2` /Qm#H2, MQM bB �Mi2TQM2 MmHH�
T2` HQM; /Qm#H2, bB �Mi2TQM2 G
+�`�ii2`B, W+
bi`BM;?2, Wb UH2 p2/`2KQ TBɍ �p�MiBV
TmMi�iQ`B, WT UHB p2/`2KQ TBɍ �p�MiBV

6H�;, K2bbB bm#BiQ /QTQ BH ǳWǴ
ǳ@Ǵ, �HHBM2� � bBMBbi`�
�Hi`B ~�; UMQM +B BMi2`2bb�MQV

a2[m2Mx2 /B 2b+�T2, \W- \^- \]- \\- \�- \#- \M- \i- Ę
S2` bi�KT�`2 BH +�`�ii2`2 ^W^ ĕ M2+2bb�`BQ `�//QTTB�`HQ, WW

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R3y f k89



GBM;m�;;BQ * AMTmifPmiTmi

6Q`K�ii�xBQM2 /2HHǶBMTmi +QM b+�M7

aT2+B}+�iQ`B /B 7Q`K�iQ, +QK2 T2` HǶQmiTmi- i`�MM2 +?2 T2` B `2�HB
/Qm#H2, bB �Mi2TQM2 H
HQM; /Qm#H2, bB �Mi2TQM2 G

aQTT`2bbBQM2 /2HHǶBMTmi, K2ii2M/Q ǳ Ǵ bm#BiQ /QTQ ǳWǴ
LQM +B /2p2 2bb2`2 mM �`;QK2MiQ +Q``BbTQM/2Mi2 �HHQ bT2+B}+�iQ`2 /B
7Q`K�iQ, BH +�KTQ /2p2 2bb2`2 H2iiQ- K� BH p�HQ`2 MQM /2p2 2bb2`2
�bb2;M�iQ �/ �H+mM� p�`B�#BH2X
1b2KTBQ, G2iim`� /B mM� /�i� BM 7Q`K�iQ ;;fKKf���� QTTm`2
;;@KK@����X
BMi ;- K- �c
b+�M7U]W/W +W/W +W/W +]- �;- �K- ��Vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R3R f k89



GBM;m�;;BQ * 1bT`2bbBQMB #QQH2�M2

1bT`2bbBQMB #QQH2�M2

AH HBM;m�;;BQ /2p2 +QMb2MiB`2 /B /2b+`Bp2`2 2bT`2bbBQMB #QQH2�M2
U;m�`/B2 /B +QM/BxBQM�HB 2 Bi2`�xBQM2VX
*QK2 ;B¨ b�TTB�KQ- BM * MQM 2bBbi2 mM iBTQ "QQH2�MQ =) bB mb� BH
iBTQ BMi ,

7�HbQ () y
p2`Q () R UBM `2�Hi¨ [m�HbB�bB p�HQ`2 /Bp2`bQ /� yV

1b2KTBQ, k > j ?� p�HQ`2 y UQbbB� 7�HbQV
8 > j ?� p�HQ`2 R UQbbB� p2`QV

PT2`�iQ`B `2H�xBQM�HB /2H *
I- =- I4- =4 UKBMQ`2- K�;;BQ`2- KBMQ`2 Q m;m�H2- K�;;BQ`2 Q m;m�H2V
ě T`BQ`Bi¨ �Hi�
44- 54 Um;m�H2- /Bp2`bQV ě T`BQ`Bi¨ #�bb�

1b2KTBQ, i2KT2`�im`� <= y p2HQ+Bi� > p2HQ+Bi�nK�t
pQiQ 44 jy �MMQ 54 kyyy

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R3k f k89



GBM;m�;;BQ * 1bT`2bbBQMB #QQH2�M2

PT2`�iQ`B HQ;B+B

AM Q`/BM2 /B T`BQ`Bi¨,
5 UM2;�xBQM2V ě T`BQ`Bi¨ �Hi�
�� U+QM;BmMxBQM2V
%% U/Bb;BmMxBQM2V ě T`BQ`Bi¨ #�bb�

a2K�MiB+�, � # 5� � �� # � %% #
y y R y y
y R R y R
R y y y R
R R y R R

y Ę7�HbQ
R Ęp2`Q UQ [m�HbB�bB p�HQ`2 6= yV

1b2KTBQ,
U� =4 RyV �� U� I4 kyV p2`Q URV b2 Ry  �  ky
U# I4 @8V %% U# =4 8V p2`Q b2 |#| � 8

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R3j f k89



GBM;m�;;BQ * 1bT`2bbBQMB #QQH2�M2

G2 2bT`2bbBQMB #QQH2�M2 p2M;QMQ p�Hmi�i2 /� bBMBbi`� � /2bi`�,
+QM ��- �TT2M� mMQ /2;HB QT2`�M/B ĕ 7�HbQ- `2biBimBb+2 7�HbQ b2Mx�
p�Hmi�`2 BH b2+QM/Q QT2`�M/Q
+QM %%- �TT2M� mMQ /2;HB QT2`�M/B ĕ p2`Q- `2biBimBb+2 p2`Q b2Mx�
p�Hmi�`2 BH b2+QM/Q QT2`�M/Q

S`BQ`Bi¨ i`� QT2`�iQ`B /B /Bp2`bQ iBTQ,
MQi HQ;B+Q ě T`BQ`Bi¨ �Hi�
�`BiK2iB+B
`2H�xBQM�HB
#QQH2�MB U�M/ 2 Q` HQ;B+QV ě T`BQ`Bi¨ #�bb�

1b2KTBQ,
�Yk 44 j # %% 5i`Qp�iQ �� + I �fj

ĕ 2[mBp�H2Mi2 �
UU�YkV 44 Uj #VV %% UU5i`Qp�iQV �� U+ I U�fjVVV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R39 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

a2H2xBQM2 /QTTB�, Bbi`mxBQM2 B7@2Hb2

aBMi�bbB,
B7 U2bT`2bbBQM2V

Bbi`mxBQM2R
2Hb2 Bbi`mxBQM2k

2bT`2bbBQM2 ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2 #QQH2�M�
Bbi`mxBQM2R `�TT`2b2Mi� BH `�KQ i?2M U/2p2 2bb2`2 mMǶmMB+�
Bbi`mxBQM2V
Bbi`mxBQM2k `�TT`2b2Mi� BH `�KQ 2Hb2 U/2p2 2bb2`2 mMǶmMB+� Bbi`mxBQM2V

a2K�MiB+�,
R pB2M2 T`BK� p�Hmi�i� 2bT`2bbBQM2
k b2 2bT`2bbBQM2 ĕ p2`� pB2M2 2b2;mBi� Bbi`mxBQM2R

�Hi`BK2MiB UQpp2`Q b2 2bT`2bbBQM2 ĕ 7�Hb�V pB2M2 2b2;mBi�
Bbi`mxBQM2k

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R38 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

BMi i2KT2`�im`�c

T`BMi7U]Zm�MiB ;`�/B +B bQMQ\ ]Vc b+�M7U]W/]- �i2KT2`�im`�Vc
B7 Ui2KT2`�im`� >4 k8V
T`BMi7U]6� +�H/Q\M]Vc

2Hb2
T`BMi7U]aB bi� #2M2\M]Vc

T`BMi7U]�``Bp2/2`+B\M]Vc

=> Zm�MiB ;`�/B +B bQMQ\ jy  -
6� +�H/Q
�``Bp2/2`+B
=>

=> Zm�MiB ;`�/B +B bQMQ\ R3  -
aB bi� #2M2
�``Bp2/2`+B
=>

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R3e f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

a2H2xBQM2 bBM;QH�, Bbi`mxBQM2 B7
Ĕ mMǶBbi`mxBQM2 B7@2Hb2 BM +mB K�M+� H� T�`i2 2Hb2X
aBMi�bbB,

B7 U2bT`2bbBQM2V
Bbi`mxBQM2

a2K�MiB+�,
R pB2M2 T`BK� p�Hmi�i� 2bT`2bbBQM2
k b2 2bT`2bbBQM2 ĕ p2`� pB2M2 2b2;mBi� Bbi`mxBQM2 �Hi`BK2MiB MQM bB 7�

�H+mM+?û
1b2KTBQ,
BMi i2KT2`�im`�c
b+�M7U]W/]- �i2KT2`�im`�Vc
B7 Ui2KT2`�im`� >4 k8V
T`BMi7U]6� +�H/Q\M]Vc

T`BMi7U]�``Bp2/2`+B\M]Vc

=> R3  -
�``Bp2/2`+B

=> jy  -
6� +�H/Q
�``Bp2/2`+B

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R3d f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

"HQ++Q

G� bBMi�bbB /B B7@2Hb2 +QMb2Mi2 /B �p2`2 mMǶmMB+� Bbi`mxBQM2 M2H `�KQ
i?2M UQ M2H `�KQ 2Hb2VX
a2 BM mM `�KQ pQ;HB�KQ 2b2;mB`2 TBɍ Bbi`mxBQMB /Q##B�KQ mb�`2 mM
#HQ++QX
aBMi�bbB,

&
Bbi`mxBQM2@R
ē
Bbi`mxBQM2@M

'
*QK2 ;B¨ b�TTB�KQ 2 +QK2 `Bp2/`2KQ TBɍ �p�MiB- mM #HQ++Q Tmǁ
+QMi2M2`2 �M+?2 /B+?B�`�xBQMBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R33 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

1b2KTBQ, .�iB K2b2 2/ �MMQ- +�H+QH�`2 K2b2 2/ �MMQ /2H K2b2
bm++2bbBpQX

BMi K2b2- �MMQ- K2b2bm++- �MMQbm++c

B7 UK2b2 44 RkV
&
K2b2bm++ 4 Rc
�MMQbm++ 4 �MMQ Y Rc

'
2Hb2
&
K2b2bm++ 4 K2b2 Y Rc
�MMQbm++ 4 �MMQc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj R3N f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

1b2KTBQ, .�iQ mM �MMQ- +QMi`QHH�`2 b2 bB i`�ii� /B mM �MMQ #Bb2biBH2X
_B+Q`/B�KQ +?2 mM �MMQ ĕ #Bb2biBH2 b2 HQ bB Tmǁ /BpB/2`2 T2` 9- K� MQM T2`
Ryy- �/ 2++2xBQM2 /2;HB �MMB /BpBbB#BHB T2` 9yy- +?2 bQMQ #Bb2biBHBX

BMi �MMQc

B7 UU�MMQW9 44 y �� �MMQWRyy 5 4 yV %% U�MMQW9yy 44 yVV
T`BMi7UW/ 2^ mM �MMQ #Bb2biBH2 \M- �MMQVc
2Hb2
T`BMi7UW/ 2^ mM �MMQ #Bb2biBH2 \M- �MMQVc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RNy f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

1b2KTBQ, .�iQ mM �MMQ- +QMi`QHH�`2 b2 bB i`�ii� /B mM �MMQ #Bb2biBH2X
_B+Q`/B�KQ +?2 mM �MMQ ĕ #Bb2biBH2 b2 HQ bB Tmǁ /BpB/2`2 T2` 9- K� MQM T2`
Ryy- �/ 2++2xBQM2 /2;HB �MMB /BpBbB#BHB T2` 9yy- +?2 bQMQ #Bb2biBHBX

BMi �MMQc

B7 UU�MMQW9 44 y �� �MMQWRyy 5 4 yV %% U�MMQW9yy 44 yVV
T`BMi7UW/ 2^ mM �MMQ #Bb2biBH2 \M- �MMQVc
2Hb2
T`BMi7UW/ 2^ mM �MMQ #Bb2biBH2 \M- �MMQVc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RNy f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

a2H2xBQM2 KmHiBTH�, A7 �MMB/�iB UBM +�b+�i�V
Zm�M/Q HǶBbi`mxBQM2 /2H `�KQ i?2M Q 2Hb2 ĕ mMǶBbi`mxBQM2 B7 Q B7@2Hb2X
1b2KTBQ, .�i� mM� i2KT2`�im`�- bi�KT�`2 mM K2bb�;;BQ b2+QM/Q H�
b2;m2Mi2 i�#2HH�,

i2KT2`�im`� i K2bb�;;BQ
jy < i JQHiQ +�H/Q
ky < i  jy *�H/Q
Ry < i  ky :`�/2pQH2
y < i  Ry 6`2//Q
i  y JQHiQ 7`2//Q

B7 Ui2KT2`�im`� > jyV
T`BMi7U]JQHiQ +�H/Q\M]Vc

2Hb2 B7 Ui2KT2`�im`� > kyV
T`BMi7U]*�H/Q\M]Vc

2Hb2 B7 Ui2KT2`�im`� > RyV
T`BMi7U]:`�/2pQH2\M]Vc

2Hb2 B7 Ui2KT2`�im`� > yV
T`BMi7U]6`2//Q\M]Vc

2Hb2 T`BMi7U]JQHiQ 7`2//Q\M]Vc
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RNR f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

Pbb2`p�xBQMB,
bB i`�ii� /B mMǶmMB+� Bbi`mxBQM2 B7@2Hb2
B7 Ui2KT2`�im`� = jyV
T`BMi7U]JQHiQ +�H/Q\M]Vc

2Hb2 XXX
MQM b2`p2 +?2 H� b2+QM/� +QM/BxBQM2 bB� +QKTQbi�
B7 Ui2KT2`�im`� > jyV T`BMi7U]JQHiQ +�H/Q\M]Vc
2Hb2 f BH p�HQ`2 /B i2KT2`�im`� 2^ <= jy  f

B7 Ui2KT2`�im`� > kyV
LQM +Ƕĕ #BbQ;MQ /B mM� +QM;BmMxBQM2 /2H iBTQ
Ui <= jyV �� Ui > kyV
U�M�HQ;�K2Mi2 T2` ;HB �Hi`B +�bBVX
�ii2MxBQM2, BH b2;m2Mi2 +Q/B+2
B7 Ui2KT2`�im`� > jyV T`BMi7U]JQHiQ +�H/Q\M]Vc
B7 Ui2KT2`�im`� > kyV T`BMi7U]*�H/Q\M]Vc
?� #2M �Hi`Q bB;MB}+�iQ U[m�H2\V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RNk f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

�K#B;mBi¨ /2HHǶ2Hb2
B7 U� >= yV B7 U# >= yV T`BMi7U]# TQbBiBpQ]Vc
2Hb2 T`BMi7U]\\\]Vc
T`BMi7U]\\\]V Tmǁ 2bb2`2 H� T�`i2 2Hb2

/2H T`BKQ B7 =) T`BMi7U]� M2;�iBpQ]Vc
/2H b2+QM/Q B7 =) T`BMi7U]# M2;�iBpQ]Vc

GǶ�K#B;mBi¨ bBMi�iiB+� bB `BbQHp2 +QMbB/2`�M/Q +?2 mM 2Hb2 7� b2KT`2
`B72`BK2MiQ �HHǶB7 TBɍ pB+BMQ- /mM[m2
B7 U� > yV

B7 U# > yV
T`BMi7U]# TQbBiBpQ]Vc

2Hb2
T`BMi7U]# M2;�iBpQ]Vc

S2`+?û mM 2Hb2 bB `B72`Bb+� �/ mM B7 T`2+2/2Mi2- #BbQ;M� BMb2`B`2
[m2biǶmHiBKQ BM mM #HQ++Q
B7 U� > yV
& B7 U# > yV T`BMi7U]# TQbBiBpQ]Vc '

2Hb2
T`BMi7U]� M2;�iBpQ]Vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RNj f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

1b2`+BxBQ
G2;;2`2 mM `2�H2 2 bi�KT�`2 mM K2bb�;;BQ b2+QM/Q H� b2;m2Mi2 i�#2HH�,

;`�/B �H+QHB+B ; K2bb�;;BQ
9y < ; bmT2`�H+QHB+Q
ky < ;  9y �H+QHB+Q
R8 < ;  ky pBMQ HB[mQ`QbQ
Rk < ;  R8 pBMQ 7Q`i2
RyX8 < ;  Rk pBMQ MQ`K�H2
;  RyX8 pBMQ H2;;2`Q

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RN9 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

1b2KTBQ, .�iB i`2 p�HQ`B +?2 `�TT`2b2Mi�MQ H2 HmM;?2xx2 /2B H�iB /B
mM i`B�M;QHQ- bi�#BHB`2 b2 bB i`�iiB /B mM i`B�M;QHQ 2[mBH�i2`Q- BbQb+2H2 Q
b+�H2MQX

�H;Q`BiKQ, /2i2`KBM� iBTQ /B i`B�M;QHQ
H2;;B B i`2 H�iB
+QM7`QMi� B H�iB � +QTTB2- 7BM [m�M/Q MQM
?�B `�++QHiQ mM� [m�MiBi£ /B BM7Q`K�xBQMB
bm77B+B2Mi2 � T`2M/2`2 H� /2+BbBQM2

bi�KT� BH `BbmHi�iQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RN8 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

K�BMUV &
7HQ�i T`BKQ- b2+QM/Q- i2`xQc

T`BMi7U]GmM;?2xx2 H�iB i`B�M;QHQ \ ]Vc
b+�M7U]W7W7W7]- �T`BKQ- �b2+QM/Q- �i2`xQVc

B7 UT`BKQ 44 b2+QM/QV &
B7 Ub2+QM/Q 44 i2`xQV
T`BMi7U]1[mBH�i2`Q\M]Vc

2Hb2
T`BMi7U]AbQb+2H2\M]Vc

'
2Hb2 &

B7 Ub2+QM/Q 44 i2`xQV
T`BMi7U]AbQb+2H2\M]Vc

2Hb2 B7 UT`BKQ 44 i2`xQV
T`BMi7U]AbQb+2H2\M]Vc

2Hb2
T`BMi7U]a+�H2MQ\M]Vc

' '

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RNe f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

1b2`+BxBQ
_BbQHp2`2 BH T`Q#H2K� /2H i`B�M;QHQ miBHBxx�M/Q BH b2;m2Mi2 �H;Q`BiKQ,

�H;Q`BiKQ, /2i2`KBM� iBTQ /B i`B�M;QHQ +QM +QMi2;;BQ
H2;;B B i`2 H�iB
+QM7`QMi� B H�iB � +QTTB2 +QMi�M/Q
[m�Mi2 +QTTB2 bQMQ m;m�HB

B7 H2 +QTTB2 m;m�HB bQMQ y
Đ b+�H2MQ
2Hb2 B7 H2 +QTTB2 m;m�HB bQMQ R
Đ BbQb+2H2
2Hb2 Đ 2[mBH�i2`Q

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RNd f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

a2H2xBQM2 � TBɍ pB2, Bbi`mxBQM2 brBi+?

aBMi�bbB,
brBi+? U2bT`2bbBQM2V &

+�b2 p�HQ`2@R, Bbi`mxBQMB@R
#`2�Fc

ē
+�b2 p�HQ`2@M, Bbi`mxBQMB@M

#`2�Fc
/27�mHi , Bbi`mxBQMB@/27�mHi

'
a2K�MiB+�,

R pB2M2 p�Hmi�i� 2bT`2bbBQM2
k pB2M2 +2`+�iQ BH T`BKQ B T2` +mB BH p�HQ`2 /B 2bT`2bbBQM2 ĕ m;m�H2 �

p�HQ`2@B
j b2 bB i`Qp� i�H2 B- �HHQ`� p2M;QMQ 2b2;mBi2 Bbi`mxBQMB@B

�Hi`BK2MiB p2M;QMQ 2b2;mBi2 Bbi`mxBQMB@/27�mHi
1[mBp�H2 � B7 U2bT`2bbBQM2 44 p�HQ`2@RV Bbi`mxBQMB@R 2Hb2 B7
U2bT`2bbBQM2 44 p�HQ`2@kV Bbi`mxBQM2@k 2Hb2XXX Bbi`mxBQMB@/27�mHi

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RN3 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

1b2KTBQ,
BMi ;BQ`MQc
XXX
brBi+? U;BQ`MQV &

+�b2 R, T`BMi7U]GmM2/B^\M]Vc
#`2�Fc

+�b2 k, T`BMi7U]J�`i2/B^\M]Vc
#`2�Fc

+�b2 j, T`BMi7U]J2`+QH2/B^\M]Vc
#`2�Fc

+�b2 9, T`BMi7U]:BQp2/B^\M]Vc
#`2�Fc

+�b2 8, T`BMi7U]o2M2`/B^\M]Vc
#`2�Fc

/27�mHi , T`BMi7U]q22F 2M/\M]Vc
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj RNN f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

a2 �##B�KQ TBɍ p�HQ`B � +mB +Q``BbTQM/QMQ H2 bi2bb2 Bbi`mxBQMB-
TQbbB�KQ `�;;`mTT�`HB +QK2 b2;m2,

+�b2 p�HQ`2@R, +�b2 p�HQ`2@k,
Bbi`mxBQMB
#`2�Fc

1b2KTBQ,
BMi ;BQ`MQc
XXX
brBi+? U;BQ`MQV &

+�b2 R,
+�b2 k,
+�b2 j,
+�b2 9,
+�b2 8, T`BMi7U]:BQ`MQ H�pQ`�iBpQ\M]Vc

#`2�Fc
+�b2 e,
+�b2 d, T`BMi7U]q22F 2M/\M]Vc
/27�mHi , T`BMi7U]:BQ`MQ MQM p�HB/Q\M]Vc

'
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kyy f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

Pbb2`p�xBQMB bmHHǶBbi`mxBQM2 brBi+?

GǶ2bT`2bbBQM2 mb�i� T2` H� b2H2xBQM2 Tmǁ 2bb2`2 mM� [m�HbB�bB
2bT`2bbBQM2 * +?2 `2biBimBb+2 mM p�HQ`2 BMi2`QX
A p�HQ`B bT2+B}+�iB M2B p�`B +�b2 /2pQMQ BMp2+2 2bb2`2 +Qbi�MiB UQ
K2;HBQ p�HQ`B MQiB � i2KTQ /B +QKTBH�xBQM2VX AM T�`iB+QH�`2- MQM
TQbbQMQ 2bb2`2 2bT`2bbBQMB BM +mB +QKT�BQMQ p�`B�#BHBX
1b2KTBQ, AH b2;m2Mi2 7`�KK2MiQ /B +Q/B+2 ĕ b#�;HB�iQ,
BMi �c
brBi+? U�V &

+�b2 �<y, T`BMi7U]M2;�iBpQ\M]Vc
f 1__P_1, �<y MQM Đ mM� +Qbi�Mi2 f

+�b2 y, T`BMi7U]MmHHQ\M]Vc
+�b2 �>y, T`BMi7U]TQbBiBpQ\M]Vc

f 1__P_1, �>y MQM Đ mM� +Qbi�Mi2 f
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kyR f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

AM `2�Hi¨ BH * MQM `B+?B2/2 +?2 M2B +�b2 /B mMǶBbi`mxBQM2 brBi+?
HǶmHiBK� Bbi`mxBQM2 bB� #`2�FX
ZmBM/B- BM ;2M2`�H2 H� bBMi�bbB /B mMǶBbi`mxBQM2 brBi+? ĕ,

brBi+? U2bT`2bbBQM2V &
+�b2 p�HQ`2@R, Bbi`mxBQMB@R
ē
+�b2 p�HQ`2@M, Bbi`mxBQMB@M
/27�mHi , Bbi`mxBQMB@/27�mHi

'
a2K�MiB+�,

R pB2M2 T`BK� p�Hmi�i� 2bT`2bbBQM2
k pB2M2 +2`+�iQ BH T`BKQ B T2` +mB BH p�HQ`2 /B 2bT`2bbBQM2 ĕ T�`B �

p�HQ`2@B
j b2 bB i`Qp� i�H2 B- �HHQ`� bB 2b2;mQMQ BM b2[m2Mx� Bbi`mxBQMB@B-

Bbi`mxBQMB@UBYRV- Ę- }MQ � [m�M/Q MQM bB BM+QMi`� #`2�F Q ĕ
i2`KBM�i� HǶBbi`mxBQM2 brBi+?-
�Hi`BK2MiB p2M;QMQ 2b2;mBi2 Bbi`mxBQMB@/27�mHi

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kyk f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

1b2KTBQ, TBɍ +�b2 /B mMQ brBi+? 2b2;mBiB BM b2[m2Mx� U+Q``2iiQV
BMi H�iBc
T`BMi7U]AKK2iiB BH K�bbBKQ MmK2`Q /B H�iB /2H TQHB;QMQ U�H TBm< eV, ]Vc
b+�M7U]W/]- �H�iBVc
T`BMi7U]SQHB;QMB +QM �H TBm< W/ H�iB, ]- H�iBVc

brBi+? UH�iBV &
+�b2 e, T`BMi7U]2b�;QMQ- ]Vc
+�b2 8, T`BMi7U]T2Mi�;QMQ- ]Vc
+�b2 9, T`BMi7U]`2ii�M;QHQ- ]Vc
+�b2 j, T`BMi7U]i`B�M;QHQ\M]Vc

#`2�Fc
+�b2 k, +�b2 R, T`BMi7U]M2bbmMQ\M]Vc

#`2�Fc
/27�mHi , T`BMi7U]\M1``Q`2, p�HQ`2 BKK2bbQ > eX\M]Vc

'

LX"X Zm�M/Q bB QK2iiQMQ B #`2�F- /Bp2Mi� `BH2p�Mi2 HǶQ`/BM2 BM +mB
p2M;QMQ b+`BiiB B p�`B +�b2X Zm2biQ Tmǁ 2bb2`2 7�+BH2 +�mb� /B 2``Q`BX
Ĕ #mQM� MQ`K� K2ii2`2 #`2�F +QK2 mHiBK� Bbi`mxBQM2 /B Q;MB +�b2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kyj f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, +QM/BxBQM�HB

1b2KTBQ, TBɍ +�b2 2b2;mBiB BM b2[m2Mx� Ub+Q``2iiQV
BMi #c
T`BMi7U]AKK2iiB mM MmK2`Q i`� R 2 e, ]Vc
b+�M7U]W]ò- �#Vc
brBi+? U#V &

+�b2 R, +�b2 k, +�b2 j, +�b2 8, T`BMi7U]LmK2`Q T`BKQ\M]Vc
+�b2 9, +�b2 e, T`BMi7U]LmK2`Q MQM T`BKQ\M]Vc
/27�mHi , T`BMi7U]o�HQ`2 MQM p�HB/Q5\M]Vc

'

=> j -
LmK2`Q T`BKQ
LmK2`Q MQM T`BKQ
o�HQ`2 MQM p�HB/Q5
=>

=> 9  -
LmK2`Q MQM T`BKQ
o�HQ`2 MQM p�HB/Q5
=>

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ky9 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

Abi`mxBQMB Bi2`�iBp2
1b2KTBQ, G2;;2`2 8 BMi2`B- +�H+QH�`M2 H� bQKK� 2 bi�KT�`HBX
o�`B�Mi2 MQM �++2ii�#BH2, 8 p�`B�#BHB- 8 Bbi`mxBQMB /B H2iim`�- 8 Ę
BMi BR- Bk- Bj- B9- B8c
b+�M7U]W/]- �BRV,
XXX
b+�M7U]W/]- �B8Vc
T`BMi7U]W/]- BR Y Bk Y Bj Y B9 Y B8Vc
o�`B�Mi2 KB;HBQ`2 +?2 miBHBxx� bQHQ k p�`B�#BHB,
BMi bQKK�- Bc
bQKK� 4 yc
b+�M7U]W/]- �BVc
bQKK� 4 bQKK� Y Bc
XXX f T2` 8 pQHi2  f
b+�M7U]W/]- �BVc
bQKK� 4 bQKK� Y Bc
T`BMi7U]W/]- bQKK�Vc
=) +QMpB2M2 T2`ǁ mb�`2 mMǶBbi`mxBQM2 Bi2`�iBp�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ky8 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

Ai2`�xBQM2 /2i2`KBM�i� 2 BM/2i2`KBM�i�

G2 Bbi`mxBQMB Bi2`�iBp2 T2`K2iiQMQ /B `BT2i2`2 /2i2`KBM�i2 �xBQMB TBɍ
pQHi2,

mM MmK2`Q /B pQHi2 }bb�iQ =) Bi2`�xBQM2 /2i2`KBM�i�
1b2KTBQ,
7�B mM ;B`Q /2H T�`+Q /B +Q`b� T2` Ry pQHi2

}M+?ĕ mM� +QM/BxBQM2 `BK�M2 p2`� =) Bi2`�xBQM2 BM/2i2`KBM�i�
1b2KTBQ,
7BM+?ö MQM b2B b�xBQ
T`2M/B mM� +BHB2;B� /�H TB�iiQ 2 K�M;B�H�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kye f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

Abi`mxBQM2 r?BH2

S2`K2ii2 /B `2�HBxx�`2 HǶBi2`�xBQM2 BM *X
aBMi�bbB,

r?BH2 U2bT`2bbBQM2V
Bbi`mxBQM2

2bT`2bbBQM2 ĕ H� ;m�`/B� /2H +B+HQ
Bbi`mxBQM2 ĕ BH +Q`TQ /2H +B+HQ UTmǁ 2bb2`2 mM #HQ++QV

a2K�MiB+�,
R pB2M2 p�Hmi�i� HǶ2bT`2bbBQM2 U+QM/BxBQM2 /B +QMiBMm�xBQM2V
k b2 ĕ p2`� bB 2b2;m2 Bbi`mxBQM2 2 bB iQ`M� �/ 2b2;mB`2 HǶBMi2`Q r?BH2
j b2 ĕ 7�Hb� bB i2`KBM� HǶ2b2+mxBQM2 /2H r?BH2

LQi�, b2 2bT`2bbBQM2 ĕ 7�Hb� �HHǶBMBxBQ- BH +B+HQ MQM 7� MmHH�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kyd f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

Ai2`�xBQM2 /2i2`KBM�i�
1b2KTBQ, ai�KT� Ryy �bi2`Bb+?BX
aB miBHBxx� mM +QMi�iQ`2 T2` +QMi�`2 BH MmK2`Q /B �bi2`Bb+?B bi�KT�iBX

�H;Q`BiKQ, bi�KT� /B Ryy �bi2`Bb+?B
BMBxB�HBxx� BH +QMi�iQ`2 � y
r?BH2 BH +QMi�iQ`2 Đ KBMQ`2 /B Ryy
& bi�KT� mM << ^^

BM+`2K2Mi� BH +QMi�iQ`2 /B R '
AKTH2K2Mi�xBQM2,
BMi Bc
B 4 yc
r?BH2 UB < RyyV &
Tmi+?�`U^ ^Vc
B 4 B Y Rc

'
+QK2 ;B¨ b�TTB�KQ- H� p�`B�#BH2 B pB2M2 /2ii� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ /2H
+B+HQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj ky3 f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

Ai2`�xBQM2 /2i2`KBM�i�

1b2KTBQ, G2;;2`2 Ry BMi2`B- +�H+QH�`M2 H� bQKK� 2 bi�KT�`H�X
aB miBHBxx� mM +QMi�iQ`2 T2` +QMi�`2 BH MmK2`Q /B BMi2`B H2iiBX
BMi +QMi�- /�iQ- bQKK�c
T`BMi7U]AKK2iiB Ry BMi2`B, ]Vc
bQKK� 4 yc
+QMi� 4 yc
r?BH2 U+QMi� < RyV &
b+�M7U]W/]- �/�iQVc
bQKK� 4 bQKK� Y /�iQc
+QMi� 4 +QMi� Y Rc

'
T`BMi7U]G� bQKK� Đ W/\M]- bQKK�Vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kyN f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

1b2KTBQ, G2;;2`2 mM BMi2`Q L b2;mBiQ /� L BMi2`B 2 +�H+QH�`2 H�
bQKK� /B [m2biB mHiBKBX
aBKBH2 �H T`2+2/2Mi2, BH MmK2`Q /B `BT2iBxBQMB M2+2bb�`B2 MQM ĕ MQiQ �H
KQK2MiQ /2HH� b+`Biim`� /2H T`Q;`�KK� K� HQ ĕ �H KQK2MiQ
/2HHǶ2b2+mxBQM2 /2H +B+HQX
BMi HmM;- +QMi�- /�iQ- bQKK�c
T`BMi7U]AKK2iiB H� HmM;?2xx� /2HH� b2[m2Mx� ]Vc
T`BMi7U]b2;mBi� /�;HB 2H2K2MiB /2HH� bi2bb�, ]Vc
b+�M7U]W/]- �HmM;Vc
bQKK� 4 yc
+QMi� 4 yc
r?BH2 U+QMi� < HmM;V &
b+�M7U]W/]- �/�iQVc
bQKK� 4 bQKK� Y /�iQc
+QMi� 4 +QMi� Y Rc

'
T`BMi7U]G� bQKK� ĐW/\M]- bQKK�Vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kRy f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

1b2KTBQ, G2;;2`2 Ry BMi2`B TQbBiBpB 2 bi�KT�`M2 BH K�bbBKQX
aB miBHBxx� mM K�bbBKQ +Q``2Mi2 +QM BH [m�H2 bB +QM7`QMi� +B�b+mM
MmK2`Q H2iiQX
BMi +QMi�- /�iQ- K�bbBKQc
T`BMi7U]AKK2iiB Ry BMi2`B, ]Vc
K�bbBKQ 4 yc
+QMi� 4 yc
r?BH2 U+QMi� < RyV &
b+�M7U]W/]- �/�iQVc
B7 U/�iQ > K�bbBKQV
K�bbBKQ 4 /�iQc

+QMi� 4 +QMi� Y Rc
'
T`BMi7U]AH K�bbBKQ Đ W/\M]- K�bbBKQVc
1b2`+BxBQ
G2;;2`2 Ry BMi2`B �`#Bi`�`B 2 bi�KT�`M2 BH K�bbBKQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kRR f k89



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

Abi`mxBQM2 7Q`
A +B+HB pBbiB }MQ �/ Q`� ?�MMQ [m2bi2 +�`�ii2`BbiB+?2 +QKmMB,

miBHBxx�MQ mM� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ
H� ;m�`/B� p2`B}+� b2 H� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ ?� `�;;BmMiQ mM HBKBi2
T`2}bb�iQ
�/ Q;MB Bi2`�xBQM2 bB 2b2;m2 mMǶ�xBQM2
�H i2`KBM2 /B Q;MB Bi2`�xBQM2 pB2M2 BM+`2K2Mi�iQ U/2+`2K2Mi�iQV BH
p�HQ`2 /2HH� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ

1b2KTBQ, ai�KT�`2 B MmK2`B T�`B /� y � LX
B 4 yc f AMBxB�HBxx�xBQM2 /2HH� p�`X /B +QMi`QHHQ  f
r?BH2 UB <4 LV & f ;m�`/B�  f
T`BMi7U]W/ ]- BVc f �xBQM2 /� `BT2i2`2  f
B4BYkc f AM+`2K2MiQ p�`X /B +QMi`QHHQ  f

'
GǶBbi`mxBQM2 7Q` T2`K2ii2 /B ;2biB`2 /B`2ii�K2Mi2 [m2biB �bT2iiB,
7Q` UB 4 yc B <4 Lc B4BYkV
T`BMi7U]W/]- BVc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kRk f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

aBMi�bbB,
7Q` UBbi`@Rc 2bT`@kc Bbi`@jV
Bbi`mxBQM2

Bbi`@R b2`p2 � BMBxB�HBxx�`2 H� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ
2bT`@k ĕ H� p2`B}+� /B }M2 +B+HQ
Bbi`@j b2`p2 �/ �;;BQ`M�`2 H� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ �HH� }M2 /2H +Q`TQ
/2H +B+HQ
Bbi`mxBQM2 ĕ BH +Q`TQ /2H +B+HQ

a2K�MiB+�, HǶBbi`mxBQM2 7Q` T`2+2/2Mi2 ĕ 2[mBp�H2Mi2 �
Bbi`@Rc
r?BH2 U2bT`@kV &
Bbi`mxBQM2
Bbi`@j

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kRj f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

1b2KTBQ,
7Q` UB 4 Rc B <4 Ryc B4BYRV =) B, R- k- j- Ę- Ry
7Q` UB 4 Ryc B >4 Rc B4B@RV =) B, Ry- N- 3- Ę- k- R
7Q` UB 4 @9c B <4 9c B 4 BYkV =) B, @9- @k- y- k- 9
7Q` UB 4 yc B >4 @Ryc B 4 B@jV =) B, y- @j- @e- @N

AM `2�Hi¨- H� bBMi�bbB /2H 7Q` ĕ
7Q` U2bT`@Rc 2bT`@kc 2bT`@jV
Bbi`mxBQM2

/Qp2 2bT`@R- 2bT`@k 2 2bT`@j bQMQ /2HH2 2bT`2bbBQMB [m�HbB�bB UBM *
�M+?2 HǶ�bb2;M�K2MiQ ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2 ĘVX
Ĕ #mQM� T`�bbB,

mb�`2 +B�b+mM� 2bT`@B BM #�b2 �H bB;MB}+�iQ /2b+`BiiQ T`BK�
MQM KQ/B}+�`2 H� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ M2H +Q`TQ /2H +B+HQ

*B�b+mM� /2HH2 i`2 2bT`@B Tmǁ �M+?2 K�M+�`2,
B ǳcǴ p�MMQ K2bbB HQ bi2bbQ
b2 K�M+� 2bT`@k pB2M2 �bbmMiQ BH p�HQ`2 p2`Q

a2 K�M+� mM� /2HH2 i`2 2bT`@B ĕ K2;HBQ mb�`2 mMǶBbi`mxBQM2 r?BH2
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kR9 f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

1b2KTBQ, G2;;2`2 Ry BMi2`B TQbBiBpB 2 bi�KT�`M2 BH K�bbBKQX

BMi +QMi�- /�iQ- K�bbBKQc
T`BMi7U]AKK2iiB Ry BMi2`B, ]Vc
K�bbBKQ 4 yc
7Q` U+QMi�4yc +QMi�<Ryc +QMi�4+QMi�YRV
&
b+�M7U]W/]- �/�iQVc
B7 U/�iQ = K�bbBKQV
K�bbBKQ 4 /�iQc

'

T`BMi7U]AH K�bbBKQ Đ W/\M]- K�bbBKQVc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kR8 f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

*B+HB �MMB/�iB
AH +Q`TQ /B mM +B+HQ Tmǁ +QMi2M2`2 � bm� pQHi� mM +B+HQX
1b2KTBQ, ai�KT� /2HH� h�pQH� SBi�;Q`B+�
�H;Q`BiKQ

7Q` Q;MB `B;� i`� R 2 Ry
& 7Q` Q;MB +QHQMM� i`� R 2 Ry
bi�KT� `B;�  +QHQMM�

bi�KT� mM � +�TQ '
h`�/mxBQM2 BM *
BMi `B;�- +QHQMM�c
+QMbi BMi LK�t 4 Ryc f BM/B+� BH MmK2`Q /B `B;?2 2 /B +QHQMM2
 f
7Q` U`B;� 4 Rc `B;� <4 LK�tc `B;�4`B;�YRV &

7Q` U+QHQMM� 4 Rc +QHQMM� <4 LK�tc +QHQMM�4+QHQMM�YRV
T`BMi7U]W/ ]- `B;�  +QHQMM�Vc

Tmi+?�`U^\M^Vc '

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kRe f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

Ai2`�xBQM2 BM/2}MBi�

AM �H+mMB +�bB BH MmK2`Q /B Bi2`�xBQMB /� 2z2iim�`2 MQM ĕ MQiQ T`BK� /B
BMBxB�`2 BH +B+HQ- T2`+?û /BT2M/2 /�H p2`B}+�`bB /B mM� +QM/BxBQM2X
1b2KTBQ, G2;;2`2 mM� b2[m2Mx� /B BMi2`B +?2 i2`KBM� +QM y 2
+�H+QH�`M2 H� bQKK�X
AMTmi, MR- Ę- MF- y U+QM MB 6= yV

PmiTmi,
FP

B=R
MB

BMi /�iQ- bQKK� 4 yc
b+�M7U]W/]- �/�iQVc
r?BH2 U/�iQ 54 yV &
bQKK� 4 bQKK� Y /�iQc
b+�M7U]W/]- �/�iQVc

'
T`BMi7U]W/]- bQKK�Vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kRd f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, Bi2`�xBQM2

Abi`mxBQM2 /Q@r?BH2
L2HHǶBbi`mxBQM2 r?BH2 H� +QM/BxBQM2 pB2M2 +QMi`QHH�i� �HHǶBMBxBQ /B Q;MB
Bi2`�xBQM2X
GǶBbi`mxBQM2 /Q@r?BH2 ĕ bBKBH2 �HHǶBbi`mxBQM2 r?BH2- K� H� +QM/BxBQM2
pB2M2 +QMi`QHH�i� �HH� }M2 /B Q;MB Bi2`�xBQM2
aBMi�bbB,

/Q
Bbi`mxBQM2

r?BH2 U2bT`2bbBQM2Vc
a2K�MiB+�, ĕ 2[mBp�H2Mi2 �
Bbi`mxBQM2
r?BH2 U2bT`2bbBQM2V
Bbi`mxBQM2

=) mM� Bi2`�xBQM2 pB2M2 2b2;mBi� +QKmM[m2X >� [mBM/B b2MbQ mb�`2
/Q@r?BH2 [m�M/Q b�TTB�KQ +?2 /2p2 2bb2`2 2b2;mBi� �HK2MQ mM�
Bi2`�xBQM2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kR3 f kN3



GBM;m�;;BQ * .B�;`�KKB /B ~mbbQ

Cond

while cond istr

Istr

falsa

vera

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kRN f kN3



GBM;m�;;BQ * .B�;`�KKB /B ~mbbQ

Cond	

do	istr	while	cond		

Istr

falsa vera

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kky f kN3



GBM;m�;;BQ * .B�;`�KKB /B ~mbbQ

1b2KTBQ, GmM;?2xx� /B mM� b2[m2Mx� /B BMi2`B i2`KBM�i� /� y-
mb�M/Q /Q@r?BH2X
K�BMUV &
BMi HmM;?2xx� 4 yc f HmM;?2xx� /2HH� b2[m2Mx�  f
BMi /�iQc f /�iQ H2iiQ /B pQHi� BM pQHi�  f
T`BMi7U]AMb2`Bb+B mM� b2[m2Mx� /B BMi2`B Uy 7BM2 b2[XV\M]Vc

/Q &
b+�M7U]W/]- �/�iQVc
HmM;?2xx�4HmM;?2xx�YRc

' r?BH2 U/�iQ 54 yVc

T`BMi7U]G� b2[m2Mx� Đ HmM;� W/\M]- HmM;?2xx� @ RVc
'

LQi�, HQ y }M�H2 MQM ĕ +QMi2;;B�iQ UMQM 7� T�`i2 /2HH� b2[m2Mx�- 7�
/� i2`KBM�iQ`2V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kkR f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, �bb2;M�K2MiQ

�bb2;M�K2MiQ 2 �Hi`B QT2`�iQ`B

AM *- HǶQT2`�xBQM2 /B �bb2;M�K2MiQ t 4 2tT ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2
BH p�HQ`2 /2HHǶ2bT`2bbBQM2 ĕ BH p�HQ`2 /B 2tT U+?2 ĕ � bm� pQHi�
mMǶ2bT`2bbBQM2V
H� p�Hmi�xBQM2 /2HHǶ2bT`2bbBQM2 t 4 2tT ?� mM bB/2@2z2+i, [m2HHQ /B
�bb2;M�`2 �HH� p�`B�#BH2 t BH p�HQ`2 /B 2tT

.mM[m2 BM `2�Hi¨- ǳ4Ǵ ĕ mM QT2`�iQ`2 U�bbQ+B�iBpQ � /2bi`�VX
1b2KTBQ, Zm�H ĕ HǶ2z2iiQ /B t 4 v 4 9 \

Ĕ 2[mBp�H2Mi2 �, t 4 Uv 4 9V
v 4 9 Ę 2bT`2bbBQM2 /B p�HQ`2 9 +QM KQ/B}+� UbB/2@2z2+iV /B v
t 4 Uv 4 9V Ę 2bT`2bbBQM2 /B p�HQ`2 9 +QM mHi2`BQ`2 KQ/B}+� bm t

GǶ2++2bbBpQ mbQ /B �bb2;M�K2MiB +QK2 2bT`2bbBQMB `2M/2 BH +Q/B+2
/B{+BH2 /� +QKT`2M/2`2 2 [mBM/B �M+?2 /� +Q``2;;2`2fKQ/B}+�`2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kkk f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, �bb2;M�K2MiQ

PT2`�iQ`B /B BM+`2K2MiQ 2 /2+`2K2MiQ

�bb2;M�K2MiB /2H iBTQ, B 4 B Y R
B 4 B @ R bQMQ KQHiQ +QKmMBX

QT2`�iQ`2 /B BM+`2K2MiQ, YY
QT2`�iQ`2 /B /2+`2K2MiQ, @@

AM `2�Hi¨ YY +Q``BbTQM/2 � /m2 QT2`�iQ`B,
TQbiBM+`2K2MiQ, BYY

BH p�HQ`2 /2HHǶ2bT`2bbBQM2 ĕ BH p�HQ`2 /B B
bB/2@2z2+i, BM+`2K2Mi� B /B R

GǶ2z2iiQ /B
BMi B-Dc
B4ec
D4BYYc

ĕ D4e- B4dX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kkj f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, �bb2;M�K2MiQ

T`2BM+`2K2MiQ, YYB
BH p�HQ`2 /2HHǶ2bT`2bbBQM2 ĕ BH p�HQ`2 /B BYR
bB/2@2z2+i, BM+`2K2Mi� B /B R

GǶ2z2iiQ /B
BMi B-Dc
B4ec
D4YYBc

ĕ D4d- B4dX

U�M�HQ;�K2Mi2 T2` B@@ 2 @@BV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kk9 f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, �bb2;M�K2MiQ

LQi� bmHHǶmbQ /2;HB QT2`�iQ`B /B BM+`2K2MiQ 2 /2+`2K2MiQ
1b2KTBQ, Abi`mxBQM2 t v x

R BMi t- v- xc \ \ \
k t 4 9c 9 \ \
j v 4 kc 9 k \
9� x 4 Ut Y RV Y vc 9 k d
9# x 4 UtYYV Y vc 8 k e
9+ x 4 UYYtV Y vc 8 k d

LX"X, LQM mb�`2 K�B BM [m2biQ KQ/Q5
AM mMǶBbi`mxBQM2 /B �bb2;M�K2MiQ MQM +B /2pQMQ 2bb2`2 �Hi`B bB/2@2z2+i
UQHi`2 � [m2HHQ /2HHǶQT2`�iQ`2 /B �bb2;M�K2MiQV 555
_Bb+`Bp2`2- �/ 2b2KTBQ- +QK2 b2;m2,
9#, x 4 UtYYV Y vc =) x 4 t Y vc

tYYc

9+, x 4 UYYtV Y vc =) tYYc
x 4 t Y vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kk8 f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, �bb2;M�K2MiQ

P`/BM2 /B p�Hmi�xBQM2 /2;HB QT2`�M/B
AM ;2M2`�H2 BH * MQM bi�#BHBb+2 [m�H2 ĕ HǶQ`/BM2 /B p�Hmi�xBQM2 /2;HB
QT2`�M/B M2HH2 2bT`2bbBQMBX .BT2M/2 [mBM/B /�H +QKTBH�iQ`2X
1b2KTBQ, BMi t- v- xc
t 4 kc
v 4 9c
x 4 tYY Y Ut  vVc
Zm�H2 ĕ BH p�HQ`2 /B x\

b2 pB2M2 p�Hmi�iQ T`BK� tYY, k Y Uj  9V 4 R9
b2 pB2M2 p�Hmi�iQ T`BK� t v, Uk  9V Y k 4 Ry

6Q`K2 �##`2pB�i2 /2HHǶ�bb2;M�K2MiQ
� 4 � Y #c =) � Y4 #c
� 4 � @ #c =) � @4 #c
� 4 �  #c =) �  4 #c
� 4 � f #c =) � f4 #c
� 4 � W #c =) � W4 #c

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kke f kN3



GBM;m�;;BQ * *QMi`QHHQ, �bb2;M�K2MiQ

1bT`2bbBQMB +QM/BxBQM�HB

�H TQbiQ /B
BMi t- v- xc
B7 Ut = vV
x 4 tc
2Hb2
x 4 vc
TQbbB�KQ b+`Bp2`2- T�`�7`�b�M/Q [m�MiQ b+`BiiQ- +QK2,
BMi t- v- xc
x 4 Ut = vV\ t , vc
�##B�KQ mb�iQ [m2HH2 +?2 p2M;QMQ /2}MBi2 2bT`2bbBQMB +QM/BxBQM�HB- H� +mB
bBMi�bbB ĕ,
U2bT`@RV\ 2bT`@k , 2bT`@j

� b2+QM/� /2HHǶ2bBiQ /2HH� p�Hmi�xBQM2 /2HH� T`BK� 2bT`2bbBQM2- bB p�Hmi� H�
b2+QM/� QTTm`2 H� i2`x�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kkd f kN3



Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

a2[m2Mx2, MQKB bBK#QHB+B +QM BM/B+2
*QMb2MiB�KQ �M+?2 HǶmbQ /B MQKB bBK#QHB+B +QM BM/B+2- T2` `�TT`2b2Mi�`2
b2[m2Mx2 +QK2 [m2HH2 /2;HB �``�vX

+(B) ; 8
/Qp2 B ĕ mM p�HQ`2 M�im`�H2X �/ 2b2KTBQ,

&B ; E- +[y] ; y- Ę- +[E � R] ; y' E � y
L2HHQ bi�iQ bQMQ T`2b2MiB,

mMǶ�bbQ+B�xBQM2 T2` BH MQK2 bBK#QHB+Q B- �H [m�H2 ĕ �bbQ+B�iQ mM p�HQ`2
M�im`�H2 EX
E �bbQ+B�xBQMB T2` B MQKB bBK#QHB+B +(y)- +(R)- Ę- +(E@R)- � +B�b+mMQ /2B
[m�HB ĕ �bbQ+B�iQ BH p�HQ`2 yX

�HHǶBMi2`MQ /2;HB �H;Q`BiKB- +QMb2MiB�KQ /B `B72`B`2 MQKB bBK#QHB+B +QM BM/B+2
M2HH� 7Q`K� +[2tT] /Qp2 2tT /2p2 2bb2`2 mM� 2bT`2bbBQM2 � p�HQ`B M�im`�HBX
�M+?2 BM [m2biQ +�bQ 2tT MQM /2p2 +QMi2M2`2 p�HQ`B ;2M2`B+B UM2HHǶ2b2KTBQ-
MQM ĕ H2+BiQ mM �bb2;M�K2MiQ /2H iBTQ +(E@R) = 8- K2Mi`2 ĕ H2+BiQ +(B@R)
= 8VX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kk3 f kN3



Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

1b2KTBQ, *�H+QH�`2 BH K�bbBKQ /B mM� b2[m2Mx� /�i� /B BMi2`BX
ai�iQ BMBxB�H2, &/BK ; E- +(y) ; oy- Ę- +(E@R) ; oE@R' +QM E > y
ai�iQ }M�H2, &K�bbBKQ ; K�tU&oy-Ę-oE@R 'V'

.Q##B�KQ +�H+QH�`2
K�t

�
+(D) | D 2 (y- /BK@R)

 

.B MmQpQ- miBHBxxB�KQ mM +B+HQ +QMi`QHH�iQ /� mM� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ B +?2
�bbmK2 imiiB B p�HQ`B M2HHǶBMi2`p�HHQ (y-/BK@R)X
6�++B�KQ BM KQ/Q +?2- �/ Q;MB Bi2`�xBQM2- p�H;� H� b2;m2Mi2 T`QT`B2i¨

K�bbBKQ = K�t
�
+(D) | D 2 (y- B@R)

 

S2` Qii2M2`2 [m2biQ �/ Q;MB Bi2`�xBQM2 +QM7`QMiB�KQ HǶ2H2K2MiQ +Q``2Mi2 +QM
BH ǳK�bbBKQ BM +�`B+�ǴX
a2- �HH� }M2 /2H +B+HQ- B4/BK- �##B�KQ [m�MiQ /2bB/2`�iQ 2 +BQĕ

K�bbBKQ = K�t
�
+(D) | D 2 (y- /BK@R)

 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kkN f kN3



Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

aQHmxBQM2,
K�bbBKQ = +(y)c
B = Rc
r?BH2 UB <4 /BK@RV
& [mB K�bbBKQ 4 K�t

�
+(y)- ē- +(B@R)

 

B7 U+(B) > K�bbBKQV
K�bbBKQ = +(B)c

B = B Y Rc �M+?2 [mB K�bbBKQ 4 K�t
�
+(y)- ē- +(B@R)

 

'

AMBxB�HBxx�`2 H� p�`B�#BH2 K�bbBKQ � y b�`2##2 b#�;HB�iQ, MQM ĕ /2iiQ +?2 imiiB
B MmK2`B /2HH� b2[m2Mx� bB�MQ M2;�iBpBX
�ii2MxBQM2, HǶBbi`mxBQM2 B = B Y R pB2M2 2b2;mBi� /QTQ HǶBbi`mxBQM2 B7-
BM/BT2M/2Mi2K2Mi2 /�HH� p�Hmi�xBQM2 /2HH� +QM/BxBQM2X *QKmM[m2 /Q##B�KQ
b+Q``2`2 imii� H� b2[m2Mx�X
S2` +�H+QH�`2 BH K�bbBKQ /B E 2H2K2MiB /2pQ 7�`2 E@R +QM7`QMiB- /�iQ +?2
bQMQ T`QT`BQ E@R ;HB 2H2K2MiB +?2 /2pQMQ mb+B`2 T2`/2MiBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kjy f kN3



Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

1b2KTBQ, *�H+QH�`2 BH MmK2`Q /B 2H2K2MiB T�`B BM mM� b2[m2Mx� /�i�X
ai�iQ BMBxB�H2, &/BK ; E- +[y] ; oy- Ę- +(E@R) ; oE@R' +QM E > y
ai�iQ }M�H2, &+QmMi ; O& D | D 2 (y-E@R) ^ oD T�`B' '

.Q##B�KQ +�H+QH�`2 X

y D /BK@R
+[D] T�`B

R

.B MmQpQ- miBHBxxB�KQ mM +B+HQ +QMi`QHH�iQ /� mM� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ B +?2
�bbmK2 imiiB B p�HQ`B M2HHǶBMi2`p�HHQ (y-/BK@R)X
6�++B�KQ BM KQ/Q +?2- �/ Q;MB Bi2`�xBQM2- p�H;� H� b2;m2Mi2 T`QT`B2i¨

+QmMi =
X

y D B@R
+[D] T�`B

R

a2- �HH� }M2 /2H +B+HQ- B4/BK- �##B�KQ [m�MiQ /2bB/2`�iQ 2 +BQĕ
+QmMi =

X

y D /BK@R
+[D] T�`B

R

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kjR f kN3



Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

aQHmxBQM2,
+QmMi = yc
B = yc TmMiQ R
r?BH2 UB <4 /BK@RV
&

B7 U+(B) W k 44 yV
+QmMi = +QmMi Y Rc

B = B Y Rc
'

�ii2MxBQM2, HǶBbi`mxBQM2 B = B Y R pB2M2 2b2;mBi� /QTQ HǶBbi`mxBQM2 B7-
BM/BT2M/2Mi2K2Mi2 /�HH� p�Hmi�xBQM2 /2HH� +QM/BxBQM2X
L2HHQ bi�iQ BMBxB�H2 /2H r?BH2- �H TmMiQ URV- +QmMi ; y- B ; y 2 /mM[m2

X

y D B@R
+[D] T�`B

R =
X

R D y
+[D] T�`B

R = y = +QmMi

BH +Q`TQ /2H r?BH2 K�MiB2M2 p2`� H� T`QT`B2i¨

+QmMi =
X

y D B@R
+[D] T�`B

R

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kjk f kN3



Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

*QMbB/2`�xBQMB ;2M2`�HB

AM KQHiB T`Q#H2KB ĕ M2+2bb�`BQ QT2`�`2 �HHQ bi2bbQ KQ/Q bm imiiB ;HB
2H2K2MiB /B mM BMi2`p�HHQ /�iQ

T2` Q;MB D 2 (�-#) PSD

2b2KTBQ,
#P

D4�
2tTD

BM imiiB [m2biB +�bB bB `B+Q``2 � +B+HB BM +mB mM� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ
T2`K2ii2 /B b+�M/B`2 imiiQ HǶBMi2`p�HHQ /B BMi2`2bb2
B = �c
r?BH2 UB <= #V
&

hQT2`�xBQM2 BM 7mMxBQM2 /B Bi
B = BYRc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kjj f kN3



Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

1b2`+BxBQ *QMi`QHH�`2 b2 mM p�HQ`2 /�iQ �TT�`2 BM mM� b2[m2Mx� /�i�
ai�iQ BMBxB�H2, &/BK ; E- p�H ; o- +(y) ; oy- Ę- +(E@R) ; oE@R'
ai�iQ }M�H2, &i`Qp�iQ ; # 4 R b2 9 D 2 (y-E@R) ^ oD 4 o- #4 y �Hi`X'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kj9 f kN3



AM7Q`K�iB+� a2K�MiB+� PT2`�xBQM�H2

"`2p2 BMi`Q/mxBQM2 �HH� a2K�MiB+�

S2` 7Q`MB`2 H� b2K�MiB+� 7Q`K�H2 � mM HBM;m�;;BQ /B T`Q;`�KK�xBQM2
b2`p2 mM KQ/2HHQ K�i2K�iB+Q- +QK2 #�b2 T2` +QKT`2M/2`2 2 `�;BQM�`2
bm +QK2 bB +QKTQ`i�MQ B T`Q;`�KKBX
liBH2 T2` p�`B iBTB /B �M�HBbB 2 p2`B}+?2- K� �M+?2 T2`+?û /2}MB`2 +QM
T`2+BbBQM2 BH bB;MB}+�iQ /2HH2 +Qbi`mxBQMB /B T`Q;`�KKB +B `2M/2
+QMb�T2pQHB /B KQHiB iBTB /B bQiiB;HB2xx2X
aiQ`B+�K2Mi2 2bBbiQMQ i`2 �TT`Q++B- MQM BM QTTQbBxBQM2 i`� HQ`Q, [m2HHB
/2HH� b2K�MiB+� QT2`�xBQM�H2- /2HH� b2K�MiB+� /2MQi�xBQM�H2 2 /2HH�
b2K�MiB+� �bbBQK�iB+�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kj8 f kNR



AM7Q`K�iB+� a2K�MiB+� PT2`�xBQM�H2

"`2p2 BMi`Q/mxBQM2 �HH� a2K�MiB+�

G� b2K�MiB+� QT2`�xBQM�H2 /2b+`Bp2 BH bB;MB}+�iQ /B mM HBM;m�;;BQ /B
T`Q;`�KK�xBQM2 bT2+B}+�M/Q +QK2 pB2M2 2b2;mBiQ bm mM� K�++?BM�
�bi`�ii� (:Q`/QM- SHQiFBM)X liBH2 T2` HǶBKTH2K2Mi�xBQM2X �TT`Q++BQ
TBɍ +QM+`2iQX
G� b2K�MiB+� /2MQi�xBQM�H2 ĕ mM� i2+MB+� T2` /2}MB`2 BH bB;MB}+�iQ
/2B HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2 +?2 miBHBxx� B +QM+2iiB K�i2K�iB+B TBɍ
�bi`�iiB /B Q`/BMB T�`xB�HB +QKTH2iB- 7mMxBQMB +QMiBMm2 2 TmMiB }bbB
(*?`BbiQT?2` ai`�+?2v- .�M� a+Qii)X �TT`Q++BQ TBɍ �bi`�iiQX
G� b2K�MiB+� �bbBQK�iB+� +2`+� /B }bb�`2 BH bB;MB}+�iQ /B mM
+Qbi`miiQ /B T`Q;`�KK�xBQM2 7Q`M2M/Q `2;QH2 /B /BKQbi`�xBQM2
�HHǶBMi2`MQ /B mM� HQ;B+� /B T`Q;`�KK�X (_XqX6HQv/- *X�X_X>Q�`2)
�TT`Q++BQ �/�iiQ �HH� p2`B}+� /B T`QT`B2i¨X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kje f kNR



AM7Q`K�iB+� a2K�MiB+� PT2`�xBQM�H2

"`2p2 BMi`Q/mxBQM2 �HH� a2K�MiB+� PT2`�xBQM�H2 
Zm2HHQ +?2 �##B�KQ pBbiQ Tmǁ 2bb2`2 pBbiQ +QK2 mM TB++QHQ HBM;m�;;BQ
BKT2`�iBpQ- +QK2 [m2HHQ +?2 qBMbF2H +?B�K� AJSX

AH +QKTQ`i�K2MiQ /B AJS pB2M2 /2b+`BiiQ 7Q`K�HK2Mi2 /� mM BMbB2K2
/B `2;QH2 +?2 bT2+B}+�MQ +QK2 p�Hmi�`2 H2 2bT`2bbBQMB 2 +QK2 2b2;mB`2
B +QK�M/BX
G2 `2;QH2 /�MMQ mM� b2K�MiB+� QT2`�xBQM�H2 �H HBM;m�;;BQ-
QT2`�xBQM�H2 T`QT`BQ T2`+?û pB+BM� �HHǶBKTH2K2Mi�xBQM2 /2H HBM;m�;;BQX
AMQHi`2 Qz`QMQ H� #�b2 T2` b2KTHB+B /BKQbi`�xBQMB /B 2[mBp�H2Mx2 i`�
+QK�M/BX
G� b2K�MiB+� QT2`�xBQM�H2- +?2 7Q`MBb+2 mM KQ/2HHQ K�i2K�iB+Q-
HǶ�bi`�xBQM2- /2HHǶ2b2+mxBQM2 /B mM BMi2`T`2i2- pB2M2 mb�i� T2` b+`Bp2`2
+QKTBH�iQ`B 2 BMi2`T`2iB +B /2b+`Bp2 HǶ2z2iiQ /B Q;MB +QK�M/Q bmHHQ
bi�iQX

 .�H *�TBiQHQ k /B ǳh?2 6Q`K�H a2K�MiB+b Q7 S`Q;`�KKBM; G�M;m�;2b, �M
AMi`Q/m+iBQMǴ /B :HvMM qBMbF2HX @ 1/BxBQM2 Bi�HB�M�, ǳG� b2K�MiB+� 7Q`K�H2 /2B
HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2Ǵ /B :X qBMbF2H- 6X hm`BMB- SX "�H/�M 2 �X "`�++B�HB

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kjd f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

*�i2;Q`B2 bBMi�iiB+?2

*QKBM+B�KQ +QM HǶBMi`Q/mxBQM2 /2HH2 +�i2;Q`B2 bBMi�iiB+?2 /2H MQbi`Q
HBM;m�;;BQ,

MmK2`B L 3 M
p�HQ`B /B p2`Bi¨ h = {i`m2, 7�Hb2}
HQ+�xBQMB GQ+ 3 s Up�`B�#BHB +?2 TQbbQMQ 2bb2`2 KQ/B}+�i2V
2bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2 �2tT 3 �
2bT`2bbBQMB #QQH2�M2 "2tT 3 #
Bbi`mxBQMB Q +QK�M/B *QK 3 +
GǶBMbB2K2 /2;HB bi�iB ⌃ ĕ /�iQ /�HH2 7mMxBQMB � : GQ+ ! L- iX+X �(s)
`�TT`2b2Mi� BH p�HQ`2 Q BH +QMi2MmiQ /2HH� HQ+�xBQM2 s M2HHQ bi�iQ �X
�/2bbQ p2/`2KQ +QK2 +Qbi`mB`2 ;HB 2H2K2MiB /B [m2biB BMbB2KBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kj3 f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

*�i2;Q`B2 bBMi�iiB+?2- +QMiX
S2` [m�MiQ `B;m�`/� H� /2}MBxBQM2 /2HH2 mHiBK2 i`2 +�i2;Q`B2 bBMi�iiB+?2
U�2tT-"2tT- 2 *QKV /�`2KQ mM� /2}MBxBQM2 BM/miiBp�- `B+Q``2M/Q �/
�TTQbBi2 `2;QH2 /B 7Q`K�xBQM2- +QM H2 [m�HB 2bT`BK2`2KQ +Qb2 /2H iBTQ
b2;m2Mi2X

a2 �y 2 �R bQMQ 2bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2- HQ ĕ �M+?2 HǶ2bT`2bbBQM2
+QKTQbi� �y + �RX
�M�HQ;�K2Mi2- b2 #y 2 #R bQMQ 2bT`2bbBQMB #QQH2�M2- HQ ĕ �M+?2
HǶ2bT`2bbBQM2 +QKTQbi� #y ^ #RX
�M�HQ;�K2Mi2- b2 +y 2 +R bQMQ +QK�M/B- HQ ĕ �M+?2 BH +QK�M/Q
+QKTQbiQ +y; +RX
A bBK#QHB �B - #B 2 +B bQMQ mb�iB T2` `�TT`2b2Mi�`2 mM� [m�HbB�bB
2bT`2bbBQM2 �`BiK2iB+� U2bT`2bbBQM2 #QQH2�M�- Q +QK�M/QVX SBɍ
T`2+Bb�K2Mi2- bB i`�ii� /B K2i�p�`B�#BHB +?2 p�`B�MQ �HHǶBMi2`MQ /2;HB
BMbB2KB �2tT-"2tT- 2 *QKX
.B�KQ Q`� H2 `2;QH2 /B 7Q`K�xBQM2 /2HH2 2bT`2bbBQMB Umb�M/Q mM�
MQi�xBQM2 BH TBɍ pB+BM� TQbbB#BH2 � [m2HH� ;B¨ pBbi� T2` BH *V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kjN f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

1bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2

� ::= M|s |�y + �R|�y � �R|�y ⇥ �R

/Qp2 ǳ ,, 4Ǵ /2p2 2bb2`2 H2iiQ +QK2 ǳTmǁ 2bb2`2Ǵ 2 BH bBK#QHQ ǳ|Ǵ p� BMi2bQ
+QK2 ǳQTTm`2ǴX

G� `2;QH� � ::= M +B /B+2 +?2 BH MmK2`Q M 2 L ĕ +QMbB/2`�iQ
mMǶ2bT`2bbBQM2 �`BiK2iB+� U2H2K2Mi�`2VX
G� `2;QH� � ::= s +B /B+2 +?2 H� p�`B�#BH2 s 2 GQ+ ĕ +QMbB/2`�i�
mMǶ2bT`2bbBQM2 �`BiK2iB+� U2H2K2Mi�`2VX
G� `2;QH� � ::= �y + �R +B /B+2 +?2 b2 �y 2 �R bQMQ 2bT`2bbBQMB
�`BiK2iB+?2- �HHQ`� HQ ĕ �M+?2 �y + �R- /Qp2 H2 �B bQMQ K2i�@p�`B�#BHBX
�/ 2bX b2 �y = s �M/ �R = 8 �HHQ`� s + 8 ĕ �M+Q`� mMǶ2bT`2bbBQM2
�`BiK2iB+�X
G2 �Hi`2 `2;QH2 p�MMQ BMi2`T`2i�i2 BM KQ/Q �M�HQ;QX
S2` BM/B+�`2 +?2 /m2 2bT`2bbBQMB bQMQ 2[mBp�H2MiB mbB�KQ BH bBK#QHQ ⌘X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k9y f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

1bT`2bbBQMB "QQH2�M2

# ::= i`m2|7�Hb2|�y == �R|�y <= �R|¬#|#y _ #R|#y ^ #R

G� `2;QH� # ::= i`m2 +B /B+2 +?2 H� +Qbi�Mi2 i`m2 ĕ +QMbB/2`�i�
mMǶ2bT`2bbBQM2 #QQH2�M� U2H2K2Mi�`2V- �M�HQ;�K2Mi2 T2` 7�Hb2X
G� `2;QH� # ::= �y == �R +B /B+2 +?2 b2 �y 2 �R bQMQ 2bT`2bbBQMB
�`BiK2iB+?2- �HHQ`� �y == �R ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2 #QQH2�M�- �M�HQ;�K2Mi2
T2` �y <= �RX
G� `2;QH� # ::= ¬# +B /B+2 +?2 b2 # ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2 #QQH2�M�- HQ ĕ
�M+?2 ¬#X
G� `2;QH� # ::= #y _ #R +B /B+2 +?2 b2 #y 2 #R bQMQ 2bT`2bbBQMB
#QQH2�M2- �HHQ`� HQ ĕ �M+?2 #y _ #R
G2 �Hi`2 `2;QH2 p�MMQ BMi2`T`2i�i2 BM KQ/Q �M�HQ;QX
S2` BM/B+�`2 +?2 /m2 2bT`2bbBQMB bQMQ 2[mBp�H2MiB mbB�KQ BH bBK#QHQ ⌘X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k9R f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

*QK�M/B

+ ::= bFBT|s = �|+y; +R|B7 # i?2M +y 2Hb2 +R|r?BH2 # /Q +
G� `2;QH� + ::= bFBT +B /B+2 +?2 bFBT ĕ +QMbB/2`�iQ mM +QK�M/Q
U2H2K2Mi�`2VX
G� `2;QH� + ::= s = � +B /B+2 +?2 b2 s ĕ mM� p�`B�#BH2- 2/ � ĕ
mMǶ2bT`2bbBQM2 �`BiK2iB+�- �HHQ`� HǶ�bb2;M�K2MiQ s = � ĕ mM +QK�M/QX
G� `2;QH� + ::= +y; +R +B /B+2 +?2 b2 +y 2 +R bQMQ +QK�M/B- HQ ĕ �M+?2
BH +QK�M/Q +QKTQbiQ +y; +RX
G� `2;QH� + ::= B7 # i?2M +y 2Hb2 +R +B /B+2 +?2 b2 # ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2
#QQH2�M� 2 +y 2 +R bQMQ +QK�M/B- HQ ĕ �M+?2 BH +QK�M/Q +QKTQbiQ
B7 # i?2M +y 2Hb2 +RX
G� `2;QH� + ::= r?BH2 # /Q + +B /B+2 +?2 b2 # ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2
#QQH2�M� 2 + ĕ mM +QK�M/Q- HQ ĕ �M+?2 BH +QK�M/Q +QKTQbiQ
r?BH2 # /Q +X
S2` BM/B+�`2 +?2 /m2 2bT`2bbBQMB bQMQ 2[mBp�H2MiB mbB�KQ BH bBK#QHQ ⌘X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k9k f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

o�Hmi�xBQM2 /2HH2 1bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2
AH bB;MB}+�iQ /B mMǶ2bT`2bbBQM2 /BT2M/2 /�H p�HQ`2 /2HH2 p�`B�#BHB-
Qpp2`Q /� [m2HHQ +?2 +?B�KB�KQ bi�iQ
GǶBMbB2K2 /2;HB bi�iB ⌃ +QMbBbi2 M2HH2 7mMxBQMB � : GQ+ ! L /�
HQ+�xBQMB � MmK2`B- T2` +mB �(s) `�TT`2b2Mi� BH p�HQ`2 �bbQ+B�iQ � s -
Qpp2`Q BH +QMi2MmiQ /2HH� HQ+�xBQM2 s M2HHQ bi�iQ � UM2HH� MQbi`�
MQi�xBQM2 +Q``BbTQM/2 �HHǶ�bbQ+B�xBQM2 s ; �(s)V
G� p�Hmi�xBQM2 /B mMǶ2bT`2bbBQM2 pB2M2 7�ii� /mM[m2 BM mM +2`iQ bi�iQ
�, �##B�KQ +BQĕ +QM};m`�xBQMB U+QTTB2V /2HH� 7Q`K� h�,�i BM �ii2b� /B
2bb2`2 p�Hmi�i2- �``Bp�M/Q �H p�HQ`2 MX

h�,�i ! M

o2/`2KQ mM BMbB2K2 /B `2;QH2 /� �TTHB+�`2 T2` `Bb+`Bp2`2 H2
+QM};m`�xBQMB }MQ � [m�M/Q MQM `�;;BmM;B�KQ BH p�HQ`2 }M�H2 MX
G� b2K�MiB+� QT2`�xBQM�H2 bB /B+2 bi`miim`�i�- [m�M/Q mb� H� bBMi�bbB
T2` ;mB/�`2 BH T`Q+2bbQ /B p�Hmi�xBQM2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k9j f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

_2;QH2 /B BM72`2Mx� HQ;B+�

_2;QH� /B BM72`2Mx�
�R, ...,�M

"
, b2 bQMQ p2`2 H2 �z2`K�xBQMB bQT`� H�

`B;� UT`2K2bb2V- �HHQ`� ĕ p2`� HǶ�z2`K�xBQM2 bQiiQ H� `B;�
U+QM+HmbBQM2VX 1[mBp�H2 � �R ^ ... ^ �M ) "

TBQp2 ^ MQM ?Q HǶQK#`2HHQ

KB #�;MQ
lMǶBM72`2Mx� ĕ HQ;B+�K2Mi2 p�HB/� UH2 T`2K2bb2 BKTHB+�MQ HQ;B+�K2Mi2
H� +QM+HmbBQM2V [m�M/Q ĕ BKTQbbB#BH2 +?2 H� +QM+HmbBQM2 bB� 7�Hb� b2 H2
T`2K2bb2 bQMQ p2`2X �Hi`BK2MiB MQM ĕ p�HB/�X
� ) " ĕ b2KT`2 p2`Q- i`�MM2 M2H +�bQ BM +mB � ĕ p2`Q 2 " ĕ 7�HbQX
� ) " 2[mBp�H2 � ¬� _ "X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k99 f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

_2;QH2 /B BM72`2Mx� HQ;B+� U+QMiXV

_2;QH� /B BM72`2Mx�
�R, ...,�M

"
, b2 bQMQ p2`2 H2 �z2`K�xBQMB bQT`� H�

`B;� UT`2K2bb2V- �HHQ`� ĕ p2`� HǶ�z2`K�xBQM2 bQiiQ H� `B;�
U+QM+HmbBQM2VX 1[mBp�H2 � �R ^ ... ^ �M ) "

�bbBQK�
"
, `2;QH� /B BM72`2Mx� b2Mx� T`2K2bb2- " [mBM/B H�

+QM+HmbBQM2 ĕ b2KT`2 p2`�
lM� /2`Bp�xBQM2 /B " T`2M/2 H� 7Q`K� /B mM �H#2`Q U/2iiQ /B
/BKQbi`�xBQM2 Q /2`Bp�xBQM2V +?2 Tmǁ 2bb2`2 mM� Bbi�Mx� /B mM �bbBQK�

"
Q BM+Hm/2`2 H2 /2`Bp�xBQMB /2HH2 T`2K2bb2 /B ",

.R, ...,.M

�R
, ...,

1R, ...,1M

�M
"

, H� `�/B+2 ĕ HǶ�bb2`xBQM2 /� /BKQbi`�`2- H2

7Q;HB2 bQMQ �bbBQKB 2 B MQ/B BMi2`K2/B bQMQ Qii2MmiB �TTHB+�M/Q `2;QH2
/B BM72`2Mx�*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k98 f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

o�Hmi�xBQM2 /2HH2 1bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2 U+QMiXV
G� p�Hmi�xBQM2 /B mMǶ2bT`2bbBQM2 MQM `B+?B2/2 /B KQ/B}+�`2 H�
K2KQ`B�X
hM,�i ! M �bbBQK� UT`2K2bb� pmQi�V
hs ,�i ! �(s)
h�y,�i ! My h�R,�i ! MR

h�y + �R,�i ! My+MR

T`2K2bb�
+QM+HmbBQM2

h�y,�i ! My h�R,�i ! MR

h�y � �R,�i ! My�MR
h�y,�i ! My h�R,�i ! MR

h�y ⇥ �R,�i ! My⇥MR
LX"X :HB QT2`�iQ`B BM M2`Q UY-�- ⇥V `�TT`2b2Mi�MQ bBK#QHB /2HH�
bBMi�bbB- K2Mi`2 B +Q``BbTQM/2MiB QT2`�iQ`B BM #Hm HǶ2z2iiBp�
BKTH2K2Mi�xBQM2 /2HHǶQT2`�xBQM2X �/ 2bX My+MR bi� T2` H� bQKK� /B
My 2 /B MRX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k9e f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

o�Hmi�xBQM2 /2HH2 1bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2 U2b2KTBQV
S2` p�Hmi�`2 HǶ2bT`2bbBQM2 �`BiK2iB+� � = (s + 8) M2HHQ bi�iQ �y- M2H
[m�H2 �y(s) = y bB /2p2 Bbi�MxB�`2 H� `2;QH� /2HH� bQKK�- +BQĕ
bQbiBimB`2 B p�HQ`B +QM+`2iB bm +mB 7�`2 H� p�Hmi�xBQM2 �HH2 K2i�p�`B�#BHB
/2HH� `2;QH�- s �/ �y- 8 �/ �R 2 �y � �X

h�y,�i ! My h�R,�i ! MR

h�y + �R,�i ! My+MR

hs ,�yi ! My h8,�yi ! MR

hs + 8,�yi ! My+MR

� [m2biQ TmMiQ BH T`Q#H2K� +B bB `B+QM/m+2 �HH� p�Hmi�xBQM2 /2HH2
bQiiQ@2bT`2bbBQMB s 2 GQ+ 2 8 2 LX 1bb2M/Q 2bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2
b2KTHB+B- Q;MmM� ?� BH bmQ �bbBQK� /� Bbi�MxB�`2,

hs ,�i ! �(s) hM,�i ! M hs ,�yi ! �y(s) h8,�yi ! 8
�/2bbQ TQbbQ +QKTH2i�`2 HǶ�H#2`Q /B /2`Bp�xBQM2

hs ,�yi ! y h8,�yi ! 8
h(s + 8),�yi ! 8

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k9d f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

o�Hmi�xBQM2 /2HH2 1bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2 U2b2KTBQV

*QMbB/2`B�KQ �/2bbQ H� p�Hmi�xBQM2 /2HHǶ2bT`2bbBQM2 �`BiK2iB+� TBɍ
+QKTH2bb� �y = (s + 8) + (d+ N) b2KT`2 M2HHQ bi�iQ �y- /Qp2 �y(s) = y
S`Q+2/2M/Q �M�HQ;�K2Mi2 Qiii2MB�KQ BH b2;m2Mi2 �H#2`Q /B /2`Bp�xBQMBX

hs ,�yi ! y h8,�yi ! 8
h(s + 8),�yi ! 8

hd,�yi ! d hN,�yi ! N
h(d+ N),�yi ! Re

h(s + 8) + (d+ N),�yi ! kR

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k93 f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

o�Hmi�xBQM2 /2HH2 1bT`2bbBQMB "QQH2�M2

hi`m2,�i ! i`m2 h7�Hb2,�i ! 7�Hb2
h�y,�i ! My h�R,�i ! MR

h�y == �R,�i ! i`m2/7�Hb2
b2 My = MRfMy 6= MR

h�y,�i ! My h�R,�i ! MR

h�y <= �R,�i ! i`m2/7�Hb2
b2 My  MRfMy 6 MR

h#,�i ! i`m2
h¬#,�i ! 7�Hb2

h#,�i ! 7�Hb2
h¬#,�i ! i`m2

h#y,�i ! iy h#R,�i ! iR

h#y _ #R,�i ! i
+QM i � b2+QM/� /2B p�HQ`B iy 2 iR

h#y,�i ! iy h#R,�i ! iR

h#y ^ #R,�i ! i
+QM i � b2+QM/� /2B p�HQ`B iy 2 iR

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k9N f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

o�Hmi�xBQM2 ǳH�xvǴ /B ^

AM *- H� p�Hmi�xBQM2 /2HH� +QM;BmMxBQM2 �M/ ĕ +?B�K�i� H�xv Q TB;`�-
/�iQ +?2 BMBxB�HK2Mi2 bB `BK�M/� H� p�Hmi�xBQM2 /2HH� b2+QM/�
2bT`2bbBQM2 2 TQB H� bB 7� bQHQ b2 M2+2bb�`BQX
AM T�`iB+QH�`2- T`BK� bB +QMi`QHH� b2 H� T`BK� 2bT`2bbBQM2 ĕ 7�Hb�- M2H
[m�H +�bQ bB 2pBi� /B p�Hmi�`2 H� b2+QM/� T�`i2 /2HHǶ2bT`2bbBQM2- /�iQ
+?2 H� p�Hmi�xBQM2 +QKTH2bbBp� b�`¨ +QKmM[m2 7�Hb�X
Zm2biQ iBTQ /B p�Hmi�xBQM2 Tmǁ 2bb2`2 `2bQ +QM H2 `2;QH2 /2HH�
b2K�MiB+� QT2`�xBQM�H2 b2;m2MiB,

h#y,�i ! 7�Hb2

h#y ^ #R,�i ! 7�Hb2

h#y,�i ! i`m2 h#R,�i ! i

h#y ^ #R,�i ! i
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AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

1b2+mxBQM2 /2B +QK�M/B
GǶ2b2+mxBQM2 /B mM +QK�M/Q TQ`i� �/ mM MmQpQ bi�iQ, h+,�i ! �0-
�KK2bbQ +?2 HǶ2b2+mxBQM2 i2`KBMB5
aB bmTTQM2 +?2 HQ bi�iQ BMxB�H2 �y �##B� H� T`QT`B2i¨ +?2 �y(s) = y
T2` imii2 H2 HQ+�xBQMB s X
hbFBT,�i ! �

h�,�i ! K
hs = �,�i ! �[K/s ]

�[K/s ] ĕ HQ bi�iQ /Qp2 K ĕ �bbQ+B�iQ � s⇤

h+y,�i ! �00 h+R,�00i ! �0

h+y; +R,�i ! �0
T`BK� p� 2b2;mBiQ BH T`BKQ +QK�M/Q

h#,�i ! i`m2/7�Hb2 h+B ,�i ! �B

hB7 # i?2M +y 2Hb2 +R,�i ! �y/�R

⇤�[K/s ](u ) =

⇢
K B7 u = s ;
�(u ) B7 u 6= s .
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AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

JQ/B}+?2 /2HHQ bi�iQ

GǶBMbB2K2 /2;HB bi�iB ⌃ ĕ /�iQ /�HH2 7mMxBQMB � : GQ+ ! L- iX+X �(s)
`�TT`2b2Mi� BH p�HQ`2 Q BH +QMi2MmiQ /2HH� HQ+�xBQM2 s M2HHQ bi�iQ �X
Zm�M/Q bB 2b2;m2 mM �bb2;M�K2MiQ s = � M2HHQ bi�iQ � bB p� �
KQ/B}+�`2 HQ bi�iQ HBKBi�i�K2Mi2 � s X
6Q`K�HK2Mi2 H� KQ/B}+� /2HHQ bi�iQ BM bQHQ TmMiQ bB b+`Bp2, �[K/s ]-
+?2 BM/B+� +?2 M2HHQ bi�iQ KQ/B}+�iQ BH p�HQ`2 K bQbiBimB`¨ BH p�HQ`2
T`2+2/2Mi2 �bbQ+B�iQ � s X
A p�HQ`B �bbQ+B�iB �HH2 �Hi`2 HQ+�xBQMB MQM +�K#B�MQ, M2H MmQpQ bi�iQ-
Qii2``ǁ BH MmQpQ p�HQ`2 K b2 H� HQ+�xBQM2 ĕ s - B p2++?B p�HQ`B BM imiiB ;HB
�Hi`B +�bBX

�[K/s ](u ) =

⇢
K B7 u = s ;
�(u ) B7 u 6= s .

a2 bB 2b2;m2 s = j BM �y- �/ 2bX bB Qii2``¨ mM MmQpQ bi�iQ �R iX+X
�R(s) = j- K2Mi`2 �R(u ) = �y(u ) = y T2` Q;MB u 6= s X
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AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

o�Hmi�xBQM2 /2B +QK�M/B U+QMiXV

h#,�i ! 7�Hb2
hr?BH2 # /Q +,�i ! �

h#,�i ! i`m2 h+;r?BH2 # /Q +,�i ! �0

hr?BH2 # /Q +,�i ! �0
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AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

*QKTH2i2xx� 2 *Q``2ii2xx�

oQ``2KKQ +?2 H� MQbi`� b2K�MiB+� +B T2`K2ii2bb2 /B /BKQbi`�`2 imiiQ
+Bǁ +?2 ĕ p2`Q 2 MB2Mi2 /B 7�HbQX G� b2K�MiB+� ĕ

+QKTH2i� b2 Tmǁ /BKQbi`�`2 Q;MB �bb2`xBQM2 p2`�X �/ 2bX- +QM H� `2;QH�
b2;m2Mi2- MQM TQi`2B /BKQbi`�`2 +?2 h8� j,�i ! k Up2`QVX

h�y,�i ! My h�R,�i ! y

h�y � �R,�i ! My

+Q``2ii� b2 Q;MB �bb2`xBQM2 /BKQbi`�#BH2 ĕ p2`�X �/ 2bX- +QM H� `2;QH�
b2;m2Mi2- TQi`2B /BKQbi`�`2 +?2 h8� j,�i ! d U7�HbQV

h�y,�i ! My h�R,�i ! MR

h�y � �R,�i ! My+k
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AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

1[mBp�H2Mx2

.m2 2bT`2bbBQMB �`BiK2iB+?2 �y 2 �R bQMQ 2[mBp�H2MiB �y ⇠ �R b2 2 bQHQ
b2

8M 2 L, 8� 2 ⌃.h�y,�i ! M , h�R,�i ! M
.m2 2bT`2bbBQMB #QQH2�M2 #y 2 #R bQMQ 2[mBp�H2MiB #y ⇠ #R b2 2 bQHQ b2

8i, 8� 2 ⌃.h#y,�i ! i , h#R,�i ! i

.m2 +QK�M/B +y 2 +R bQMQ 2[mBp�H2MiB +y ⇠ +R b2 2 bQHQ b2

8�,�0 2 ⌃.h+y,�i ! �0 , h+R,�i ! �0
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AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

1bX /B /BKQbi`�xBQM2 bmB +QK�M/B

S`QTQbBxBQM2
aB� r ⌘ r?BH2 # /Q +X �HHQ`�

r ⇠ B7 # i?2M +;r 2Hb2 bFBT

.BKQbi`�xBQM2
aB /2p2 /BKQbi`�`2 +?2 T2` Q;MB b+2Hi� /B �,�0,

hr ,�i ! �0 bb2 hB7 # i?2M +;r 2Hb2 bFBT,�i ! �0

GQ bB 7� mb�M/Q H2 /2`Bp�xBQMB /2HH2 `2;QH2
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AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

.BKQbi`�xBQM2 (

aB�MQ �,�0 2 ⌃ 2 bB bmTTQM;� +?2 hB7 # i?2M +;r 2Hb2 bFBT,�i ! �0X
�HHQ`� /2p2 2bBbi2`2 mM� /2`Bp�xBQM2 +QM mM� /2HH2 b2;m2MiB 7Q`K2

...

h#,�i ! 7�Hb2 hbFBT,�i ! �

hB7 # i?2M +;r 2Hb2 bFBT,�i ! �
UR (V U[mB �0 = �V

...

h#,�i ! i`m2 h+;r ,�i ! �0

hB7 # i?2M +;r 2Hb2 bFBT,�i ! �0
Uk (V

.� Q;MmM� bB Tmǁ T�`iB`2 T2` +Qbi`mB`2 H� /2`Bp�xBQM2 hr ,�i ! �0X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k8d f kNR



AM7Q`K�iB+� aBMi�bbB

.BKQbi`�xBQM2 +�bQ Uk (V

G� b2+QM/� /2`Bp�xBQM2 /2p2 +QMi2M2`2- T2` [m�H+?2 bi�iQ �00- [m�H+Qb� /2H
iBTQ

...

h+,�i ! �00

...

hr ,�00i ! �0

h+;r ,�i ! �0

*QK#BM�M/Q +QM BH `2biQ,
...

h#,�i ! i`m2
...

h+,�i ! �00

...

hr ,�00i ! �0

hr ,�i ! �0

�M�HQ;�K2Mi2 T2` BH +�bQ URVX aB Tmǁ [mBM/B +QM+Hm/2`2 +?2

hB7 # i?2M +;r 2Hb2 bFBT,�i ! �0 ) hr ,�i ! �0
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Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

1b2`+BxBQ *QMi`QHH�`2 b2 mM p�HQ`2 /�iQ �TT�`2 BM mM� b2[m2Mx� /�i�
ai�iQ BMBxB�H2, &/BK ; E- p�H ; o- +(y) ; oy- Ę- +(E@R) ; oE@R'
ai�iQ }M�H2, &i`Qp�iQ ; # 4 R b2 9 D 2 (y-E@R) ^ oD 4 o- #4 y �Hi`X'

.B MmQpQ- miBHBxxB�KQ mM +B+HQ +QMi`QHH�iQ /� mM� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ
B +?2 �bbmK2 imiiB B p�HQ`B M2HHǶBMi2`p�HHQ (y-/BK@R)X
.2pQ mb�`2 �M+?2 mM� p�`B�#BH2 /B +QMi`QHHQ i`Qp�iQ +?2 KB /B+� b2
HǶ2H2K2MiQ ĕ bi�iQ i`Qp�iQ QTTm`2 MQX
.�H +B+HQ bB 2b+2 [mBM/B [m�M/Q,

Q ?Q �TT2M� i`Qp�iQ HǶ2H2K2MiQ +2`+�iQ
Q bQMQ �``Bp�iQ �HH� }M2 /2HH� b2[m2Mx�X

B = yc i`Qp�iQ = yc
r?BH2 UUB <= /BK@RV �� Ui`Qp�iQ 44 yVV
&

B7 U+(B) 44 p�HV
i`Qp�iQ = Rc

B = B Y Rc
'
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Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

*�p2�i
G� /QTTB� +QM/BxBQM2 UUB <= /BK@RV �� Ui`Qp�iQ 44 yVV +Q``BbTQM/2
�H 7�iiQ +?2 bB Tmǁ mb+B`2 /�H +B+HQ,

b2 bQMQ �``Bp�iQ �HH� }M2 /2HH� b2[m2Mx�-
Q b2 ?Q �TT2M� i`Qp�iQ HǶ2H2K2MiQ +2`+�iQX

mb�`2 bQHQ H� T`BK� MQM ĕ b+Q``2iiQ K� `BbmHi� BM2{+B2Mi2X �/ 2bX- BM
mM� b2[m2Mx� /B RyXyyy 2H2K2MiB BM +mB BH p�HQ`2 bB i`Qp� M2HH� T`BK�
TQbBxBQM2- MQM 72`K�`bB �TT2M� HQ bB ĕ i`Qp�iQ +QKTQ`i� +?2 bB
7�++B�MQ +QKmM[m2 imiiB B NNNN +QM7`QMiBX
mb+B`2 MQM �TT2M� bB i`Qp� HǶ2H2K2MiQ +2`+�iQ bB Tmǁ Qii2M2`2 �M+?2 BM
�Hi`B KQ/B- +QK2 �/ 2b2KTBQ

7Q`x�M/Q BH p�HQ`2 /2H +QMi�iQ`2 B �/ �bbmK2`2 BH p�HQ`2 /BK T2`
7�HbB}+�`2 H� T`BK� +QM/BxBQM2

AM [m2biB B +�bB imii�pB�- pB2M2 T`2;Bm/B+�i� H� H2;;B#BHBi¨ /2H +Q/B+2 2/
�M+?2 KBM�i� H� T`QbbB#BHBi¨ /B 7�`2 �M�HBbB /B +Q``2ii2xx�X S2` [m2biQ
KQiBpQ- bQMQ 7Q`i2K2Mi2 b+QMbB;HB�iBX
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Sb2m/Q@HBM;m�;;BQ

1b2`+BxB T`QTQbiB
S`Q#H2K� R, *�H+QH�`2 BH MmK2`Q /B Q++Q``2Mx2 /B mM p�HQ`2 /�iQ BM mM� b2[m2Mx�
/�i�
ai�iQ BMBxB�H2, &/BK ; E- p�H ; o- +(y) ; oy- Ę- +(E@R) ; oE@R' E > y
ai�iQ }M�H2, &Q++ ; O& D | D 2 (y-E@R) ^ oD 4 o' '

S`Q#H2K� k, *�H+QH�`2 +QMi2KTQ`�M2�K2Mi2 BH K�bbBKQ 2 BH KBMBKQ /B mM�
b2[m2Mx� /�i� /B BMi2`B
ai�iQ BMBxB�H2, &/BK ; E- +(y) ; oy- Ę- +(E@R) ; oE@R' +QM E > y
ai�iQ }M�H2, &K�bbBKQ ; K�tU&oy-Ę-oE@R'V-

KBMBKQ ; KBMU&oy-Ę-oE@R'V'

S`Q#H2K� j, *�H+QH�`2 BH MmK2`Q /B Q++Q``2Mx2 /2H p�HQ`2 K�bbBKQ BM mM�
b2[m2Mx� /B BMi2`B
ai�iQ BMBxB�H2, \ ai�iQ }M�H2, \

S`Q#H2K� 9, *�H+QH�`2 H� K2/B� /B mM� b2[m2Mx� /�i� /B BMi2`B
ai�iQ BMBxB�H2, \ ai�iQ }M�H2, \
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Linguaggi regolari
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Linguaggi regolari

Testi di riferimento

Libro di testo principale: Automi, linguaggi e calcolabilità,
J. E. Hopcroft, R. Motwani, and J. D. Ullman,
Addison-Wesley, 2003.

Altro libro: Compilers: principles, techniques, and tools, A.H.
Aho, M. S. Lam, R. Sethi, J. D. Ullman,
Pearson/Addison-Wesley, 2007 (seconda edizione).

I lucidi su questa parte del corso sono basati su quelli della
Prof. Francesca Rossi (basati a loro volta su quelli di Gösta
Grahne e David Ford).
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Linguaggi regolari

Perché studiare gli automi e i linguaggi formali?

Le espressioni regolari sono usate in molti sistemi, ad esempio
in UNIX: rm hello*.c

Gli automi sono utilizzati per modellare protocolli e circuiti
elettronici.

Le grammatiche sono usate per descrivere la sintassi dei
linguaggi di programmazione.
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Linguaggi regolari

Cosa studieremo

Linguaggi regolari
Loro descrizione tramite automi finiti deterministici e non
deterministici, espressioni regolari.
Proprietà di decisione e di chiusura

Linguaggi liberi
Loro descrizione tramite grammatiche libere
Proprietà di decisione e di chiusura

Inoltre impareremo a trattare in modo formale i sistemi discreti e a
familiarizzare con i modelli astratti.
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Linguaggi regolari

Qual è il pattern?

Un robot lancia in aria una moneta e occorre indovinare se viene
testa o croce. Sembra esserci tuttavia una sequenza, un pattern,
ripetuta nel modo in cui la moneta appare. È un gioco truccato?
Dati i seguenti risultati relativi ai tiri della moneta (t=testa,
c=croce):
ttcttctttccttttcctccctttttcttt

ccctttcccttttttcctccccctcctccc

tttcctttctttttttttcctttccccttt

ttccccccc

qual è il pattern ricorrente dei risultati dei tiri?
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Linguaggi regolari

Qual è il pattern?

ttc/ttc/ttt/cct/ttt/cct/ccc/ttt/ttc/ttt
ccc/ttt/ccc/ttt/ttt/cct/ccc/cct/cct/ccc
ttt/cct/ttc/ttt/ttt/ttt/cct/ttc/ccc/ttt
ttc/ccc/ccc

I primi due tiri ogni tre danno sempre lo stesso risultato
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Linguaggi regolari

Automi a stati finiti

Gli automi a stati finiti sono usati come modello per

Software per la progettazione di circuiti digitali.

Analizzatori lessicali di un compilatore.

Applicazioni per l’elaborazione di testi, ad esempio per la
ricerca di parole chiave in un file o sul web.

Software per verificare sistemi a stati finiti, come protocolli di
comunicazione.
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Linguaggi regolari

Automi a stati finiti (cont.)

Che cosa è un automa a stati finiti?

È un sistema formale

È un sistema in grado di ricordare solo un quantitativo finito
di informazione.

L’informazione viene rappresentata da stati.

Gli stati cambiano in risposta agli input.

È un sistema costituito da un insieme finito di stati e da
regole che dicono come passare da uno stato all’altro, in
risposta all’input.
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Linguaggi regolari

Esempi

Esempio: automa a stati finiti per il game del tennis*

Giocatori:	A	e	B	 Vince	A	

Vince	B	

“Deuce”	Inizio	

*	Da	“Automa5c	Java	Code	Generator	for	Regular	Expression	and	Finite	
Automata”	di	Suejb	Meme5,	riprendendo	un	esempio	di	J.	D.	Ullman	
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Linguaggi regolari

Esempi

Esempio: automa a stati finiti per un interruttore on/o↵
Push

Push

Start
onoff

Esempio: automa a stati finiti che riconosce la stringa then

t th the
Start t nh e

then
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Linguaggi regolari

Accettare input

Data una sequenza (o stringa) di input, si comincia dallo
stato iniziale e si seguono gli archi delle transizioni di simbolo
in simbolo.

L”input viene accettato quando dopo aver letto tutti i simboli
in input si finisce in uno stato finale. Nell’esempio di prima, se
la stringa in ingresso è proprio then, l’input è accettato,
mentre non lo è se la stringa è ten.
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AUTOMI: dall’analisi di un esempio alla loro formalizzazione 

Automa Aw
OK

NO

Fondamenti di Programmazione: AUTOMI E LINGUAGGI FORMALI
Corso di Laurea in MATEMATICA

a.a. 2022/2023



PROBLEMA 1 
Un robot lancia in aria una moneta. I primi due tiri su tre danno lo stesso risultato (Testa, 
Testa o Croce, Croce). 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Automa Aw
OK

NO

Stringhe w composte da elementi in {T,C} 



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

?

?

T

C

P



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine
C

T,C

T,C

P
C

C

T,C

Fine
T



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine
C

T,C

T,C

P
C

C

Fine
T

Possiamo 
avere un 
solo stato 

finale?

T,C



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine
C

T,C

T,C

P
C

C

Fine
T

Possiamo 
avere un 
solo stato 

finale?

Sì, se non 
voglio 

ricordare 
se avevo 
TT o CC

T,C



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

C

T,C



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

CCome faccio a 
vedere quali 

triplette sono 
corrette?

T,C



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

CCome faccio a 
vedere quali 

triplette sono 
corrette?

Cammino 
sul grafo

T,C



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

C

FineT
T

TT
T C

Inizio
Sequenza accettata

TTC

T,C



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

C

T
T

TT
T

Inizio
Sequenza non accettata

TT

T,C



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

C

PT
T

P
C C

Inizio
Sequenza rifiutata

TCC

T,C



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

C
Possiamo 

riconoscere 
sequenze di 

triplette?

T,C



PROBLEMA 1 
Trovare l’automa A che riconosce se una singola tripletta w è corretta rispetto alle regola:

L = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w = xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

C
Possiamo 

riconoscere 
sequenze di 

triplette?

Sì, se ogni 
volta posso 

iniziare 
ancora

T,C



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

C

T,C

C

T

T
T

TT
T C

C
C

CC
C T

Fine FineInizio

Sequenza accettata
TTC CCT



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

C

T,C

C

T

Ci serve 
davvero lo 

stato 
finale?



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

Fine

T,C

T,C

P
C

C

T,C

C

T

Ci serve 
davvero lo 
stato Fine?

No, perché 
fa quello 
che fa lo 

stato Inizio



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

T,C

P
C

C

T,C

Inizio T
T

TT
T C

Inizio C
C

CC
C T

Inizio

Sequenza accettata
TTC CCTT,C



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

T,C

P
C

C

T,C

Sequenza rifiutata
TTC CTC

Inizio T
T

TT
T C

Inizio C
C

P
T C

P

T,C



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

T,C

P
C

C

T,C

Possiamo 
non 

mettere lo 
stato 

pozzo?

T,C



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

T,C

P
C

C

T,C

Possiamo 
non 

mettere lo 
stato 

pozzo?

Sì, possiamo 
considerarlo 

implicitamente

T,C



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC

T,C

C

T,C



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

T,C

P
C

C

T,C

Possiamo 
usare 
meno 
stati?

T,C



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

T

C

T

C

TT
T

CC
T

T,C

P
C

C

T,C

Possiamo 
usare 
meno 
stati?

Sì, gli stati TT e 
CC possono 
collassare in 

uno stato solo

T,C



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

T,C

P
C

T,C

T

Bastano meno stati

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio C

C
TT
CC

C T
Inizio

Sequenza accettata
TTC CCT

T,CC



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

Possiamo 
usare 

ancora 
meno 
stati?

T,C

T,C

T,CC



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

Possiamo 
usare 

ancora 
meno 
stati?

Proviamo a far 
collassare gli 

stati T e C in uno 
stato solo

T,C

T,C

T,CC



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Inizio

TT
CCP

T
C

Non posso far collassare 
gli stati T e C. Non 

riuscirei a distinguere se 
ho letto T oppure C

T,C

T

C ?

?

• Se entra T e dopo C? Dovrei andare nello stato P
• Se entra C e dopo C? Dovrei andare nello stato TT/CC

T,C

T,C

T,C



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Se la sequenza 
potesse essere lunga 
a piacere, potremmo 
accettarla se le prime 

triplette sono ok?

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Se la sequenza 
potesse essere lunga 
a piacere, potremmo 
accettarla se le prime 

triplette sono ok?

Sì, non accettando 
solo le sequenze dove 
le triplette non sono 

corrette

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC



PROBLEMA 3 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:
L’’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k z && w_i =xxy, con x,y in {T,C} e z in {T,C} 0 ∪ {T,C}1 ∪ {T,C}2}

• Sequenza accettata
TTC CCT TTC

• Sequenza non accettata
TTC CTC TTC

• Sequenza incompleta accettata
TTC CC

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Potrei considerare 
singole triplette 

invece che singole 
lettere?

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC



PROBLEMA 2 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’ = {w in {T,C}* è OK sse w = ε oppure w =w_1…w_k && w_i =xxy, con x,y in {T,C}}

Potrei considerare 
singole triplette 

invece che singole 
lettere?

Sì, cambiando 
l’alfabeto

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC



PROBLEMA 3 
Trovare l’automa A che riconosce se una sequenza di triplette w abbia tutte le triplette in regola:

L’’ = {w in {TTT,TTC,TCT,TCC,CCC,CCT,CTC,CTT}* è OK sse w = ε oppure w in {TTT, TTC, CCT, CCC}}

Inizio

TTT, TTC, CCT, CCC

PTCT, TCC, CTT, CTC

• Sequenza accettata
TTC CCT

• Sequenza non accettata
TTC CTC

Inizio
TTC

Inizio
CCT

Inizio

Inizio
TTC

Inizio
CTC

P

TTT, TTC, CCT, CCC,
TCT, TCC, CTT, CTC



COSA CI SERVE PER DEFINIRE UN AUTOMA? 

• STATI
• ALFABETO FINITO di simboli  
• FUNZIONE (stato,lettera) |--> stato’
• STATO Iniziale
• STATI FINALI

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC



COSA CI SERVE PER DEFINIRE UN AUTOMA: (Q, Σ, δ, q0 , F)

• STATI Q = {Inizio, T,C,TT/CC,P}
• ALFABETO FINITO  Σ = {T,C}
• FUNZIONE: δ: Q x Σ à Q
• STATO Iniziale q0 ∈ Q = Inizio
• STATI FINALI F ⊆ Q= {Inizio}

δ(q, a) = q’

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

T
C

TT/CC

Inizio

Q

P



COSA CI SERVE PER DEFINIRE UN AUTOMA: (Q, Σ, δ, q0 , F) 

• STATI Q = {Inizio, T,C,TT/CC,P}
• ALFABETO FINITO  Σ = {T,C}
• FUNZIONE: δ: Q x Σ à Q (***)
• STATO Iniziale q0 ∈ Q = Inizio
• STATI FINALI F ⊆ Q= {Inizio}

δ(q, a) = q

Gli automi riconoscono 
linguaggi L ⊆ Σ*

Nel nostro esempio il linguaggio L’ 
delle sequenze

di triplette corrette

L’ = {w in {T,C}* | w = ε oppure w =w_1…w_k con w_i =xxy e x,y in {T,C}}

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC



COSA CI SERVE PER DEFINIRE UN AUTOMA: (Q, Σ, δ, q0 , F) 

• STATI Q = {Inizio, T,C,TT/CC,P}
• ALFABETO FINITO  Σ = {T,C}
• FUNZIONE: δ: Q x Σ à Q
• STATO Iniziale q0 ∈ Q = Inizio
• STATI FINALI F ⊆ Q= {Inizio}

δ: Q x Σ à Q FUNZIONE DI TRANSIZIONE
• δ(Inizio, T) = T
• δ(Inizio, C) = C
• δ(T, T) = TT/CC
• δ(T, C) = P
• δ(C, C) = TT/CC
• δ(C, T) = P
• δ(TT/CC, T) = Inizio
• δ(TT/CC, C) = Inizio
• δ(P, C) = P
• δ(P, T) = P

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC



COSA CI SERVE PER DEFINIRE UN AUTOMA: (Q, Σ, δ, q0 , F) 

• STATI Q = {Inizio, T,C,TT/CC,P}
• ALFABETO FINITO  Σ = {T,C}
• FUNZIONE: δ: Q x Σ à Q
• STATO Iniziale q0 ∈ Q = Inizio
• STATI FINALI F ⊆ Q= {Inizio}

δ T C

Inizio T C

T TT/CC P

C P TT/CC

TT/CC Inizio Inizio

P P P

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

*



COSA CI SERVE PER DEFINIRE UN AUTOMA: (Q, Σ, δ, q0 , F) 

• STATI Q = {Inizio, T,C,TT/CC,P}
• ALFABETO FINITO  Σ = {T,C}
• FUNZIONE: δ: Q x Σ à Q
• STATO Iniziale q0 ∈ Q = Inizio
• STATI FINALI F ⊆ Q= {Inizio}

δ: Q x Σ à Q FUNZIONE DI TRANSIZIONE
• δ(Inizio, T) = T
• δ(Inizio, C) = C
• δ(T, T) = TT/CC
• δ(T, C) = P
• δ(C, C) = TT/CC
• δ(C, T) = P
• δ(TT/CC, T) = Inizio
• δ(TT/CC, C) = Inizio
• δ(P, C) = P
• δ(P, T) = P

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC



COSA CI SERVE PER DEFINIRE UN AUTOMA: (Q, Σ, δ, q0 , F) 

• STATI Q = {Inizio, T,C,TT/CC,P}
• ALFABETO FINITO  Σ = {T,C}
• FUNZIONE: δ: Q x Σ à Q
• STATO Iniziale q0 ∈ Q = Inizio
• STATI FINALI F ⊆ Q= {Inizio}

δ T C

Inizio T C

T TT/CC P

C P TT/CC

TT/CC Inizio Inizio

P P P

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

*



FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(q,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧



FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) =
∧



FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C)
∧∧



FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C)

δ(Inizio, TT) =

∧∧

∧



FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C)

δ(Inizio, TT) = δ(δ(Inizio, T),T)

∧∧

∧ ∧



FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C)

δ(Inizio, TT) = δ(δ(Inizio, T),T)

δ(Inizio, T) =

∧

∧

∧

∧

∧



FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C)

δ(Inizio, TT) = δ(δ(Inizio, T),T)

δ(Inizio, T) = δ(δ(Inizio, ε),T)

∧

∧

∧∧

∧
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FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧
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Inizio
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C

T

C

T

T
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C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C)

δ(Inizio, TT) = δ(δ(Inizio, T),T)

δ(Inizio, T) = δ(δ(Inizio, ε),T)

δ(Inizio, ε) =

∧

∧

∧∧

∧

∧
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FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C)

δ(Inizio, TT) = δ(δ(Inizio, T),T)

δ(Inizio, T) = δ(δ(Inizio, ε),T)

δ(Inizio, ε) = Inizio

∧

∧

∧∧

∧

∧
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FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C)

δ(Inizio, TT) = δ(δ(Inizio, T),T)

δ(Inizio, T) = δ(δ(Inizio, ε),T) = δ(Inizio, T) = T

δ(Inizio, ε) = Inizio

∧

∧

∧∧

∧

∧
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FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C)

δ(Inizio, TT) = δ(δ(Inizio, T),T) = δ(T, T) = TT/CC

δ(Inizio, T) = δ(δ(Inizio, ε),T) = δ(Inizio, T) = T

δ(Inizio, ε) = Inizio

∧

∧

∧∧

∧

∧
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FUNZIONE DI TRANSIZIONE ESTESA: definizione induttiva

δ: Q x Σ* à Q

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

• La funzione di transizione estesa δ opera 
su stati e stringhe (invece che su stati e 
simboli)

• δ(1,w) = p denota che p è lo stato 
raggiunto a partire da q quando si riceve 
in input uno a uno i simboli di w

∧

∧∧

∧

Inizio

TT
CC

C

T

C

T

T

P
C

T

T,C

T,C

T,CC

Inizio T
T

TT
CC

T C
Inizio

∧

∧

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C) = δ(TT/CC, T) = Inizio

δ(Inizio, TT) = δ(δ(Inizio, T),T) = δ(T, T) = TT/CC

δ(Inizio, T) = δ(δ(Inizio, ε),T) = δ(Inizio, T) = T

δ(Inizio, ε) = Inizio

∧

∧

∧∧

∧

∧

∧



3! = 3 x 2! = 3 x 2 = 6
2! = 2 x 1! = 2 x 1 = 2
1! = 1 x 0! = 1 x 1 = 1
0! = 1

δ(Inizio, TTC) = δ(δ(Inizio, TT),C) = δ(TT/CC, T) = Inizio

δ(Inizio, TT) = δ(δ(Inizio, T),T) = δ(T, T) = TT/CC

δ(Inizio, T) = δ(δ(Inizio, ε),T) = δ(Inizio, T) = T

δ(Inizio, ε) = Inizio

∧

∧

∧∧

∧

Definizioni induttive

δ

Base: δ(q, ε) = q

Induzione: δ(q, xa) = δ(δ(q, x),a)  
x in Σ*, a in Σ

∧

∧ ∧

∧
Fattoriale

Base: 0! = 1

Induzione: n! = n x (n-1)!

∧

∧



Inizio

0

1

?

Σ = {0,1}

PROBLEMA 4  Trovare il DFA che accetta tutte e sole le stringhe con un numero pari di zeri e un numero pari 
di uni (compresa quindi la stringa vuota)

Lpari = {w in {0,1}*| w = ε oppure |w|0 e |w|1 sono pari}

w = 0101 viene accettata

P



0 p
1 p

0 d 
1 d

1 d 
0 p

0

1

1

0

0 d
1 p

0

1
0

1

0 p
1 p

0 d 
1 d

01, 10

01, 10

00, 1101, 10

Σ = {0,1}

Σ = {00,01,10,11}

PROBLEMA 4  Trovare il DFA che accetta tutte e sole le stringhe con un numero pari di zeri e un numero pari 
di uni (compresa quindi la stringa vuota)

Lpari = {w in {0,1}*| w = ε oppure |w|0 e |w|1 sono pari}

w = 0101 viene accettata



0 p

0 0 d

0

…
{
PariZeri = 0;
scanf("%d",&corrente);
while (corrente != 3)
{ 

scanf(…, &corrente);
if corrente == 0
PariZeri = !PariZeri;

}
return PariZeri;
}w = 0101

…
{
somma = 0;
scanf("%d",&corrente);
while (corrente != 3)

{
scanf(…, &corrente);
somma == somma + corrente;

}
PariZeri = pari(somma);
return PariZeri;
}

Σ = {0,1}

PROBLEMA 5  Trovare il programma C che (i) legge una sequenza di 0 fino ad un numero che indica la fine 
(ad esempio 3) e (ii) restituisce true se la sequenza ha un numero pari di zeri e false altrimenti.

Confrontate le due soluzioni

Il problema è aritmetico o booleano?



Linguaggi regolari

Concetti di base

Alfabeto: Insieme finito e non vuoto di simboli
Esempio: ⌃ = {0, 1} alfabeto binario
Esempio: ⌃ = {a, b, c , . . . , z} insieme di tutte le lettere
minuscole
Esempio: Insieme di tutti i caratteri ASCII

Stringa: Sequenza finita di simboli presi da un alfabeto ⌃,
per es. 0011001 (i simboli li scriviamo di seguito)

Stringa vuota: La stringa con zero occorrenze di simboli da
⌃

La stringa vuota è denotata con ✏
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Linguaggi regolari

Lunghezza di una stringa: Numero di posizioni per i simboli
nella stringa.
|w | denota la lunghezza della stringa w
|0110| = 4, |✏| = 0
Potenze di un alfabeto: ⌃k = insieme delle stringhe di lunghezza
k con simboli da ⌃
Esempio: ⌃ = {0, 1} ( 0 rappresenta un simbolo (in C ‘0’)
⌃1 = {0, 1} ( 0 (in C “0”)
⌃2 = {00, 01, 10, 11}
⌃0 = {✏}
Domanda: Quante stringhe ci sono in ⌃3?
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Linguaggi regolari

L’insieme di tutte le stringhe su ⌃ è denotato da ⌃⇤

⌃⇤ = ⌃0 [ ⌃1 [ ⌃2 [ · · ·
Ad esempio, {0, 1}⇤ = {✏, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001...} è
l’insieme di tutte le stringhe composte di 0 e di 1.
Anche:
⌃+ = ⌃1 [ ⌃2 [ ⌃3 [ · · ·
⌃⇤ = ⌃+ [ {✏}
Se ⌃ è finito, ⌃⇤ è numerabile, ovvero esiste una corrispondenza
biunivoca tra ⌃⇤ e N
Concatenazione: Se x e y sono stringhe, allora xy è la stringa
ottenuta rimpiazzando una copia di y immediatamente dopo una
copia di x
x = a1a2 . . . ai , y = b1b2 . . . bj
xy = a1a2 . . . aib1b2 . . . bj
Esempio: x = 01101, y = 110, xy = 01101110
Nota: Per ogni stringa x

x✏ = ✏x = x
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Linguaggi regolari

Linguaggi

Definizione

Se ⌃ è un alfabeto (finito), e L ✓ ⌃⇤, allora L è un linguaggio

Esempi di linguaggi:
• L’insieme delle parole italiane legali
• L’insieme dei programmi C legali
• L’insieme delle stringhe che consistono di n zeri seguiti da n uni

{✏, 01, 0011, 000111, . . .}
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Linguaggi regolari

Altri esempi

• L’insieme delle stringhe con un numero uguale di zeri e di uni

{✏, 01, 10, 0011, 0101, 1001, . . .}

• LP = insieme dei numeri binari il cui valore è primo

{10, 11, 101, 111, 1011, . . .}

• Il linguaggio vuoto ;
• Il linguaggio {✏} consiste della stringa vuota
Nota: ; 6= {✏}
Nota: L’alfabeto ⌃ è sempre finito
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GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

hBTB /B /�iQ bi`miim`�iB, �``�v

A iBTB /B /�iQ pBbiB }MQ`� bQMQ imiiB b2KTHB+B, BMi- +?�`- 7HQ�i- Ę
K� B /�iB K�MBTQH�iB M2HH2 �TTHB+�xBQMB `2�HB bQMQ bT2bbQ +QKTH2bbB UQ
bi`miim`�iBV
:HB �``�v bQMQ mMQ /2B iBTB /B /�iQ bi`miim`�iB

bQMQ +QKTQbiB /� 2H2K2MiB QKQ;2M2B UimiiB /2HHQ bi2bbQ iBTQV
Q;MB 2H2K2MiQ ĕ B/2MiB}+�iQ �HHǶBMi2`MQ /2HHǶ�``�v /� mM MmK2`Q /ǶQ`/BM2
/2iiQ BM/B+2 /2HHǶ2H2K2MiQ
BH MmK2`Q /B 2H2K2MiB /2HHǶ�``�v ĕ T`2}bb�iQ 2 /2iiQ HmM;?2xx� UQ
/BK2MbBQM2V /2HHǶ�``�v

*QMb2MiQMQ /B `�TT`2b2Mi�`2 i�#2HH2- K�i`B+B- K�i`B+B M@/BK2MbBQM�HB- Ę

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kdy f kNk



GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

�``�v KQMQ/BK2MbBQM�HB UQ p2iiQ`BV

amTTQMB�KQ /B /Qp2` `�TT`2b2Mi�`2 2 K�MBTQH�`2 H� +H�bbB}+� /B mM
+�KTBQM�iQ +mB T�`i2+BT�MQ Re b[m�/`2X
Ĕ /2H imiiQ M�im`�H2 T2Mb�`2 �/ mM� i�#2HH�

*H�bbB}+�
a[m�/`� � a[m�/`� " Ę a[m�/`� *
RQ TQbiQ kQ TQbiQ ReQ TQbiQ

+?2 bB 2pQHp2 +QM BH T`Q+2/2`2 /2H +�KTBQM�iQ

*H�bbB}+�
a[m�/`� " a[m�/`� � Ę a[m�/`� *
RQ TQbiQ kQ TQbiQ ReQ TQbiQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kdR f kNk



GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

aBMi�bbB, /B+?B�`�xBQM2 /B p�`B�#BH2 /B iBTQ p2iiQ`2
iBTQ@2H2K2MiB MQK2@�``�v (HmM;?2xx�)c

1b2KTBQ, BMi p2i(e)c
/B+?B�`� mM p2iiQ`2 /B e 2H2K2MiB- +B�b+mMQ /B iBTQ BMi2`QX
�HHǶ�iiQ /B [m2bi� /B+?B�`�xBQM2 p2M;QMQ `Bb2`p�i2 U�HHQ+�i2V e
HQ+�xBQMB /B K2KQ`B� +QMb2+miBp2- +B�b+mM� +QMi2M2Mi2 mM BMi2`QX G�
HmM;?2xx� /2H p2iiQ`2 ĕ eX
G� HmM;?2xx� /B mM p2iiQ`2 /2p2 2bb2`2 +Qbi�Mi2 UMQi� � i2KTQ /B
+QKTBH�xBQM2VX LQM bB Tmǁ �/ 2b2KTBQ +?B2/2`2 �HHǶmi2Mi2 /B
BKK2ii2`2 BH p�HQ`2 /2HH� HmM;?2xx�X
P;MB 2H2K2MiQ /2H p2iiQ`2 ĕ mM� p�`B�#BH2 B/2MiB}+�i� /�H MQK2 /2H
p2iiQ`2 2 /� mM BM/B+2- �/ 2b2KTBQ p2i(B)
aBMi�bbB, 2H2K2MiQ /B �``�v MQK2@�``�v(2bT`2bbBQM2)c
�ii2MxBQM2, 2bT`2bbBQM2 /2p2 2bb2`2 /B iBTQ BMi2`Q 2/ BH bmQ p�HQ`2
/2p2 2bb2`2 +QKT`2bQ i`� y � HmM;?2xx�@RX
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GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

1b2KTBQ,
BM/B+2 2H2K2MiQ p�`B�#BH2

y \ p2i(y)
R \ p2i(R)
k \ p2i(k)
j \ p2i(j)
9 \ p2i(9)
8 \ p2i(8)

p2i(B) ĕ HǶ2H2K2MiQ /2H p2iiQ`2 p2i /B BM/B+2 BX
P;MB 2H2K2MiQ /2H p2iiQ`2 ĕ mM� p�`B�#BH2X
BMi p2i(e)- �c
p2i(y) 4 R8c ff AMBxB�HBxx�xBQM2 BKTHB+Bi�
� 4 p2i(y)c
p2i(R) 4 p2i(y) Y �c ff AMBxB�HBxx�xBQM2 BKTHB+Bi�
T`BMi7U]W/]- p2i(y) Y p2i(R)Vc

p2i(y)- p2i(R)- 2++X bQMQ p�`B�#BHB BMi2`2 +QK2 imii2 H2 �Hi`2 2 /mM[m2
TQbbQMQ bi�`2 � bBMBbi`� /2HHǶ�bb2;M�K2MiQ U2bX p2i(y) 4 R8V- +QK2
�HHǶBMi2`MQ /B 2bT`2bbBQMB U2bX p2i(y) Y �VX
*QK2 /2iiQ- HǶBM/B+2 /2H p2iiQ`2 ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2X
BM/2t 4 kc
p2i(BM/2tYR) 4 kjc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kdj f kNk



GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

AMBxB�HBxx�xBQM2 /B p2iiQ`B
:HB 2H2K2MiB /2H p2iiQ`2 TQbbQMQ 2bb2`2 BMBxB�HBxx�iB +QM p�HQ`B +Qbi�MiB
Up�Hmi�#BHB � i2KTQ /B +QKTBH�xBQM2V +QMi2bim�HK2Mi2 �HH� /B+?B�`�xBQM2 /2H
p2iiQ`2X (AMBxB�HBxx�xBQM2 2bTHB+Bi�)
1b2KTBQ, BMi M(9) 4 &RR- kk- jj- 99'c

HǶBMBxB�HBxx�xBQM2 /2p2 2bb2`2 +QMi2bim�H2 �HH� /B+?B�`�xBQM2
1b2KTBQ, BMi M(9)c

M 4 &RR- kk- jj- 99'c =) 2``Q`25
b2 B p�HQ`B BMBxB�HB bQMQ K2MQ /2;HB 2H2K2MiB- B `BK�M2MiB p2M;QMQ TQbiB � y

BMi M(Ry) 4 &j'c �xx2`� B `BK�M2MiB N 2H2K2MiB /2H p2iiQ`2
~Q�i �7(8) 4 &yXy'c TQM2 � yXy B 8 2H2K2MiB
BMi t(8) 4 &'c 2``Q`25

b2 +B bQMQ TBɍ BMBxB�HBxx�iQ`B /B 2H2K2MiB- bB ?� mM 2``Q`2 � i2KTQ /B
+QKTBH�xBQM2
1b2KTBQ, BMi p(k) 4 &R- k- j'c 2``Q`25

b2 bB K2ii2 mM� b2[m2Mx� /B p�HQ`B BMBxB�HB- bB Tmǁ QK2ii2`2 H� HmM;?2xx�
UpB2M2 T`2b� H� HmM;?2xx� /2HH� b2[m2Mx�V
1b2KTBQ, BMi M() 4 &R- k- j'c 2[mBp�H2 � BMi M(j) 4 &R- k- j'c
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GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

�Hi`B 2``Q`B iBTB+B

*?2 +Qb� �++�/2 b2 b+`BpB�KQ Q H2;;B�KQ mM BM/B+2 7mQ`B /�HHǶ�``�v\
BMi p2i(e)c
p2i(e) 4 R8c

1``Q`2 /B b2;K2Mi�xBQM2 Q a2;K2Mi�iBQM 6�mHi � i2KTQ /B 2b2+mxBQM2,
i2Mi�iBpQ /B �++2/2`2 �/ mM� TQbBxBQM2 /B K2KQ`B� �HH� [m�H2 MQM ĕ
T2`K2bbQ �++2/2`2
*?2 bm++2/2 b2 H2;;B�KQ mM p�HQ`2 /� mM �``�v MQM BMBxB�HBxx�iQ\
BMi p2i(e)c
t 4p2i(R)c

AH `BbmHi�iQ /2HH� H2iim`� MQM ĕ mM p�HQ`2 �{/�#BH2X
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GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

J�MBTQH�xBQM2 /B p2iiQ`B
�ppB2M2 bQHBi�K2Mi2 �ii`�p2`bQ +B+HB 7Q`
HǶBM/B+2 /2H +B+HQ p�`B� BM ;2M2`2 /� y � HmM;?2xx�@R
bT2bbQ +QMpB2M2 /2}MB`2 H� HmM;?2xx� +QK2 mM� +Qbi�Mi2 �ii`�p2`bQ H�
/B`2iiBp� O/27BM2
1b2KTBQ, G2iim`� 2 bi�KT� /B mM p2iiQ`2X
OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=
O/27BM2 GlL: 8

K�BM UV
&
BMi p(GlL:)c f p2iiQ`2 /B GlL: 2H2K2MiB- BM/B+Bxx�iB /� y � GlL:@R  f
BMi Bc

7Q` UB 4 yc B I GlL:c BYYV &
T`BMi7U]AMb2`Bb+B H^2H2K2MiQ /B BM/B+2 W/, ]- BVc
b+�M7U]W/]- �p(B)Vc

'
T`BMi7U]AM/B+2 1H2K2MiQ\M]Vc
7Q` UB 4 yc B I GlL:c BYYV &
T`BMi7U]We/ W3/\M]- B- p(B)Vc '

'
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kde f kNk



GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

AM * HǶmMB+� QT2`�xBQM2 TQbbB#BH2 bm;HB �``�v ĕ HǶ�++2bbQ �B bBM;QHB
2H2K2MiBX
�/ 2b2KTBQ- MQM bB TQbbQMQ 2z2iim�`2 /B`2ii�K2Mi2 /2HH2 �bb2;M�xBQMB
i`� p2iiQ`BX
1b2KTBQ,
BMi �(j) 4 &RR- kk- jj'c
BMi #(j)c
# 4 �c 2``Q`25

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kdd f kNk



GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

1b2KTB

*�H+QHQ /2HH� bQKK� /2;HB 2H2K2MiB /B mM p2iiQ`2X

BMi �(Ry)- B- bQKK� 4 yc
XXX
7Q` UB 4 yc B I Ryc BYYV
bQKK� Y4 �(B)c

T`BMi7U]W/]- bQKK�Vc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kd3 f kNk



GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

G2;;2`2 L BMi2`B 2 bi�KT�`2 B p�HQ`B K�;;BQ`B /B mM p�HQ`2 BMi2`Q v
H2iiQ BM BMTmiX
OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=
O/27BM2 L 9
K�BMUV &
BMi `Bb(L)c
BMi v- Bc
T`BMi7U]AMb2`B`2 B W/ p�HQ`B,\M]- LVc
7Q` UB 4 yc B I Lc BYYV &
T`BMi7U]AMb2`B`2 p�HQ`2 MX W/, ]- BYRVc
b+�M7U]W/]- �`Bb(B)Vc '

T`BMi7U]AMb2`B`2 BH p�HQ`2 v,\M]Vc
b+�M7U]W/]- �vVc
T`BMi7U]ai�KT� B p�HQ`B K�;;BQ`B /B W/,\M]- vVc
7Q` UB 4 yc B < Lc BYYV

B7 U`Bb(B) > vV
T`BMi7U]G^2H2K2MiQ W/, W/ Đ K�;;BQ`2 /B W/\M]-

BYR- `Bb(B)-vVc
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kdN f kNk



GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

G2;;2`2 mM� b2[m2Mx� /B +�`�ii2`B i2`KBM�i� /�H +�`�ii2`2 \M /B }M2
HBM2� 2 bi�KT�`2 H2 7`2[m2Mx2 /2HH2 +B7`2 /� ^y^ � ^N^X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k3y f kNk



Linguaggi regolari

Altri esempi

• L’insieme delle stringhe con un numero uguale di zeri e di uni

{✏, 01, 10, 0011, 0101, 1001, . . .}

• LP = insieme dei numeri binari il cui valore è primo

{10, 11, 101, 111, 1011, . . .}

• Il linguaggio vuoto ;
• Il linguaggio {✏} consiste della stringa vuota
Nota: ; 6= {✏}
Nota: L’alfabeto ⌃ è sempre finito
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Linguaggi regolari

Problemi

La stringa w è un elemento di un linguaggio L?

Esempio: Dato un numero binario, è primo = è un elemento
di LP?

È 11101 2 LP? Che risorse computazionali sono necessarie per
rispondere a questa domanda?

Di solito non pensiamo ai problemi come delle decisioni s̀ı/no,
ma come qualcosa che trasforma un input in un output.

Esempio: Fare il parsing di un programma C = controllare se il
programma è corretto, e se lo è, produrre un albero di parsing.
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Linguaggi regolari

Automi a stati finiti deterministici

Un DFA (Deterministic Finite Automaton, in italiano ASFD) è un
formalismo per definire linguaggi che consiste di:

• Q è un insieme finito di stati
• ⌃ è un alfabeto finito (= simboli in input)
• � è una funzione di transizione (q, a) 7! p

• q0 2 Q è lo stato iniziale

• F ✓ Q è un insieme di stati finali

Un DFA è quindi una quintupla

A = (Q,⌃, �, q0,F )
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Linguaggi regolari

Funzione di transizione

La funzione di transizione � prende in ingresso uno stato e un
simbolo e restituisce uno stato

�(q, a) = p denota che p è lo stato raggiunto a partire dallo
stato q quando si riceve in input il simbolo a

Per ogni stato deve essere sempre definito uno stato successivo
per ogni simbolo di input (esistono anche stati pozzo).
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Linguaggi regolari

Esempio

Esempio: Un automa che accetta

L = {x01y : x , y 2 {0, 1}⇤}
è l’automa A = ({q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q1}), dove
q0 rappresenta lo stato in cui non si è ancora visto 01
q2 rappresenta lo stato in cui non si è visto 01, ma si è appena visto 0
q1 rappresenta lo stato in cui si è visto 01

L’automa come una tabella di transizione(stati/simboli di input):

0 1

! q0 q2 q0

?q1 q1 q1

q2 q2 q1

L’automa come un diagramma di transizione:

1 0

0 1q0 q2 q1 0, 1
Start
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Linguaggi regolari

Accettazione

Un automa a stati finiti (FA) accetta una stringa w = a1a2 · · · an
se esiste un cammino nel diagramma di transizione che

1 Inizia nello stato iniziale

2 Finisce in uno stato finale (di accettazione)

3 Ha una sequenza di etichette a1a2 · · · an

Esempio: L’automa a stati finiti

1 0

0 1q0 q2 q1 0, 1
Start

accetta ad esempio la stringa 01101
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Linguaggi regolari

Funzione di transizione estesa �̂ e il linguaggio accettato

• La funzione di transizione � può essere estesa a �̂ che opera su
stati e stringhe (invece che su stati e simboli)
• �̂(q,w) = p denota che p è lo stato raggiunto a partire dallo
stato q quando si riceve in input uno ad uno i simboli a1...an che
formano la stringa w

Definizione

Base: �̂(q, ✏) = q

Induzione: �̂(q, xa) = �(�̂(q, x), a)

Definizione

Il linguaggio accettato da A è L(A) = {w : �̂(q0,w) 2 F}

• Insiemi diversi di stati finali portano a linguaggi diversi.
• I linguaggi accettati da automi a stati finiti sono detti linguaggi
regolari
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Linguaggi regolari

Esempio di stringa accettata

1 0

0 1q0 q2 q1 0, 1
Start

Applichiamo la funzione di transizione estesa �̂ all’input 01101:

1 �̂(q0, ✏) = q0

2 �̂(q0, 0) = q2

3 �̂(q0, 01) = �(�̂(q0, 0), 1) = �(q2, 1) = q1

4 �̂(q0, 011) = �(�̂(q0, 01), 1) = �(q1, 1) = q1

5 �̂(q0, 0110) = �(�̂(q0, 011), 0) = �(q1, 1) = q1

6 �̂(q0, 01101) = �(�̂(q0, 0110), 1) = �(q1, 1) = q1

con q1 2 F
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Linguaggi regolari

Esempio

Esempio: DFA che accetta tutte e sole le stringhe con un numero
pari di zeri e un numero pari di uni (compresa quindi la stringa ✏)

q q

q q

0 1

2 3

Start

0

0

1

1

0

0

1

1
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Linguaggi regolari

Esempio

Rappresentazione tabulare dell’automa

0 1

? ! q0 q2 q1

q1 q3 q0

q2 q0 q3

q3 q1 q2

q0 rappresenta lo stato in cui sia il numero di 0 che di 1 è pari
q1 rappresenta lo stato in cui il numero di 0 è pari e quello di 1 è dispari
q2 rappresenta lo stato in cui il numero di 0 è dispari e quello di 1 è pari
q3 rappresenta lo stato in cui sia il numero di 0 che di 1 è dispari
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Linguaggi regolari

Alcuni esercizi

DFA per i seguenti linguaggi sull’alfabeto {0, 1}:
Insieme di tutte le stringhe che finiscono con 00
Insieme di tutte le stringhe con tre zeri consecutivi
Insieme delle stringhe con 011 come sotto-stringa
Insieme delle stringhe che cominciano o finiscono (o entrambe
le cose) con 01 [Provare a fare prima un automa per le stringhe
che cominciano con 01 e uno per quelle che finiscono con 01]
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Linguaggi regolari

Automi a stati finiti non deterministici (NFA)

• Un NFA può essere in vari stati nello stesso momento,
intuitivamente può “scommettere” su quale sarà il prossimo stato.
• Da uno stato, dato un certo input, posso infatti raggiungere un
insieme di stati.
Es: automa che accetta tutte e solo le stringhe che finiscono in 01.

Start 0 1q0 q q

0, 1

1 2

Ecco cosa succede quando l’automa elabora l’input 00101 con
l’albero delle alternative

q0

q2

q0 q0 q0 q0 q0

q1q1 q1

q2

0 0 1 0 1

(stuck)

(stuck)
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Linguaggi regolari

Definizione formale di NFA

Formalmente, un NFA è una quintupla

A = (Q,⌃, �, q0,F )

• Q è un insieme finito di stati
• ⌃ è un alfabeto finito
• � è una funzione di transizione da Q ⇥ ⌃ all’insieme dei
sottoinsiemi di Q
• q0 2 Q è lo stato iniziale

• F ✓ Q è un insieme di stati finali
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Linguaggi regolari

Funzione di transizione

La funzione di transizione � prende in ingresso uno stato e un
simbolo e restituisce un insieme di stati (che può essere anche
vuoto).

Lo stato successivo non è quindi univocamente determinato
dallo stato corrente e dall’input. L’automa può scegliere tra
stati diversi.

�(q, a) = {p1, ..., pn} denota che ogni stato pi può essere
raggiunto dallo stato q quando si riceve in input il simbolo a

q ! pi , pi 2 �(q, a)

Non è detto che per ogni stato sia sempre definito uno stato
successivo per ogni simbolo di input.
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Linguaggi regolari

Esempio

L’ NFA di due pagine fa è

({q0, q1, q2}, {0, 1}, �, q0, {q2})

dove � è la funzione di transizione

0 1

! q0 {q0, q1} {q0}
q1 ; {q2}

?q2 ; ;
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Linguaggi regolari

Funzione di transizione estesa �̂ e il linguaggio accettato

Definizione induttiva di �̂.

Definizione

Base: �̂(q, ✏) = {q}
Induzione:

�̂(q, xa) =
[

p2�̂(q,x)

�(p, a)

cioè l’unione di tutti gli stati �(p, a) per p che appartiene a �̂(q, x)
• Un NFA accetta una stringa w se �̂(q0,w) 2 F contiene almeno
uno stato finale

Definizione

Il linguaggio accettato da A è L(A) = {w : �̂(q0,w) \ F 6= ;}
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Linguaggi regolari

Automi a stati finiti non deterministici (NFA)

Start 0 1q0 q q

0, 1

1 2

Applichiamo la funzione di transizione estesa �̂ all’input 00101:

1 �̂(q0, ✏) = {q0}
2 �̂(q0, 0) = {q0, q1}
3 �̂(q0, 00) = �(q0, 0) [ �(q1, 0) = {q0, q1} [ ; = {q0, q1}
4 �̂(q0, 001) = �(q0, 1) [ �(q1, 1) = {q0} [ {q2} = {q0, q2}
5 �̂(q0, 0010) = �(q0, 0) [ �(q2, 0) = {q0, q1} [ ; = {q0, q1}
6 �̂(q0, 00101) = �(q0, 1) [ �(q1, 1) = {q0} [ {q2} = {q0, q2}

con {q0, q2} \ F 6= ;
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Linguaggi regolari

Dimostrazioni di equivalenza

Spesso ci servirà dimostrare che due descrizioni di insiemi,
descrivono lo stesso insieme, ad esempio che il linguaggio
accettato dall’automa visto prima coincide con il linguaggio
{x01 : x 2 ⌃⇤}
Per dimostrare che due insiemi S e T sono uguali, si deve
dimostrare che S ✓ T e che T ✓ S :

w 2 S ) w 2 T , and
w 2 T ) w 2 S

Nel nostro esempio dobbiamo dimostrare che

w 2 L(A) , w 2 {x01 : x 2 ⌃⇤}
ovvero

q2 2 �̂(q0,w) , w 2 {x01 : x 2 ⌃⇤}
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Linguaggi regolari

Per dimostrare formalmente che l’NFA

Start 0 1q0 q q

0, 1

1 2

accetta il linguaggio {x01 : x 2 ⌃⇤}, ci conviene espandere le
ipotesi. La dimostrazione si fa per mutua induzione, sulla
lunghezza della stringa w , sui tre enunciati seguenti

1 w 2 ⌃⇤ ) q0 2 �̂(q0,w)

2 q1 2 �̂(q0,w) , w = x0

3 q2 2 �̂(q0,w) , w = x01
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Linguaggi regolari

Dimostrazione

1 w 2 ⌃⇤ ) q0 2 �̂(q0,w)

2 q1 2 �̂(q0,w) , w = x0

3 q2 2 �̂(q0,w) , w = x01

Base: Se |w | = 0 allora w = ✏. Allora l’enunciato (1) segue dalla
definizione. Per (2) e (3) le ipotesi di entrambi i lati sono false per
✏ e quindi entrambe le implicazioni sono banalmente vere, dato che
in logica:

(False ) False) ⌘ True

Induzione: Ipotizziamo che w = xa, dove a 2 {0, 1}, |x | = n e gli
enunciati (1)–(3) valgono per x . Si mostra che gli enunciati
valgono per xa (che è lunga n + 1).
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Linguaggi regolari

Dimostrazione (cont.)

Induzione: Ipotizziamo che w = xa, dove a 2 {0, 1}, |x | = n e gli
enunciati (1)–(3) valgono per x . Si mostra che gli enunciati
valgono per xa (che è lunga n + 1).

1 w 2 ⌃⇤ ) q0 2 �̂(q0,w)
Per ipotesi induttiva q0 2 �̂(q0, x). Dato che
8a 2 ⌃.q0 2 �(q0, a), allora �̂(q0,w) = �(�̂(q0, x), a) 3 q0
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Linguaggi regolari

Dimostrazione (cont.)

Induzione: Ipotizziamo che w = xa, dove a 2 {0, 1}, |x | = n e gli
enunciati (1)–(3) valgono per x . Si mostra che gli enunciati
valgono per xa (che è lunga n + 1).

2 (se) q1 2 �̂(q0,w) ( w = x0
Supponiamo che w = xa finisca per 0 (quindi a = 0).
Per l’enunciato (1) sappiamo che q0 2 �̂(q0, x) e
dato che q1 2 �(q0, 0), possiamo concludere che q1 2 �̂(q0,w).

(solo se) q1 2 �̂(q0,w) ) w = x0
Supponiamo che q1 2 �̂(q0,w). Dal diagramma vediamo che
l’unico modo di raggiungere q1 è che w = x0.
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Linguaggi regolari

Dimostrazione (cont.)

3 (se) q2 2 �̂(q0,w) ( w = x01
Supponiamo che w = xa finisca per 01 (quindi a = 1 e x finisce per 0).
Per l’enunciato (2) sappiamo che q1 2 �̂(q0, x) e
dato che q2 2 �(q1, 1), possiamo concludere che q2 2 �̂(q0,w).

(solo se) q2 2 �̂(q0,w) ) w = x01
Supponiamo che q2 2 �̂(q0,w). Dal diagramma vediamo che
l’unico modo di raggiungere q2 è che w = x1, dove q1 2 �̂(q0, x).
Per l’enunciato (2), x finisce per 0 e quindi w finisce per 01.
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GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

G2;;2`2 mM� b2[m2Mx� /B +�`�ii2`B i2`KBM�i� /�H +�`�ii2`2 \M /B }M2
HBM2� 2 bi�KT�`2 H2 7`2[m2Mx2 /2HH2 +B7`2 /� ^y^ � ^N^X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj k3y f j9y



GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

G2;;2`2 mM� b2[m2Mx� /B +�`�ii2`B i2`KBM�i� /�H +�`�ii2`2 \M /B }M2
HBM2� 2 bi�KT�`2 H2 7`2[m2Mx2 /2HH2 +B7`2 /� ^y^ � ^N^X
miBHBxxB�KQ mM p2iiQ`2 7`2[ /B Ry 2H2K2MiB M2H [m�H2 K2KQ`BxxB�KQ H2
7`2[m2Mx2 /2B +�`�ii2`B /� ^y^ � ^N^

y R k j 9 8 e d 3 N
. . . . . .

7`2[
7`2[(y) +QMi� BH MmK2`Q /B Q++Q``2Mx2 /B ^y^
Ę
7`2[(N) +QMi� BH MmK2`Q /B Q++Q``2Mx2 /B ^N^
miBHBxxB�KQ mM +B+HQ T2` HǶ�+[mBbBxBQM2 /2B +�`�ii2`B BM +mB �;;BQ`MB�KQ
mM� /2HH2 TQbBxBQMB /2HHǶ�``�v imii2 H2 pQHi2 +?2 BH +�`�ii2`2 H2iiQ ĕ mM�
+B7`�
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GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

BMi Bc +?�` +?c
BMi 7`2[(Ry) 4 &y'c
/Q &
+? 4 ;2i+?�`UVc
brBi+? U+?V &

+�b2 ^y^, 7`2[(y)YYc #`2�Fc
+�b2 ^R^, 7`2[(R)YYc #`2�Fc
+�b2 ^k^, 7`2[(k)YYc #`2�Fc
+�b2 ^j^, 7`2[(j)YYc #`2�Fc
+�b2 ^9^, 7`2[(9)YYc #`2�Fc
+�b2 ^8^, 7`2[(8)YYc #`2�Fc
+�b2 ^e^, 7`2[(e)YYc #`2�Fc
+�b2 ^d^, 7`2[(d)YYc #`2�Fc
+�b2 ^3^, 7`2[(3)YYc #`2�Fc
+�b2 ^N^, 7`2[(N)YYc #`2�Fc
'

' r?BH2 U+? 54 ^\M^Vc
T`BMi7U]G2 7`2[m2Mx2 bQMQ,\M]Vc
7Q` UB 4 yc B I Ryc BYYV

T`BMi7U]6`2[X /B W/, W/\M]- B- 7`2[(B)Vc
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GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

L2H +B+HQ /Q@r?BH2- BH +QK�M/Q brBi+? Tmǁ 2bb2`2 `BKTB�xx�iQ /� mM
B7 +QK2 b2;m2

B7 U+? =4 ^y^ �� +? I4 ^N^V
7`2[(+? @ ^y^)YYc

AM7�iiB,
B +Q/B+B /2B +�`�ii2`B /� ^y^ � ^N^ bQMQ +QMb2+miBpB
/�iQ mM +�`�ii2`2 +?- HǶ2bT`2bbBQM2 BMi2`� +? @ ^y^ ĕ H� /Bbi�Mx� /2H
+Q/B+2 /B +? /�H +Q/B+2 /2H +�`�ii2`2 ^y^X AM T�`iB+QH�`2,

^y^ @ ^y^ 4 y
^R^ @ ^y^ 4 R
Ę
^N^ @ ^y^ 4 N
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GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

G2;;2`2 /� i�biB2`� 2 K2KQ`Bxx�`2 mM� b2[m2Mx� /B BMi2`B /B HmM;?2xx�
T`2}bb�i� .AJX ai�KT�`2 [mBM/B H� b2[m2Mx� BM Q`/BM2 BMp2`bQX
G2;;2`2 /� i�biB2`� B `BbmHi�iB U/Qm#H2V /B ky 2bT2`BK2MiBX ai�KT�`2 BH
MmK2`Q /ǶQ`/BM2 2/ BH p�HQ`2 /2;HB 2bT2`BK2MiB T2` B [m�HB BH `BbmHi�iQ ĕ
KBMQ`2 /2H 8yW /2HH� K2/B�X
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GBM;m�;;BQ * @ AA T�`i2 hBTB bi`miim`�iB, �``�v

�``�v KmHiB/BK2MbBQM�HB

aBMi�bbB, /B+?B�`�xBQM2
iBTQ@2H2K2MiB MQK2@�``�v (HmM;R)(HmM;k)· · · (HmM;M)c

1b2KTBQ, BMi K�i(j)(9)c =) K�i`B+2 j⇥9
S2` Q;MB /BK2MbBQM2 B HǶBM/B+2 p� /� y � HmM;B @RX

+QHQMM2
y R k j

y \ \ \ \
`B;?2 R \ \ \ \

k \ \ \ \

1b2KTBQ, BMi K�`F2iBM;(Ry)(8)(Rk)
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Equivalenza di DFA e NFA

• Gli NFA sono di solito più facili da “programmare”.
• Sorprendentemente, per ogni NFA N c’è un DFA D, tale che
L(D) = L(N), e viceversa.
• Questo comporta una costruzione per sottoinsiemi, un esempio
importante di come un automa B può essere costruito a partire da
un altro automa A.
• Dato un NFA

N = (QN ,⌃, �N , q0,FN)

costruiremo un DFA

D = (QD ,⌃, �D , {q0},FD)

tali che
L(D) = L(N).
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I dettagli della costruzione per sottoinsiemi:
• QD = {S : S✓QN}.
Nota: |QD | = 2|QN |, anche se la maggior parte degli stati in QD

sono “garbage”, cioè non raggiungibili dallo stato iniziale.
• FD = {S ✓ QN : S \ FN 6= ;}
• Per ogni S ✓ QN e a 2 ⌃,

�D(S , a) =
[

p2S
�N(p, a)

Ad esempio l’insieme di stati {q0, q1} nel nostro esempio diventa
un singolo stato del DFA corrispondente, raggiungibile dallo stato
{q0}.
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Costruiamo �D dall’NFA già visto, quello cioè che accetta le
stringhe che terminano con 01.

0 1

; ; ;
! {q0} {q0, q1} {q0}

{q1} ; {q2}
?{q2} ; ;

{q0, q1} {q0, q1} {q0, q2}
?{q0, q2} {q0, q1} {q0}
?{q1, q2} ; {q2}

?{q0, q1, q2} {q0, q1} {q0, q2}
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Nota: Gli stati di D corrispondono a sottoinsiemi di stati di N, ma
potevamo denotare gli stati di D in un altro modo, per esempio
A� F .

0 1

A A A

! B E B

C A D

?D A A

E E F

?F E B

?G A D

?H E F
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Per evitare la crescita esponenziale degli stati può essere utile
costruire la tabella di transizione per D solo per gli stati
raggiungibili (o accessibili) S come segue:
Base: S = {q0} è raggiungibile in D

Induzione: Se lo stato S è raggiungibile, lo sono anche gli stati inS
a2⌃ �D(S , a) raggiungibile a partire da S.

Esempio: Il “sottoinsieme” DFA con i soli stati raggiungibili: B
({q0}), E ({q0, q1}) e F ({q0, q2}).

Start

{ {q q {q0 0 0, ,q q1 2}}
0 1

1 0

0

1

}
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Teorema 2.11:

Teorema

Sia D il DFA ottenuto da un NFA N con la costruzione a
sottoinsiemi. Allora L(D) = L(N).

Dimostrazione: Prima mostriamo per induzione su |w | che

�̂D({q0},w) = �̂N(q0,w)

N.B. Entrambe le funzioni restituiscono un insieme di stati di QN .
Base: w = ✏. Per definizione �̂D({q0}, ✏) = �̂N(q0, ✏) = {q0}.
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Induzione: w = xa, con |x | = n e a 2 ⌃. Per ipotesi induttiva
�̂D({q0}, x) = �̂N(q0, x) che supponiamo uguali a {p1, ..., pk}.

�̂N(q0, xa)
def
= �N(�̂N(q0, x), a)

i.h.
= �N({p1, ..., pk}, a)
def
=

[

pi2�̂N(q0,x)

�N(pi , a)

�̂D({q0}, xa)
def
= �D(�̂D({q0}, x), a)
i.h.
= �D({p1, ..., pk}, a)
cst
=

[

pi2�̂N(q0,x)

�N(pi , a)

Quindi �̂D({q0},w) = �̂N(q0,w).
Osservando inoltre che sia D che N accettano w se e solo se
�̂D({q0},w) e �̂N(q0,w) contengono uno stato in FN , ne
segue che L(D) = L(N).
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Teorema 2.12: Un linguaggio L è accettato da un DFA se e solo
se L è accettato da un NFA.
Dimostrazione: La parte “se” è il Teorema 2.11 più la costruzione
per sottoinsiemi.
Per la parte “solo se” notiamo che un qualsiasi DFA può essere
convertito in un NFA equivalente modificando la �D in �N secondo
la regola seguente:
• Se �D(q, a) = p, allora �N(q, a) = {p}.
Per induzione su |w | si può facilmente mostrare che se
�̂D(q0,w) = p, allora �̂N(q0,w) = {p}.
Di conseguenza la stringa w viene accettata da D se e solo se
viene accettata da N e l’enunciato del teorema segue.
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Crescita esponenziale degli stati

Esiste un NFA N con n + 1 stati che non ha nessun DFA
equivalente con meno di 2n stati

Start

0, 1

0, 1 0, 1 0, 1
q q qq0 1 2 n

1 0, 1

L(N) = {x1c1c2 · · · cn�1 : x 2 {0, 1}⇤, ci 2 {0, 1}}

D deve ricordare gli ultimi n simboli che ha letto.
Dato che ci sono 2n sequenze di n bit, se esistesse un DFA
equivalente con meno di 2n stati, allora esisterebbe uno stato q e
due sequenze a1a2 · · · an e b1b2 · · · bn, con almeno i : ai 6= bi :
q 2 �̂N(q0, a1a2 · · · an), q 2 �̂N(q0, b1b2 · · · bn), a1a2 · · · an 6=
b1b2 · · · bn
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Caso 1: i = 1
1a2 · · · an
0b2 · · · bn
Allora q deve essere sia uno stato di accettazione che uno stato di
non accettazione.
Caso 2: i > 1
a1 · · · ai�11ai+1 · · · an
b1 · · · bi�10bi+1 · · · bn
Consideriamo ora lo stato p raggiunto dopo aver letto i � 1 simboli
0 a partire da q.
�̂N(q0, a1 · · · ai�11ai+1 · · · an0i�1) = �̂N(q0, b1 · · · bi�10bi+1 · · · bn0i�1)

Allora p deve essere sia uno stato di accettazione che uno stato di
non accettazione.

�̂N(q0, a1 · · · ai�11ai+1 · · · an0i�1) 2 FD

�̂N(q0, b1 · · · bi�10bi+1 · · · bn0i�1) /2 FD
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NFA per ricerche testuali

Un NFA che accetta l’insieme di parole chiave {ebay, web}

1

2 3 4

5 6 7 8
Start

Σ
w

e

e

yb a

b

• Naturalmente l’NFA va poi implementato, passando
all’equivalente DFA (che in questo caso ha gli stessi stati).
• Esempio di come derivare un programma (che implementa il
DFA) a partire dalla specifica (quella dell’NFA)
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Ancora esercizi sui DFA

Definire un DFA che accetti, sull’alfabeto ⌃ = {0, 1}, i
linguaggi dati dai seguenti insiemi:

quello di tutte le stringhe che contengono un numero pari di 0;
quello di tutte le stringhe che contengono un numero pari di 1;
quello di tutte le stringhe che non contengono mai più di due 0
consecutivi (ovvero che non contengono mai 000 come
sottostringa);

Dimostrare che �̂(q, xy) = �̂(�̂(q, x), y) per qualunque stato q

e qualunque coppia di stringhe x e y .
Si consiglia di usare l’induzione sulla lunghezza della stringa y .
Dimostrare che �̂(q, ax) = �̂(�(q, a), x) per qualunque stato q,
qualunque simbolo a e qualunque stringa x .
Si consiglia di usare l’esercizio precedente.
Definire un DFA (con ⌃ = {a, b, c , ..., z}) che accetti tutte le
stringhe in cui le cinque vocali appaiono nell’ordine a e i o u

Per questo come per gli altri argomenti attingere anche agli
esercizi sul libro.
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Esercizi sugli NFA

Definire un NFA che accetti, sull’alfabeto ⌃ = {a, e, i , o, u}, i
linguaggi dati dai seguenti insiemi:

quello di tutte le stringhe tali che la vocale finale sia apparsa in
precedenza;
quello di tutte le stringhe tali che la vocale finale non sia
apparsa in precedenza

Definire un NFA che accetti sull’alfabeto ⌃ = {a, b}, il
seguente insieme di stringhe: abab, bab e abb

Convertire l’NFA ottenuto nel DFA corrispondente

Definire un NFA che, sull’alfabeto ⌃ = {0, 1}, riconosca tutte
le stringhe in cui compare la sequenza 011

Dimostrare che l’NFA cos̀ı definito accetta il linguaggio
richiesto
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Parametri di tipo vettore

I Il meccanismo del passaggio per valore di un indirizzo consente il
passaggio di vettori come parametri di funzioni/procedure.

I Quando si passa un vettore come parametro ad una funzione, in
realtà si sta passando l’indirizzo dell’elemento di indice 0.

I Il parametro formale deve essere di tipo puntatore (al tipo degli
elementi del vettore)

I di solito si passa anche la dimensione del vettore in un ulteriore
parametro.
Esempio:

void stampaVettore(int *v, int dim)

{ int i;

for (i = 0; i < dim; i++)

printf("v[%d]: %d\n", i, v[i]);

}

main()

{ int vet[5] = {1, 2, 3, 4, 5};

...

stampaVettore(vet, 5); ... }
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I Per evidenziare che il parametro formale è un vettore (ovvero
l’indirizzo dell’elemento di indice 0), si può utilizzare la notazione
nome-parametro[] invece di *nome-parametro.
Esempio: void stampa(int v[], int dim) { ... }

I Si può anche specificare la dimensione nel parametro, ma questa
viene ignorata.

Esempio: void stampa(int v[5], int dim) { ... }
I Come al solito, nel prototipo della funzione il nome del parametro

(vettore) può anche mancare.

Esempio: void stampa(int [], int);
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I Il passaggio di un vettore è un passaggio per indirizzo.

=) La funzione può modificare gli elementi del vettore passato.

Esempio: Lettura di un vettore.

void leggiVettore(int v[], int dim)
{
int i;
for (i = 0; i < dim; i++)
{

printf("Immettere l’elemento di indice %d: ", i);
scanf("%d", &v[i]);

}
}
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Esempio: Programma che legge, inverte e stampa un vettore di interi

#include <stdio.h>

#define LUNG 5

void leggiVettore(int [], int);

void stampaVettore(int [], int);

void invertiVettore(int [], int);

main()

{

int vett[LUNG];

leggiVettore(vett, LUNG);

printf("Vettore prima dell’inversione\n");

stampaVettore(vett, LUNG);

invertiVettore(vett, LUNG);

printf("Vettore dopo l’inversione\n");

stampaVettore(vett, LUNG);

}

I La definizione della procedura
void invertiVettore(int [], int); è lasciata per esercizio.
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HBM;m�;;BQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kNd f j9R



6mMxBQMB

6mMxBQMB
v 4 7UtV

AM mM� 7mMxBQM2 K�i2K�iB+�- �/ Q;MB p�HQ`2 /2HH� p�`B�#BH2
BM/BT2M/2Mi2 Q �`;QK2MiQ t +Q``BbTQM/2 mMQ 2 mM bQHQ p�HQ`2 /2HH�
p�`B�#BH2 /BT2M/2Mi2 v X
*QKTBiQ /2HHǶBM7Q`K�iB+� ĕ [m2HHQ /B i`Qp�`2 /2HH2 i2+MB+?2 T2`
+�H+QH�`2 H2 7mMxBQMB �HH� #�b2 /2B T`Q#H2KB /� `BbQHp2`2X
AM * 2bBbi2 BH +QM+2iiQ /B 7mMxBQM2,

H2 p�`B�#BHB BM/BT2M/2MiB bQMQ +?B�K�i2 T�`�K2i`B 7Q`K�HB
BH `BbmHi�iQ pB2M2 `2biBimBiQ �ii`�p2`bQ BH +QK�M/Q `2im`M

lM T`Q;`�KK� * ĕ /2}MBiQ +QK2 mM BMbB2K2 /B 7mMxBQMB UmM�
Q##HB;�iQ`B�- BH K�BMVX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kN3 f j9R



6mMxBQMB

6mMxBQMB
lM� 7mMxBQM2 Tmǁ 2bb2`2 pBbi� +QK2 mM� b+�iQH� M2`�,

T�`�K2i`B /B BM;`2bbQ �! 6 �! p�HQ`2 +�H+QH�iQ

• `BbQHp2 mM bQiiQT`Q#H2K� bT2+B}+Q
• �ii`�p2`bQ B T�`�K2i`B 2 BH `BbmHi�iQ b+�K#B� BM7Q`K�xBQMB +QM BH K�BM 2

+QM �Hi`2 7mMxBQMB
1b2KTBQ,
t �! �#b �! | t |

t , v �! K+/ �! K+/(t , v)

#, 2 �! 2tT �! #2

tR, . . . , tM �! bmK �!
MP

B=R
tB

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj kNN f j9R



6mMxBQMB

1b2KTBQ, .2}MBxBQM2 /B �#b BM *
BMi �#bUBMi tV
&
BMi `Bbc
B7 UtIyV

`Bb 4 @tc
2Hb2

`Bb 4 tc
`2im`M `Bbc '

lbQ /2HH� 7mMxBQM2
K�BMUV
&
BMi tR- tk- x- rc

XXX
x 4 �#bUtRVc

XXX
T`BMi7U]W/$M]- r Y �#bUtkVVc

XXX
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jyy f j9R



6mMxBQMB

6mMxBQMB, T2`+?û\
G� bi2bm`� /B mM T`Q;`�KK� `B~2ii2 HǶ�M�HBbB 7mMxBQM�H2 /2H T`Q#H2K� /�
`BbQHp2`2X GǶmbQ /2HH2 7mMxBQMB M�b+QM/2 �H `2biQ /2H T`Q;`�KK� B /2ii�;HB
BKTH2K2Mi�iBpB- TQM2M/Q HǶ�++2MiQ bm +Qb� BH T`Q;`�KK� 7� `BbT2iiQ �
+QK2 HQ 7�- +QMb2Mi2M/Q,

H� KQ/mH�`Bi¨
H� +?B�`2xx� 2 H2;;B#BHBi¨
H� 7�iiQ`Bxx�xBQM2 /2H +Q/B+2
H� b2T�`�xBQM2 /B +Bǁ +?2 +�K#B� /� +Bǁ +?2 `2bi� m;m�H2,

TQbbQ �TTQ`i�`2 KQ/B}+?2 �HH� 7mMxBQM2 BM mM TmMiQ bQHQ- b2Mx�
`Bb+?B�`2 KQ/B}+?2 T�`xB�HB
TQbbQ �M+?2 +�K#B�`2 HǶBKTH2K2Mi�xBQM2 /2HH� 7mMxBQM2 b2Mx� +�K#B�`2
BH T`Q;`�KK� +?2 H� mb�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jyR f j9R



6mMxBQMB

a+`BpB mM� pQHi�- mb� imii2 H2 pQHi2 +?2 pmQB
P;MB 7mMxBQM2 `�TT`2b2Mi� mMǶmMBi¨ BM/BT2M/2Mi2X .B +QMb2;m2Mx�,

+?B b+`Bp2 H� 7mMxBQM2 Tmǁ MQM +QBM+B/2`2 +QM +?B H� mb�X
H� bi2bb� 7mMxBQM2 Tmǁ 2bb2`2 mb�i� BM �Hi`B T`Q;`�KKB U`BmbQ /2H
+Q/B+2V
Q;MB 7mMxBQM2 Tmǁ 2bb2`2 i`�ii�i� b2T�`�i�K2Mi2 /�H `2biQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jyk f j9R



6mMxBQMB

AH HBM;m�;;BQ /2p2 K2ii2`2 � /BbTQbBxBQM2 bi`mK2MiB T2`
/2}MB`2 MmQp2 QT2`�xBQMB �bi`�ii2 U7mMxBQMBV
mb�`2 H2 MmQp2 QT2`�xBQMB /2}MBi2

.BbiBM;mB�KQ /m2 KQK2MiB /Bp2`bB,
H� /2}MBxBQM2 /2HH� 7mMxBQM2
/2}MBb+2 BH +Q/B+2 +?2 `2�HBxx� HǶQT2`�xBQM2 �bi`�ii�
2 H� +?B�K�i� /2HH� 7mMxBQM2
+Q``BbTQM/2 �HHǶmiBHBxxQ /2HH� 7mMxBQM2

�/ mM� bi2bb� /2}MBxBQM2 TQbbQMQ +Q``BbTQM/2`2 /Bp2`b2 +?B�K�i2
U+QK2 x 4 �#bUtRV 2 r Y �#bUtkV M2HHǶ2b2KTBQ T`2+2/2Mi2VX
L2HH� /2}MBxBQM2 /2HH� 7mMxBQM2- BH +Q/B+2 7� `B72`BK2MiQ �;HB �`;QK2MiB
Q T�`�K2i`B 7Q`K�HB /2HH� 7mMxBQM2 UM2HHǶ2b2KTBQ tV
=) mM T�`�K2i`Q 7Q`K�H2 MQM +Q``BbTQM/2 �/ mM p�HQ`2 p2`Q 2
T`QT`BQ, ĕ b2KTHB+2K2Mi2 mM `B72`BK2MiQ bBK#QHB+Q U�/ mM �`;QK2MiQ
/2HH� 7mMxBQM2V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jyj f j9R



6mMxBQMB

1b2KTBQ,
BMi 2tTUBMi #�b2- BMi 2bTQM2Mi2V
&
BMi `Bb 4 Rc
r?BH2 U2bTQM2Mi2 = yV

&
`Bb 4 `Bb  #�b2c
2bTQM2Mi2 4 2bTQM2Mi2 @ Rc

'
`2im`M `Bbc
'

G� /2}MBxBQM2 /B mM� 7mMxBQM2 +QMbi� /B /m2 T�`iB 7QM/�K2Mi�HB,
AMi2bi�xBQM2
"HQ++Q U+QK2 M2H K�BMUVVX

A T�`�K2i`B 7Q`K�HB bQMQ #�b2 2/ 2bTQM2Mi2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jy9 f j9R



6mMxBQMB

�H KQK2MiQ /2HH� +?B�K�i�- �HH� 7mMxBQM2 p2M;QMQ 7Q`MBiB B p�HQ`B /2;HB
�`;QK2MiB- Q T�`�K2i`B �iim�HB- `BbT2iiQ �B [m�HB 2z2iim�`2 BH +�H+QHQ
BMi 2tTUBMi #�b2- BMi 2bTQM2Mi2V
&XXX'

K�BMUV &
BMi #- 2- `R- `kc

XXX
`R 4 2tTUk-8Vc

XXX
b+�M7U]W/ W/]- �#- �2Vc
`k 4 2tTU#- 2Vc

XXX '
S`BK� +?B�K�i� 2tTUk-8V

k ĕ BH T�`�K2i`Q �iim�H2 +Q``BbTQM/2Mi2 � #�b2
8 ĕ BH T�`�K2i`Q �iim�H2 +Q``BbTQM/2Mi2 � 2bTQM2Mi2

a2+QM/� +?B�K�i� 2tTU#-2V
# ĕ BH T�`�K2i`Q �iim�H2 +Q``BbTQM/2Mi2 � #�b2
2 ĕ BH T�`�K2i`Q �iim�H2 +Q``BbTQM/2Mi2 � 2bTQM2Mi2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jy8 f j9R



6mMxBQMB

6mMxBQMB, /2}MBxBQM2
*QK2 H2 p�`B�#BHB- �M+?2 H2 7mMxBQMB p�MMQ /B+?B�`�i2X
aBMi�bbB,
BMi2bi�xBQM2 #HQ++Q
/Qp2

#HQ++Q ĕ BH +Q`TQ /2HH� 7mMxBQM2
BMi2bi�xBQM2 ĕ HǶBMi2bi�xBQM2 /2HH� 7mMxBQM2 2/ ?� H� b2;m2Mi2 7Q`K�,
B/@iBTQ B/2MiB7B+�iQ`2 UT�`�K2i`B@7Q`K�HBV
B/@iBTQ bT2+B}+� BH iBTQ /2H `BbmHi�iQ +�H+QH�iQ /�HH� 7mMxBQM2
B/2MiB7B+�iQ`2 bT2+B}+� BH MQK2 /2HH� 7mMxBQM2 2/ ĕ mM [m�HbB�bB
B/2MiB}+�iQ`2 * p�HB/Q
T�`�K2i`B@7Q`K�HB ĕ mM� b2[m2Mx� U2p2Mim�HK2Mi2 pmQi�V /B
/B+?B�`�xBQMB /B T�`�K2i`Q UiBTQ 2 MQK2V b2T�`�i2 /� pB`;QH�

1b2KTB, BMi2bi�xBQMB /B 7mMxBQM2
BMi �#b UBMi tV
BMi J�bbBKQ*QKmM.BpBbQ`2UBMi �- BMi #V
/Qm#H2 SQi2Mx�U/Qm#H2 t- /Qm#H2 vV
~Q�i K2/B� UBMi p2i()- BMi HmM;V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jye f j9R



6mMxBQMB

6mMxBQMB, +?B�K�i� UBMpQ+�xBQM2- �iiBp�xBQM2V
aBMi�bbB,
B/2MiB7B+�iQ`2 UT�`�K2i`B@�iim�HBV

B/2MiB7B+�iQ`2 ĕ BH MQK2 /2HH� 7mMxBQM2
HBbi�@T�`�K2i`B@�iim�HB ĕ mM� HBbi� /B 2bT`2bbBQMB b2T�`�i2 /�
pB`;QH�
B T�`�K2i`B �iim�HB /2pQMQ +Q``BbTQM/2`2 BM MmK2`Q 2 iBTQ �B T�`�K2i`B
7Q`K�HB- �Hi`BK2MiB b�`¨ `BH2p�iQ mM 2``Q`2 /B bBMi�bbB

1b2KTB, +?B�K�i2 /B 7mMxBQMB
BMi K+/- t- vR- vkc
/Qm#H2 2tT- r- p- xc

XXX
K+/ 4 J�bbBKQ*QKmM.BpBbQ`2UtYR- vRYvkVc
2tT 4 SQi2Mx�Ux- jXyVc

XXX
2tT 4 SQi2Mx�Ux- SQi2Mx�Up-rVVc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jyd f j9R



6mMxBQMB

a2K�MiB+� UBM7Q`K�H2V /B mM� +?B�K�i� /B 7mMxBQM2
.2Mi`Q BH +Q`TQ /B mM� 7mMxBQM2 6 +QKT�`2 mM� +?B�K�i� /B mMǶ�Hi`�
7mMxBQM2 :

6 pB2M2 /2ii� 7mMxBQM2 +?B�K�Mi2
: pB2M2 /2ii� 7mMxBQM2 +?B�K�i�
1b2KTBQ, M2H K�BM +Ƕĕ mM �bb2;M�K2MiQ t 4 �#bUtVc
=) K�BM ĕ BH +?B�K�Mi2- �#b BH +?B�K�iQ

lM� +?B�K�i� /B 7mMxBQM2 ĕ mMǶ2bT`2bbBQM2- H� +mB p�Hmi�xBQM2 �ppB2M2
+QK2 b2;m2,

pB2M2 bQbT2b� HǶ2b2+mxBQM2 /B 6 2 pB2M2 ǳ+2/miQ BH +QMi`QHHQǴ � :- /QTQ
�p2` QTTQ`imM�K2Mi2 �bbQ+B�iQ B T�`�K2i`B �iim�HB �B T�`�K2i`B 7Q`K�HB
UT�bb�;;BQ /2B T�`�K2i`B- 7`� TQ+Q ĘV
p2M;QMQ 2b2;mBi2 H2 Bbi`mxBQMB /B :- � T�`iB`2 /�HH� T`BK�
HǶ2b2+mxBQM2 /B : i2`KBM� +QM HǶ2b2+mxBQM2 /B mMǶBbi`mxBQM2 bT2+B�H2
UBbi`mxBQM2 `2im`MV +?2 +�H+QH� BH `BbmHi�iQ /2HH� +?B�K�i� Uĕ BH p�HQ`2
/2HHǶ2bT`2bbBQM2 +Q``BbTQM/2Mi2 �HH� +?B�K�i�V
�H i2`KBM2 /2HHǶ2b2+mxBQM2 /B : BH +QMi`QHHQ `BiQ`M� � 6- +?2 T`Qb2;m2
HǶ2b2+mxBQM2 � T�`iB`2 /�H TmMiQ BM +mB : 2`� bi�i� �iiBp�i�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jy3 f j9R



6mMxBQMB

o�HQ`2 /B `BiQ`MQ /B mM� 7mMxBQM2, Bbi`mxBQM2 `2im`M
1b2KTBQ, 6mMxBQM2 +?2 `2biBimBb+2 BH K�bbBKQ i`� /m2 BMi2`BX

BMi K�tUBMi K- BMi MV &
B7 UK =4 MV

`2im`M Kc
2Hb2

`2im`M Mc '

*?B�K�i� /B K�t- �/ 2b2KTBQ /� K�BM,
K�BMUV &

BMi B- D- K�bbBKQc
b+�M7U]W/W/]- �B- �DVc
K�bbBKQ 4 K�tUB-DVc
T`BMi7U]K�bbBKQ 4 W/$M]- K�bbBKQVc '

G� 7mMxBQM2 K�BM i`�KBi2 B T�`�K2i`B �iim�HB +QKmMB+� �HH� 7mMxBQM2
K�t B p�HQ`B U/B B 2 DV bmB [m�HB +�H+QH�`2 H� 7mMxBQM2X
G� 7mMxBQM2 K�t i`�KBi2 BH p�HQ`2 /B `BiQ`MQ +QKmMB+� BH `BbmHi�iQ �H
K�BMX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jyN f j9R



6mMxBQMB

L2H +Q`TQ /2p2 2bb2`+B HǶBbi`mxBQM2 `2im`M 2bT`2bbBQM2c H� +mB
2b2+mxBQM2 +QKTQ`i�,

BH +�H+QHQ /2H p�HQ`2 /B 2bT`2bbBQM2, [m2biQ p�HQ`2 pB2M2 `2biBimBiQ �H
+?B�K�Mi2 +QK2 `BbmHi�iQ /2HHǶ2b2+mxBQM2 /2HH� 7mMxBQM2
H� +2bbBQM2 /2H +QMi`QHHQ �HH� 7mMxBQM2 +?B�K�Mi2

Pbb2`p�xBQMB
BM `2im`M 2bT`2bbBQM2- BH iBTQ /B 2bT`2bbBQM2 /2p2 2bb2`2 HQ bi2bbQ
/2H iBTQ /2H `BbmHi�iQ /2HH� 7mMxBQM2 /B+?B�`�iQ M2HH� /2}MBxBQM2
HǶ2b2+mxBQM2 /B `2im`M 2bT`2bbBQM2 +QKTQ`i� H� i2`KBM�xBQM2
/2HHǶ2b2+mxBQM2 /2HH� 7mMxBQM2
1b2KTBQ,

BMi K�tUBMi K- BMi MV &
B7 UK =4 MV

`2im`M Kc
2Hb2

`2im`M Mc
T`BMi7U]TBTTQ]Vc f MQM pB2M2 K�B 2b2;mBi�  f '

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jRy f j9R



6mMxBQMB

.B+?B�`�xBQMB /B 7mMxBQM2 UQ T`QiQiBTBV
A T�`�K2i`B �iim�HB M2HH� +?B�K�i� /B mM� 7mMxBQM2 /2pQMQ
+Q``BbTQM/2`2 BM MmK2`Q 2 iBTQ UBM Q`/BM2V �B T�`�K2i`B 7Q`K�HBX
.Q##B�KQ T2`K2ii2`2 �H +QKTBH�iQ`2 /B 7�`2 [m2biQ +QMi`QHHQ
=) T`BK� /2HH� +?B�K�i� /2p2 2bb2`2 MQi� HǶBMi2bi�xBQM2
.m2 TQbbB#BHBi¨,

R H� 7mMxBQM2 ĕ bi�i� /2}MBi� T`BK�
k H� 7mMxBQM2 ĕ bi�i� /B+?B�`�i� T`BK�

aBMi�bbB /2HH� /B+?B�`�xBQM2 /B 7mMxBQM2 UQ T`QiQiBTQV
BMi2bi�xBQM2c Qpp2`Q,
B/@iBTQ B/2MiB7B+�iQ`2 UT�`�K2i`B@7Q`K�HBVc

+Ƕ2ǵ mM ǳcǴ }M�H2 �H TQbiQ /2H #HQ++Q
M2HH� HBbi� /B T�`�K2i`B 7Q`K�HB Tmǁ �M+?2 K�M+�`2 BH MQK2 /2B
T�`�K2i`B ě BMi2`2bb� bQHQ BH iBTQ
BH +QKTBH�iQ`2 mb� H� /B+?B�`�xBQM2 T2` +QMi`QHH�`2 +?2 HǶ�iiBp�xBQM2 bB�
+Q``2ii�
/QTQ /2p2 2bb2`+B mM� /2}MBxBQM2 /2HH� 7mMxBQM2 +Q2`2Mi2 +QM H�
/B+?B�`�xBQM2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jRR f j9R



6mMxBQMB

P`/BM2 /B /B+?B�`�xBQMB 2 7mMxBQMB

"BbQ;M� /B+?B�`�`2 Q /2}MB`2 Q;MB 7mMxBQM2 T`BK� /B mb�`H� U+?B�K�`H�V
Ĕ T`�iB+� +QKmM2 bT2+B}+�`2 BM [m2biǶQ`/BM2,

R /B+?B�`�xBQMB UT`QiQiBTBV /B imii2 H2 7mMxBQMB Ui`�MM2 K�BMV
k /2}MBxBQM2 /B K�BM
j /2}MBxBQMB /2HH2 7mMxBQMB

AM [m2biQ KQ/Q Q;MB 7mMxBQM2 ĕ bi�i� /B+?B�`�i� T`BK� /B 2bb2`2 mb�i�
GǶQ`/BM2 BM +mB K2iiB�KQ H2 /2}MBxBQMB MQM /2p2 M2+2bb�`B�K2Mi2
+Q``BbTQM/2`2 � [m2HHQ /2HH2 /B+?B�`�xBQMBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jRk f j9R



6mMxBQMB

1b2KTBQ,
BMi K�tUBMi- BMiVc

BMi 7QQU+?�`- BMiVc

K�BMUV XXX

BMi K�tUBMi K- BMi MV XXX f PEX /27BMBxBQM2 +Q2`2Mi2
+QM BH T`QiQiBTQ  f

BMi 7QQ UBMi x- +?�` +V XXX f LP5 /27BMBxBQM2 MQM +Q2`2Mi2
+QM BH T`QiQiBTQ  f

L2HH� /2}MBxBQM2 /B 7QQ B T�`�K2i`B 7Q`K�HB MQM bQMQ M2HHǶQ`/BM2 bT2+B}+�iQ /�H
T`QiQiBTQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jRj f j9R



6mMxBQMB

S�bb�;;BQ /2B T�`�K2i`B

�##B�KQ pBbiQ +?2 H2 7mMxBQMB miBHBxx�MQ T�`�K2i`B
T2`K2iiQMQ mMQ b+�K#BQ /B /�iB i`� +?B�K�Mi2 2 +?B�K�iQ
M2HHǶBMi2bi�xBQM2fT`QiQiBTQ, HBbi� /B T�`�K2i`B 7Q`K�HB U+QM iBTQ
�bbQ+B�iQV Ĝ bQMQ /2HH2 p�`B�#BHB
M2HHǶ�iiBp�xBQM2, HBbi� /B T�`�K2i`B �iim�HB ě TQbbQMQ 2bb2`2 /2HH2
2bT`2bbBQMB

�H KQK2MiQ /2HH� +?B�K�i� Q;MB T�`�K2i`Q 7Q`K�H2 pB2M2 BMBxB�HBxx�iQ
�H p�HQ`2 /2H +Q``BbTQM/2Mi2 T�`�K2i`Q �iim�H2X
AH p�HQ`2 /2H T�`�K2i`Q �iim�H2 pB2M2 +QTB�iQ M2HH� HQ+�xBQM2 /B
K2KQ`B� /2H +Q``BbTQM/2Mi2 T�`�K2i`Q 7Q`K�H2X
Zm2biQ K2++�MBbKQ /B T�bb�;;BQ /2B T�`�K2i`B pB2M2 +QKmM2K2Mi2
/2iiQ T�bb�;;BQ T2` p�HQ`2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jR9 f j9R



6mMxBQMB

1b2KTBQ,
BMi bm++ UBMiVc f T`QiQiBTQ /B bm++  f

K�BMUV BMi bm++ UBMi tV
& BMi x- rc & t 4 t Y Rc

x 4 Ryc `2im`M tc
r 4 bm++UxVc '
T`BMi7U]W/]- rVc

'

GǶ2z2iiQ /2HH� +?B�K�i� bm++UxV Tmǁ 2bb2`2 bBKmH�iQ /�HHǶ2b2+mxBQM2
/2HH� b2;m2Mi2 TQ`xBQM2 /B +Q/B+2,

t 4 Ryc f BH T�`�K2i`Q 7Q`K�H2 bB BMBxB�HBxx� +QM
BH p�HQ`2 /2H T�`�K2i`Q �iim�H2  f

t 4 t Y Rc f 2b2+mxBQM2 /2H +Q`TQ /2HH� 7mMxBQM2
`2im`M tc bm++  f
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6mMxBQMB

*?B�K�i2 /Bp2`b2 +Q``BbTQM/QMQ �/ BMBxB�HBxx�xBQMB /Bp2`b2 /2HH2
p�`B�#BHB +Q``BbTQM/2MiB �B T�`�K2i`B 7Q`K�HB
r 4 bm++UkyVc t 4 kyc

=) t 4 t Y Rc
`2im`M tc

AM [m2biQ +�bQ BH p�HQ`2 �bb2;M�iQ �HH� p�`B�#BH2 r ĕ kRX
x 4 Ryc
r 4 bm++UxYjVc t 4 Rjc

=) t 4 t Y Rc
`2im`M tc

AM [m2biQ +�bQ BH p�HQ`2 �bb2;M�iQ �HH� p�`B�#BH2 r ĕ R9X
a2 MQM pB ĕ +Q``BbTQM/2Mx� T2`72ii� i`� BH iBTQ /2H T�`�K2i`Q 7Q`K�H2 2
[m2HHQ /2H T�`�K2i`Q �iim�H2- pB2M2 2z2iim�i� mM� +QMp2`bBQM2 BKTHB+Bi�
/B iBTQ b2+QM/Q H2 `2;QH2 ;B¨ pBbi2X
AH T�bb�;;BQ /2B T�`�K2i`B /B iBTQ �``�v MQM +QKTQ`i� H� +QTB� /2B p�HQ`B
/2HHǶ�``�v U7`� TQ+Q XXXV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jRe f j9R



6mMxBQMB

S`Q+2/m`2

LQM b2KT`2 H2 QT2`�xBQMB �bi`�ii2 /B +mB �##B�KQ #BbQ;MQ TQbbQMQ
2bb2`2 /2b+`Bii2 BM KQ/Q M�im`�H2 +QK2 7mMxBQMB K�i2K�iB+?2X
1b2KTBQ, T`Q;2ii�`2 mMǶBMi2`7�++B� mi2Mi2 T2` H� bi�KT� /B };m`2
;2QK2i`B+?2- BM +mB HǶmi2Mi2 Tmǁ b+2;HB2`2,

R H� 7Q`K� /2HH� };m`�
k H� /BK2MbBQM2
j BH +�`�ii2`2 /B `B2KTBK2MiQ
9 Ę

AM [m2biQ +�bQ BH +QKTBiQ /2HHǶQT2`�xBQM2 �bi`�ii� MQM ĕ UQ MQM ĕ
bQHi�MiQV T`Q/m``2 mM p�HQ`2- K� ĕ T`Q/m``2 2z2iiB /B �Hi`Q iBTQ-
iBTB+�K2Mi2 KQ/B}+?2 /B bi�iQX
=) BM [m2biB +�bB TQbbB�KQ miBHBxx�`2 T`Q+2/m`2

H2 T`Q+2/m`2 bQMQ mMǶ�bi`�xBQM2 /2HH2 Bbi`mxBQMB
H2 7mMxBQMB bQMQ mMǶ�bi`�xBQM2 /2HH2 2bT`2bbBQMB
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6mMxBQMB

G2 T`Q+2/m`2 BM *
lM� T`Q+2/m`� ĕ mM� 7mMxBQM2 �p2Mi2 +QK2 iBTQ /2H `BbmHi�iQ BH iBTQ
bT2+B�H2 pQB/X
G� /2}MBxBQM2f/B+?B�`�xBQM2 /B T`Q+2/m`2 2 H� HQ`Q +?B�K�i� ĕ �M�HQ;�
�H +�bQ /2HH2 7mMxBQMB
1b2KTBQ,

pQB/ 2KQiB+QM UBMi MV
& f bi�KT� M pQHi2 H� b2[m2Mx� @,V  f

BMi Bc
7Q` UB4yc BIMc BYYV
&Tmi+?�`U^@^Vc Tmi+?�`U^,^Vc Tmi+?�`U^V^Vc Tmi+?�`U^ ^Vc'

'
K�BMUV &

XXXc
2KQiB+QMUjVc
XXX '

G2 T`Q+2/m`2 MQM +QMi2M;QMQ /B bQHBiQ mMǶBbi`mxBQM2 `2im`M Ub2 H�
+QMi2M;QMQ ĕ /2H iBTQ `2im`Mc +?2 MQM +QKTQ`i� BH +�H+QHQ /B �H+mM
p�HQ`2- K� bQHQ H� +2bbBQM2 /2H +QMi`QHHQ �H +?B�K�Mi2V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jR3 f j9R



6mMxBQMB

G� b2K�MiB+� /B mM� +?B�K�i� /B T`Q+2/m`� S /� mM�
7mMxBQM2fT`Q+2/m`� 6 ĕ �M�HQ;� � [m2HH� /2HH� +?B�K�i� /B 7mMxBQM2-
K� mM� +?B�K�i� /B T`Q+2/m`� ĕ mMǶBbi`mxBQM2
AM T�`iB+QH�`2- BH T�bb�;;BQ /2B T�`�K2i`B �ppB2M2 T2` p�HQ`2 +QK2 M2H
+�bQ /2HH2 7mMxBQMB
BH +QMi`QHHQ pB2M2 `2biBimBiQ �H +?B�K�Mi2 �H i2`KBM2 /2HHǶ2b2+mxBQM2 /2H
#HQ++Q +?2 +QbiBimBb+2 BH +Q`TQ /2HH� T`Q+2/m`� UQ BM +Q``BbTQM/2Mx�
/2HHǶ2b2+mxBQM2 /B mMǶBbi`mxBQM2 /2H iBTQ `2im`McV
AH * MQM /BbiBM;m2 i`� 7mMxBQMB 2 T`Q+2/m`2 U[m2bi2 mHiBK2 bQMQ +�bB
T�`iB+QH�`B /B 7mMxBQMBV
=) +QM+2iim�HK2Mi2- T2`ǁ- ĕ #2M2 p2/2`2 H2 7mMxBQMB +QK2 �bi`�xBQMB
/B 2bT`2bbBQMB 2 H2 T`Q+2/m`2 +QK2 �bi`�xBQMB /B Bbi`mxBQMBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jRN f j9R



6mMxBQMB

1b2KTBQ,
S`Q+2/m`� +?2 bi�KT� mM� +Q`MB+2 /B �bi2`Bb+?B /B ǳ�Hi2xx�Ǵ T�`�K2i`B+�

pQB/ bi�KT�*Q`MB+2UBMi �Hi2xx�V
&
BMi Bc
T`BMi7U]                     $M]Vc
7Q` UB4Rc BI4�Hi2xx�c BYYV

T`BMi7U]  $M]Vc
T`BMi7U]                     $M]Vc
`2im`Mc

'
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6mMxBQMB

*QK2 �bi`�xBQM2 /2HH2 Bbi`mxBQMB- H2 T`Q+2/m`2 TQbbQMQ /Qp2`
KQ/B}+�`2 HQ bi�iQX
1b2KTBQ, S`Q+2/m`� �#b +?2 �bb2;M� �/ mM� p�`B�#BH2 BMi2`� t BH
bmQ p�HQ`2 �bbQHmiQ

BH +?B�K�Mi2 /2p2 +QKmMB+�`2 �HH� T`Q+2/m`� H� p�`B�#BH2 t
H� T`Q+2/m`� /2p2 �M�HBxx�`2 BH p�HQ`2 /2HH� p�`B�#BH2 2- b2 M2+2bb�`BQ-
2z2iim�`2 BH `BKTB�xx�K2MiQ

G� b2;m2Mi2 `2�HBxx�xBQM2 /2HH� T`Q+2/m`� MQM ĕ +Q``2ii�
pQB/ �#bUBMi tV
& B7 Ut I yV

t 4 @tc '
aBKmHB�KQ BH +QKTQ`i�K2MiQ /B mM� +?B�K�i� /2HH� T`Q+2/m`� U+QK2
pBbiQ BM T`2+2/2Mx�V
BMi x 4 @8c
�#bUxVc =) t 4 @8c

B7 Ut < yV t 4 @tc
G� KQ/B}+� /2H T�`�K2i`Q 7Q`K�H2 MQM bB `BT2`+mQi2 bmH T�`�K2i`Q
�iim�H2 UBH T�bb�;;BQ ĕ T2` p�HQ`2VX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jkR f j9R



Linguaggi regolari

NFA per riconoscere numeri decimali

Vogliamo un NFA che accetta numeri decimali. Un numero
decimale consiste di:

1 Un segno + o -, opzionale
2 Una stringa di cifre decimali

3 un punto decimale

4 un’altra stringa di cifre decimali

Una delle stringhe (2) e (4), ma non entrambi, può essere vuota.
Cosa succede se non compare il segno?
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Linguaggi regolari

NFA per riconoscere numeri decimali

Vogliamo un NFA che accetta numeri decimali consiste di:

1 Un segno + o -, opzionale
2 Una stringa di cifre decimali
3 un punto decimale
4 un’altra stringa di cifre decimali

Una delle stringhe (2) e (4), ma non entrambi, può essere vuota.
Cosa succede se non compare il segno? Uso un ✏-NFA.

q q q q q

q

0 1 2 3 5

4

Start

0,1,...,9 0,1,...,9

ε ε

0,1,...,9

0,1,...,9

,+,-

.

.

C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23



Linguaggi regolari

Definizione ed esempio

Un ✏-NFA è una quintupla (Q,⌃, �, q0,F ) dove:
• � : Q ⇥⌃[ {✏} ! 2Q è una funzione da Q ⇥⌃[ {✏} all’insieme
dei sottoinsiemi di Q.
Esempio: L’✏-NFA della pagina precedente

E = ({q0, q1, . . . , q5}, {.,+,�, 0, 1, . . . , 9} �, q0, {q5})

dove la tabella delle transizioni (con una colonna per ✏) per � è

✏ +,- . 0, . . . , 9

! q0 {q1} {q1} ; ;
q1 ; ; {q2} {q1, q4}
q2 ; ; ; {q3}
q3 {q5} ; ; {q3}
q4 ; ; {q3} ;

?q5 ; ; ; ;
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Linguaggi regolari

Epsilon-chiusura

ECLOSE(q) = gli stati raggiungibili da q tramite una sequenza di
✏-transizioni
Definizione induttiva di ECLOSE(q)
Base:
q 2 ECLOSE(q)
Induzione:
p 2 ECLOSE(q) and r 2 �(p, ✏) ) r 2 ECLOSE(q)

Nell’esempio di prima ogni stato coincide con la propria
epsilon-chiusura, tranne ECLOSE(q0) = {q0, q1} e
ECLOSE(q3) = {q3, q5} che corrispondono alle due ✏-transizioni.

La stessa operazione si può applicare ad un insieme di stati:

ECLOSE(S) =
[

q2S
ECLOSE(q)
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Linguaggi regolari

Esempio di epsilon-chiusura

1

2 3 6

4 5 7

ε

ε ε

ε

εa

b

Per esempio,

ECLOSE(1) = {1, 2, 3, 4, 6}

Ognuno di questi stati può essere raggiunto a partire da 1
attraverso ✏-transizioni.
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Linguaggi regolari

Funzione di transizione estesa �̂ e il linguaggio accettato

Intuitivamente �̂(q,w) è l’insieme degli stati raggiungibili da q

seguendo il percorso w (con possibili ✏-transizioni)
• Definizione induttiva di �̂ per automi ✏-NFA
Base:

�̂(q, ✏) = ECLOSE(q)

Induzione: a 6= ✏
Se

�̂(q, x) = {p1, ..., pk};S
pi2�̂(q,x) �(pi , a) = {r1, ..., rm}

�̂(q, xa) = ECLOSE(
[

pi2�̂(q,x)

�(pi , a)) = ECLOSE {r1, ..., rm}

Il linguaggio di un ✏-NFA E è dato da:

L(E ) = {w |�̂(q0,w) \ FE 6= ;}
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Linguaggi regolari

Da ✏-NFA a DFA

Procedimento simile alla costruzione per sottoinsiemi: vanno
incorporate le ✏-transizioni, usando le ✏-chiusure.
Dato un ✏-NFA

E = (QE ,⌃, �E , q0,FE )

costruiremo un DFA

D = (QD ,⌃, �D , qD ,FD)

tale che
L(D) = L(E )

Dettagli della costruzione:
• QD = {S : S ✓ QE e S = ECLOSE(S)}
• qD = ECLOSE(q0)
• FD = {S : S 2 QD e S \ FE 6= ;}
• �D(S , a) =

[
{ECLOSE(p) : p 2 �(t, a) per alcuni t 2 S}
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Linguaggi regolari

Esempio

✏-NFA E per riconoscere numeri decimali in notazione
anglo-sassone

q q q q q

q

0 1 2 3 5

4

Start

0,1,...,9 0,1,...,9

ε ε

0,1,...,9

0,1,...,9

,+,-

.

.
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Linguaggi regolari

DFA D corrispondente ad E

Start

{ { { {

{ {

q q q q

q q

0 1 1
, }q
1
} , q

4
} 2, q3, q5}

2} 3, q5}

0,1,...,9 0,1,...,9

0,1,...,9

0,1,...,9

0,1,...,9

0,1,...,9

+,-

.

.
.
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Linguaggi regolari

Teorema 2.22: Un linguaggio L è accettato da un ✏-NFA E se e
solo se L è accettato da un DFA.
Dimostrazione: Usiamo D costruito come sopra e mostriamo per
induzione che �̂E (q0,w) = �̂D(qD ,w)

Base: �̂E (q0, ✏) = ECLOSE(q0) = qD = �̂(qD , ✏)

C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23



Linguaggi regolari

Induzione: a 6= ✏ Sia w = xa con l’ipotesi valida per x , ovvero
�̂E (q0, x) = �̂D(q0, x) = {p1, ..., pk}. Per la definizione di �̂E ,
�̂E (q0,w) si calcola come segue:

sia
S

pi2�̂E (q0,x) �(pi , a) = {r1, ..., rm},
allora

�̂E (q, xa) = ECLOSE(
[

pi2�̂(q,x)

�(pi , a)) = ECLOSE {r1, ..., rm}
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Linguaggi regolari

Ricapitolando

Tutti i tipi di automi visti, DFA, NFA e ✏-NFA, accettano lo
stesso insieme di linguaggi: i linguaggi regolari.

Solo i DFA possono tuttavia essere implementati!
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6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

o�`B�#BHB HQ+�HB

AH #HQ++Q +?2 +QbiBimBb+2 BH +Q`TQ /B mM� 7mMxBQM2fT`Q+2/m`� Tmǁ
+QMi2M2`2 /B+?B�`�xBQMB /B p�`B�#BHBX
1b2KTBQ,

bQMQ p�`B�#BHB T`QT`B2 /2HH� 7mMxBQM2
?�MMQ i2KTQ /B pBi� HBKBi�iQ �HH� /m`�i� /2HH� +?B�K�i�
TBɍ BM ;2M2`�H2, mM B/2MiB}+�iQ`2 /B+?B�`�iQ M2H +Q`TQ /B mM� 7mMxBQM2 ĕ
/2iiQ HQ+�H2 �HH� 7mMxBQM2 2 MQM ĕ pBbB#BH2 �HHǶ2bi2`MQ /2HH� 7mMxBQM2 U�/
2b2KTBQ M2H K�BMV- K� bQHQ M2H +Q`TQ /2HH� bi2bb�

AM `2�Hi¨- +Bǁ MQM ĕ �Hi`Q +?2 mM +�bQ T�`iB+QH�`2 /B `2;QH2 ;2M2`�HB +?2
;Qp2`M�MQ H� pBbB#BHBi¨ 2 BH i2KTQ /B pBi� /2;HB B/2MiB}+�iQ`B /B mM
T`Q;`�KK�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jkk f 9jk



6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

ai`miim`� ;2M2`�H2 /B mM T`Q;`�KK� *

T�`i2 /B`2iiBp�
T�`i2 /B+?B�`�iBp� ;HQ#�H2 +?2 +QKT`2M/2 U`B+Q`/�`bB HǶ�+`QbiB+Q G�
*Qb� h`2 oQHi2 SBɍ 6�+BH2V,

/B+?B�`�xBQMB /B *Qbi�MiB
/B+?B�`�xBQMB /B hBTB UHB p2/`2KQ ĘV
/B+?B�`�xBQMB /B o�`B�#BHB Up�`B�#BHB ;HQ#�HBV
T`QiQiBTB /B S`Q+2/m`2f6mMxBQMB

BH T`Q;`�KK� T`BM+BT�H2 UK�BMV
H2 /2}MBxBQMB /B 7mMxBQMBfT`Q+2/m`2
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6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

1b2KTBQ

OBM+Hm/2 Ibi/BQX?= f T�`i2 /B`2iiBp�  f
O/27BM2 GlL: Ry

BMi B 4 Rc f p�`B�#BHB ;HQ#�HB  f
BMi D 4 kc

BMi ZUBMiVc f T`QiQiBTB /B 7mMxBQMB 2 T`Q+2/m`2  f
pQB/ _U7HQ�iVc

K�BMUV f T`Q;`�KK� T`BM+BT�H2  f
&
BMi t 4 Ryc
7HQ�i v 4 jX9c
+?�` + 4 ^�^c
t 4 ZUtVc
_UvVc
'

BMi ZUBMi pV & XXX ' f /27BMBxBQMB /B 7mMxBQMB 2 T`Q+2/m`2  f
pQB/ _U7HQ�i xV & XXX '
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6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

"HQ++?B
BH +Q`TQ /B mM� 7mMxBQM2fT`Q+2/m`�- +QK2 BH +Q`TQ /2H T`Q;`�KK�
T`BM+BT�H2- ĕ mM #HQ++QX
AM * mM #HQ++Q ĕ +QbiBimBiQ /�

mM� T�`i2 /B+?B�`�iBp� UTmǁ MQM 2bb2`+BV
mM� T�`i2 2b2+miBp� Ub2[m2Mx� /B Bbi`mxBQMBV

L2H K�BM Q M2H +Q`TQ /2HH2 7mMxBQMB TQbbQMQ +QKT�`B`2 /Bp2`bB #HQ++?B-
+?2 TQbbQMQ 2bb2`2

�MMB/�iB, mM #HQ++Q ĕ mM� /2HH2 Bbi`mxBQMB /B mM �Hi`Q #HQ++Q
T�`�HH2HB, #HQ++?B +?2 7�MMQ T�`i2 /2HH� K2/2bBK� b2[m2Mx� /B Bbi`mxBQMB

& &
BMi tc BMi tc
t 4 Ryc t 4 Ryc
& XXX
BMi xc '
x 4 ky c &
XXX BMi xc

' x 4 kyc
XXX XXX

' '
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6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

�M+?2 H� T�`i2 2b2+miBp� /2H T`Q;`�KK� T`BM+BT�H2 2 /B mM�
7mMxBQM2fT`Q+2/m`� ĕ mM #HQ++Q
:HB B/2MiB}+�iQ`B /B+?B�`�iB M2HH� T�`i2 /B+?B�`�iBp� /B mM #HQ++Q bQMQ
/2iiB MQKB HQ+�HB /2H #HQ++Q 2 /2pQMQ 2bb2`2 imiiB /Bp2`bB i`� HQ`Q

M2H +�bQ /B mM� 7mMxBQM2fT`Q+2/m`�- 7�MMQ T�`i2 /2B MQKB HQ+�HB �M+?2
;HB B/2MiB}+�iQ`B miBHBxx�iB T2` B T�`�K2i`B 7Q`K�HB

1b2KTBQ,
&
BMi tc f LP5 B/2MiB7B+�iQ`2 t /B+?B�`�iQ  f
+?�` tc f /m2 pQHi2 M2HHQ bi2bbQ #HQ++Q  f
XXX
'

pQB/ TUBMi t- +?�` vV
&
BMi tc f LP5 B/2MiB7B+�iQ`2 t ;B�^ mb�iQ T2` mM T�`�K2i`Q 7Q`K�H2  f
XXX
'
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6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

AM #HQ++?B /Bp2`bB TQbbQMQ 2bb2`2 miBHBxx�iB ;HB bi2bbB B/2MiB}+�iQ`B
1b2KTBQ,

K�BMUV
&
BMi tc f t- v, p�`B�#BHB HQ+�HB /2H K�BM  f
BMi vc
XXX

&
+?�` tc f t, p�`B�#BH2 HQ+�H2 /2H #HQ++Q �MMB/�iQ  f
XXX

'
XXX
'

pQB/ TUBMi tV
&
BMi vc f t-v, p�`B�#BHB HQ+�HB /2HH� T`Q+2/m`� T  f
XXX
'
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6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

lM T`Q;`�KK� * Tmǁ �p2`2 mM� bi`miim`� KQHiQ +QKTH2bb� � b2;mBiQ
/2HHǶmbQ /B 7mMxBQMB- T`Q+2/m`2 2 #HQ++?BX
Ĕ M2+2bb�`BQ /2}MB`2 `2;QH2 T`2+Bb2 T2` `2;QH�K2Mi�`2 HǶmbQ /2B MQKB
miBHBxx�iB �HHǶBMi2`MQ /B mM T`Q;`�KK�X
� [m2biQ b+QTQ BMi`Q/m+B�KQ �H+mM2 /2}MBxBQMB miBHBX

�K#B2Mi2 ;HQ#�H2, ĕ HǶBMbB2K2 /B imiiB ;HB 2H2K2MiB UMQKBV /B+?B�`�iB
M2HH� T�`i2 /B+?B�`�iBp� ;HQ#�H2 /2H T`Q;`�KK�
�K#B2Mi2 HQ+�H2 /B mM� 7mMxBQM2, ĕ HǶBMbB2K2 /B imiiB ;HB 2H2K2MiB UMQKBV
/B+?B�`�iB M2HH� T�`i2 /B+?B�`�iBp� /2HH� 7mMxBQM2 2 M2HH� bm� BMi2bi�xBQM2
�K#B2Mi2 HQ+�H2 /B mM #HQ++Q, ĕ HǶBMbB2K2 /B imiiB ;HB 2H2K2MiB UMQKBV
/B+?B�`�iB M2HH� T�`i2 /B+?B�`�iBp� /2H #HQ++Q

Zm�MiQ /2iiQ BM7Q`K�HK2Mi2 BM T`2+2/2Mx� Tmǁ 2bb2`2 K2;HBQ
T`2+Bb�iQ,
=) ĕ TQbbB#BH2 /B+?B�`�`2 TBɍ pQHi2 HQ bi2bbQ B/2MiB}+�iQ`2 U�M+?2 +QM
bB;MB}+�iB /Bp2`bBV Tm`+?û BM �K#B2MiB /Bp2`bB
a2 +Bǁ 2pBi� BH T`QHB72`�`2 /B B/2MiB}+�iQ`B- +�mb� BH T`Q#H2K� /B bi�#BHB`2
BH bB;MB}+�iQ /B mM `B72`BK2MiQ �/ mM B/2MiB}+�iQ`2 BM mM ;2M2`B+Q
TmMiQ /2H T`Q;`�KK�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jk3 f 9jk



6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

1b2KTBQ, _BT`2M/B�KQ HǶ2b2KTBQ T`2+2/2Mi2
K�BMUV
&
BMi tc f t- v, p�`B�#BHB HQ+�HB /2H K�BM  f
BMi vc
XXX

&
+?�` tc f t, p�`B�#BH2 HQ+�H2 /2H #HQ++Q �MMB/�iQ  f
XXX

'
XXX
'

pQB/ TUBMi tV
&
BMi vc f t-v, p�`B�#BHB HQ+�HB /2HH� T`Q+2/m`� T  f
XXX
'

a2 BM mM TmMiQ /2H T`Q;`�KK� pB2M2 2b2;mBi� HǶBbi`mxBQM2 t 4 XXX- �
[m�H2 /2HH2 i`2 /B+?B�`�xBQMB /B t +B bB `B72`Bb+2\
.BT2M/2 /�H TmMiQ BM +mB bB i`Qp� i�H2 �bb2;M�K2MiQ 2 /�HH2 `2;QH2 /B
pBbB#BHBi¨ UQ `2;QH2 /B b+QTBM;VX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jkN f 9jk



6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

_2;QH2 /B pBbB#BHBi¨

:HB B/2MiB}+�iQ`B T`2b2MiB M2HHǶ�K#B2Mi2
;HQ#�H2 bQMQ pBbB#BHB BM imii2 H2 7mMxBQMB 2 BM imiiB B #HQ++?B /2H
T`Q;`�KK�X
LX"X :HB B/2MiB}+�iQ`B T`2/2}MBiB /2H HBM;m�;;BQ bB BMi2M/QMQ T�`i2
/2HHǶ�K#B2Mi2 ;HQ#�H2X
HQ+�H2 /B mM� 7mMxBQM2 bQMQ pBbB#BHB M2H +Q`TQ /2HH� 7mMxBQM2 UBpB
+QKT`2bB 2p2Mim�HB #HQ++?B BM 2bbQ +QMi2MmiBVX
HQ+�H2 /B mM #HQ++Q bQMQ pBbB#BHB M2HH� T�`i2 2b2+miBp� /2H #HQ++Q UBpB
+QKT`2bB 2p2Mim�HB #HQ++?B BM 2bb� +QMi2MmiBVX

a2 mM B/2MiB}+�iQ`2 ĕ /2}MBiQ BM TBɍ TmMiB- H� /2}MBxBQM2 p�HB/� ĕ [m2HH�
/2HHǶ�K#B2Mi2 TBɍ pB+BMQ �H TmMiQ /B miBHxxQX AM T�`iB+QH�`2- mM� p�`B�#BH2
HQ+�H2 ǳM�b+QM/2Ǵ mM� 2p2Mim�H2 p�`B�#BH2 QKQMBK� /2}MBi� M2HHǶ�K#B2Mi2
bmT2`BQ`2 Ub?�/QrBM; Q Qb+m`�K2MiQV T2` imiiQ BH #HQ++QX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jjy f 9jk



6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

.2iiQ �Hi`BK2MiB- HǶ�K#BiQ /B pBbB#BHBi¨ /B mM B/2MiB}+�iQ`2 ĕ
/2i2`KBM�iQ /�HH� TQbBxBQM2 /2HH� bm� /B+?B�`�xBQM2,

;HB B/2MiB}+�iQ`B /B+?B�`�iB �HHǶBMi2`MQ /B mM #HQ++Q ?�MMQ �K#BiQ /B
pBbB#BHBi¨ � HBp2HHQ /B #HQ++Q
=) mM� p�`B�#BH2 /B+?B�`�i� BM mM #HQ++Q ĕ pBbB#BH2 bQHQ BM [m2H #HQ++Q
U+QKT`2bB 2p2Mim�HB #HQ++?B �MMB/�iBV
;HB B/2MiB}+�iQ`B /B+?B�`�iB �HHǶBMi2`MQ /B mM� 7mMxBQM2 U+QKT`2bB [m2HHB
M2HHǶBMi2bi�xBQM2V ?�MMQ �K#BiQ /B pBbB#BHBi¨ � HBp2HHQ /B 7mMxBQM2
=) mM� p�`B�#BH2 /B+?B�`�i� BM mM� 7mMxBQM2 ĕ pBbB#BH2 bQHQ M2H +Q`TQ
/2HH� 7mMxBQM2 U+QKT`2bB 2p2Mim�HB #HQ++?B �MMB/�iBV
;HB B/2MiB}+�iQ`B /B+?B�`�iB �HHǶ2bi2`MQ /2HH2 7mMxBQMB 2 /2H K�BM ?�MMQ
�K#BiQ /B pBbB#BHBi¨ � HBp2HHQ /B T`Q;`�KK�
=) mM� p�`B�#BH2 ;HQ#�H2 ĕ pBbB#BH2 QpmM[m2 M2H T`Q;`�KK�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jjR f 9jk



6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

1b2KTBQ,
BMi tR4Ry- tk4kyc
+?�` +4^�^c

BMi 7UBMiVc

K�BMUV
&
BMi tR4jyc f M�b+QM/2 H� p�`B�#BH2 ;HQ#�H2 tR  f
tk 4 tRYtkc f tR 2^ [m2HH� HQ+�H2- tk 2^ ;HQ#�H2  f
T`BMi7U]tR4W/ tk4W/$M]- tR- tkVc f bi�KT� tR4jy tk48y  f
& BMi tj48yc

tR47UtjVc f tR 2^ [m2HH� HQ+�H2 �H T`BKQ #HQ++Q  f
T`BMi7U]tR4W/ tk4W/$M]- tR- tkVc f bi�KT� tR4R8y tk48y  f

'
'

BMi 7UBMi tRV f M�b+QM/2 H� p�`B�#BH2 ;HQ#�H2 tR  f
& BMi tkc f M�b+QM/2 H� p�`B�#BH2 ;HQ#�H2 tk  f
tk 4 tR Y Ryyc f tR 2^ BH T�`�K2i`Q 7Q`K�H2- tk H� p�`X HQ+�H2  f
`2im`M tkc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jjk f 9jk



6mMxBQMB _2;QH2 /B pBbB#BHBi¨ /2;HB B/2MiB}+�iQ`B

_�TT`2b2Mi�xBQM2 :`�}+�, JQ/2HHQ � +QMiQ`MB
aB `�TT`2b2Mi� Q;MB �K#B2Mi2 K2/B�Mi2 mM `2ii�M;QHQ +QM ;HB
B/2MiB}+�iQ`B BM 2bbQ +QMi2MmiBX

tR- tk- + ;HQ#�HB

tR K�BM

tR- tk 7

tj #HQ++Q

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jjj f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

.m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

lM� p�`B�#BH2 ?� mM bmQ i2KTQ /B pBi�X
• pB2M2 +`2�i� UQpp2`Q �/ 2bb� pB2M2 `Bb2`p�i� mMQ bT�xBQ /B K2KQ`B�V
• pB2M2 UQ Tmǁ 2bb2`2V /Bbi`mii� UQpp2`Q pB2M2 `BH�b+B�iQ BH
+Q``BbTQM/2Mi2 bT�xBQ /B K2KQ`B�VX

aB /BbiBM;mQMQ /m2 +H�bbB /B p�`B�#BHB,
p�`B�#BHB �miQK�iB+?2, p2M;QMQ +`2�i2 Q;MB pQHi� +?2 bB 2Mi`� M2H HQ`Q
�K#B2Mi2 /B pBbB#BHBi¨ 2 p2M;QMQ /Bbi`mii2 �HHǶmb+Bi� /B i�H2 �K#B2Mi2

2bX p�`B�#BHB HQ+�HB /B mM #HQ++Q, p2M;QMQ +`2�i2 �HHǶBM;`2bbQ /2H #HQ++Q-
&- 2 /Bbi`mii2 �HHǶmb+Bi� /�H #HQ++Q- 'X
2bX p�`B�#BHB HQ+�HB /B mM� 7mMxBQM2, p2M;QMQ +`2�i2 �H KQK2MiQ /2HH�
+?B�K�i� 2 /Bbi`mii2 �HHǶmb+Bi�

p�`B�#BHB bi�iB+?2, p2M;QMQ +`2�i2 mM� bQH� pQHi� 2 p2M;QMQ /Bbi`mii2
bQHQ �H i2`KBM2 /2HHǶ2b2+mxBQM2 /2H T`Q;`�KK� UMQM M2 7�`2KQ mbQ XXXV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jj9 f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

.m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB U+QMiXV

L2H +�bQ /B 7mMxBQMBf#HQ++?B 2b2;mBiB TBɍ pQHi2 U2bX 7mMxBQM2 +?B�K�i� BM
TmMiB /Bp2`bB- #HQ++Q �HHǶBMi2`MQ /B mM +B+HQV,

H2 p�`B�#BHB �miQK�iB+?2 +Q``BbTQM/2MiB TQbbQMQ 2bb2`2 �bbQ+B�i2 /B
pQHi� BM pQHi� � HQ+�xBQMB /B K2KQ`B� /Bp2`b2- [mBM/B
BH HQ`Q p�HQ`2 MQM T2`bBbi2 i`� mM� 2b2+mxBQM2 2 H� bm++2bbBp�

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jj8 f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

:2biBQM2 /2HH� K2KQ`B� � i2KTQ /B 2b2+mxBQM2 U`mM@iBK2V

G� K2KQ`B� T2`
BH +Q/B+2 K�++?BM� ĕ }bb�i� � i2KTQ /B +QKTBH�xBQM2
B /�iB UBM T�`iB+QH�`2 T2` H2 p�`B�#BHB �miQK�iB+?2V +`2b+2 2 /2+`2b+2
/BM�KB+�K2Mi2 /m`�Mi2 HǶ2b2+mxBQM2, pB2M2 ;2biBi� � TBH�

_B+Q`/B�KQ +?2 mM� TBH� UQ bi�+FV ĕ mM� bi`miim`� /�iB +QM �++2bbQ
GA6P, G�bi AM 6B`bi Pmi UmHiBKQ 2Mi`�iQ- T`BKQ b2`pBiQV- +QK2 �/ 2bX
H� TBH� /B TB�iiB /� H�p�`2 Q /B T`�iB+?2 /� bpQH;2`2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jje f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

SBH� /2B `2+Q`/ /B �iiBp�xBQM2

AH bBbi2K� ;2biBb+2 BM K2KQ`B� H� TBH� /2B `2+Q`/ /B �iiBp�xBQM2 U_.�V
T2` Q;MB +?B�K�i� /B 7mMxBQM2 pB2M2 +`2�iQ U2 �HHQ+�iQV mM MmQpQ _.�
BM +BK� �HH� TBH�
�H i2`KBM2 /2HH� +?B�K�i� /2HH� 7mMxBQM2 BH _.� pB2M2 `BKQbbQ /�HH� TBH�

P;MB _.� +QMiB2M2,
H2 HQ+�xBQMB /B K2KQ`B� T2` B T�`�K2i`B 7Q`K�HB Ub2 T`2b2MiBV
H2 HQ+�xBQMB /B K2KQ`B� T2` H2 p�`B�#BHB HQ+�HB Ub2 T`2b2MiBV
�Hi`2 BM7Q`K�xBQMB +?2 MQM �M�HBxxB�KQ

�M+?2 ;HB �K#B2MiB HQ+�HB /2B #HQ++?B p2M;QMQ �HHQ+�iBf/2�HHQ+�iB bmHH�
TBH�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jjd f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

SBH� /2B `2+Q`/ /B �iiBp�xBQM2, +QK2 7mMxBQM�MQ

AH T`BKQ `2+Q`/ /B �iiBp�xBQM2 U_.�V ĕ T2` BH K�BMUV
�/ Q;MB �iiBp�xBQM2 pB2M2 �HHQ+�iQ mM _.�
�H i2`KBM2 /2HHǶ�iiBp�xBQM2 BH `2+Q`/ pB2M2 `BH�b+B�iQ UHB#2`�M/Q H�
K2KQ`B� +?2 Q++mT�p�V
G� /BK2MbBQM2 /2HHǶ_.� ĕ MQi� BM 7�b2 /B +QKTBH�xBQM2
AH MmK2`Q /B �iiBp�xBQMB /2HH� 7mMxBQM2 MQM ĕ MQiQ

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jj3 f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

1b2KTBQ,
BMi 7UBMiVc
K�BMUV
&
BMi t- v- xc
t4Ryc
v4kyc f #HQ++Q T`BM+BT�H2  f SlLhP R

x 4 7UtVc f T`BK� +?B�K�i� /B 7  f SlLhP k

&
BMi t48yc f mb+Bi� /� 7 2 BM;`2bbQ M2H #HQ++Q �MMB/�iQ f SlLhP j

v47UtVc f b2+QM/� +?B�K�i� /B 7  f SlLhP 9

x4vc f mb+Bi� /� 7  f SlLhP 8

'
XXX f mb+Bi� /�H #HQ++Q  f SlLhP e

'
BMi 7UBMi �V
&
BMi xc
x 4 � Y Rc
`2im`M xc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jjN f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

1pQHmxBQM2 /2HH� TBH�

t Ry
v ky
x \

SlLhP R

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9y f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

1pQHmxBQM2 /2HH� TBH�

� Ry
x \
t Ry
v ky
x \

SlLhP k

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9y f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

1pQHmxBQM2 /2HH� TBH�

t 8y
t Ry
v ky
x RR

SlLhP j

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9y f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

1pQHmxBQM2 /2HH� TBH�

� 8y
x \
t 8y
t Ry
v ky
x RR

SlLhP 9

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9y f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

1pQHmxBQM2 /2HH� TBH�

t 8y
t Ry
v 8R
x RR

SlLhP 8

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9y f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

1pQHmxBQM2 /2HH� TBH�

t Ry
v 8R
x 8R

SlLhP e

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9y f 9jk



6mMxBQMB .m`�i� /2HH2 p�`B�#BHB

o�`B�#BHB bi�iB+?2, mM 2b2KTBQ /ǶmbQ
lM� p�`B�#BH2 bi�iB+�- mM� pQHi� +`2�i�- `BK�M2 BM pBi� T2` imiiQ BH
i2KTQ /B 2b2+mxBQM2 /2H T`Q;`�KK�X
1b2KTBQ, 7UpQB/V & bi�iB+ BMi tc XXX '

H� p�`B�#BH2 pB2M2 BMBxB�HBxx�i� �HH� T`BK� �iiBp�xBQM2 /2HH� 7mMxBQM2
+QMb2`p� BH bmQ p�HQ`2 i`� �iiBp�xBQMB bm++2bbBp2
ĕ HQ+�H2- [mBM/B pBbB#BH2 bQHQ �HHǶBMi2`MQ /2HH� 7mMxBQM2 BM +mB ĕ /B+?B�`�i�

1b2KTBQ, 6mMxBQM2 +?2 `2biBimBb+2 BH MmK2`Q /B pQHi2 +?2 ĕ bi�i�
�iiBp�i�X
BMi 7mMRUpQB/V &

bi�iB+ BMi +QMi� 4 yc
f p�`B�#BH2 HQ+�H2 bi�iB+� pBbB#BH2 bQHQ BM 7mMRc

+QMi�iQ`2 /2H MmK2`Q /B �iiBp�xBQMB /B 7mMR  f
XXXXX
+QMi�YYc
`2im`M +QMi�c
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9R f 9jk



6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

_B+Q`bBQM2, *Ƕ2`� mM� pQHi� mM _2

*Ƕ2`� mM� pQHi� mM _2
b2/miQ bmH bQ7¨
+?2 /Bbb2 �HH� bm� b2`p�
`�++QMi�KB mM� biQ`B�
2 H� b2`p� BM+QKBM+Bǁ,

*Ƕ2`� mM� pQHi� mM _2
b2/miQ bmH bQ7¨
+?2 /Bbb2 �HH� bm� b2`p�
`�++QMi�KB mM� biQ`B�
2 H� b2`p� BM+QKBM+Bǁ,

*Ƕ2`� mM� pQHi� mM _2
b2/miQ bmH bQ7¨XXX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9k f 9jk



6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

AH i`B�M;QHQ /B aB2`TBMbFvB

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9j f 9jk



6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

S`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�, +2MMB

AM [m�bB imiiB B HBM;m�;;B /B T`Q;`�KK�xBQM2 2pQHmiB ĕ �KK2bb� H�
TQbbB#BHBi¨ /B /2}MB`2 7mMxBQMBfT`Q+2/m`2 `B+Q`bBp2, /m`�Mi2
HǶ2b2+mxBQM2 /B mM� 7mMxBQM2 6 ĕ TQbbB#BH2 +?B�K�`2 H� 7mMxBQM2 6
bi2bb�X
*Bǁ Tmǁ �pp2MB`2

/B`2ii�K2Mi2, BH +Q`TQ /B 6 +QMiB2M2 mM� +?B�K�i� � 6 bi2bb�X
BM/B`2ii�K2Mi2, 6 +QMiB2M2 mM� +?B�K�i� � : +?2 � bm� pQHi� +QMiB2M2
mM� +?B�K�i� � 6X

Zm2biQ Tmǁ b2K#`�`2 bi`�MQ, b2 T2MbB�KQ +?2 mM� 7mMxBQM2 ĕ
/2biBM�i� � `BbQHp2`2 mM bQiiQT`Q#H2K� P- mM� /2}MBxBQM2 `B+Q`bBp�
b2K#`� BM/B+�`2 +?2 T2` `BbQHp2`2 P /Q##B�KQ Ęb�T2` `BbQHp2`2 P5

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j99 f 9jk



6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

AM `2�Hi¨- H� T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp� bB #�b� bmHHǶQbb2`p�xBQM2 +?2 T2`
KQHiB T`Q#H2KB H� bQHmxBQM2 T2` mM +�bQ ;2M2`B+Q Tmǁ 2bb2`2 `B+�p�i�
bmHH� #�b2 /2HH� bQHmxBQM2 /B mM �Hi`Q +�bQ- ;2M2`�HK2Mi2 TBɍ b2KTHB+2-
/2HHQ bi2bbQ T`Q#H2K�X
G� T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp� i`Qp� `�/B+B i2Q`B+?2 M2H T`BM+BTBQ /B
BM/mxBQM2 #2M 7QM/�i� +?2 Tmǁ 2bb2`2 pBbiQ +QK2 mM� ;2M2`�HBxx�xBQM2
/2H T`BM+BTBQ /B BM/mxBQM2 bmB M�im`�HB
G� bQHmxBQM2 /B mM T`Q#H2K� pB2M2 BM/BpB/m�i� bmTTQM2M/Q /B b�T2`HQ
`BbQHp2`2 bm +�bB TBɍ b2KTHB+BX
"BbQ;M� TQB 2bb2`2 BM ;`�/Q /B `BbQHp2`2 /B`2ii�K2Mi2 BH T`Q#H2K� bmB
+�bB TBɍ b2KTHB+B /B [m�HmM[m2 �Hi`QX
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

1b2KTBQ, hQ``2 /B >�MQB UH2;;2M/� oB2iM�KBi�VX

A B C

TBH� /B /Bb+?B /B /BK2MbBQM2 /2+`2b+2Mi2 bm mM T2`MQ �
pQ;HB�KQ bTQbi�`H� bmH T2`MQ *- mb�M/Q mM T2`MQ /B �TTQ;;BQ "
pBM+QHB,

TQbbB�KQ bTQbi�`2 mM bQHQ /Bb+Q �HH� pQHi�
mM /Bb+Q TBɍ ;`�M/2 MQM Tmǁ K�B bi�`2 bm mM /Bb+Q TBɍ TB++QHQ

b2+QM/Q H� H2;;2M/�, B KQM�+B bi�MMQ bTQbi�M/Q e9 /Bb+?B,
[m�M/Q �p`�MMQ }MBiQ- +B b�`¨ H� }M2 /2H KQM/Q
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

*QK2 BM/BpB/m�`2 mM� bQHmxBQM2 T2` mM MmK2`Q L /B /Bb+?B �`#Bi`�`BQ\
T2` L4R H� bQHmxBQM2 ĕ BKK2/B�i�, bTQbiB�KQ HǶmMB+Q /Bb+Q /� � � *
b2 b�TTB�KQ `BbQHp2`2 BH T`Q#H2K� T2` L4R HQ b�TTB�KQ `BbQHp2`2 �M+?2
T2` L4k, +QK2\

A B CA B C

BA C A CB

LQiB�KQ HǶmiBHBxxQ /2H T2`MQ �mbBHB�`BQ "

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j9d f 9jk



6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

SQbbB�KQ ;2M2`�HBxx�`2 BH `�;BQM�K2MiQ\ a2 b�TTB�KQ `BbQHp2`2 BH
T`Q#H2K� T2` L /Bb+?B- TQbbB�KQ BM/BpB/m�`2 mM� bQHmxBQM2 T2` HQ
bi2bbQ T`Q#H2K� K� +QM LYR /Bb+?B\

BA C

CBAB

N

A C

N

A B C
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

6Q`K�HBxxB�KQ BH `�;BQM�K2MiQ
AM/B+?B�KQ +QM ?�MQBUL- SR- Sk- SjV BH T`Q#H2K�,ǳbTQbi�`2 L /Bb+?B
/�H T2`MQ SR �H T2`MQ Sk miBHBxx�M/Q Sj +QK2 T2`MQ /Ƕ�TTQ;;BQǴX

?�MQBUL- SR- Sk- SjV
B7 UL4RV

bTQbi� /� SR � Skc
2Hb2

&
?�MQBUL@R- SR- Sj- SkVc
bTQbi� /� SR � Skc
?�MQBUL@R- Sj- Sk- SRVc

'
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

1b2KTBQ, aQHmxBQM2 /B ?�MQBUj-�-*-"V

?�MQBUR-�-*-"V 4 bTQbi�U�-*V
?�MQBUk-�-"-*V 4 bTQbi�U�-"V

?�MQBUR-*-"-�V 4 bTQbi�U*-"V
?�MQBUj-�-*-"V 4 bTQbi�U�- *V

?�MQBUR-"-�-*V 4 bTQbi�U"-�V
?�MQBUk-"-*-�V 4 bTQbi�U"-*V

?�MQBUR-�-*-"V 4 bTQbi�U�-*V
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

Zm�Mi2 KQbb2 T2` L /Bb+?B\

aB Tmǁ /BKQbi`�`2- T2` BM/mxBQM2 bmH MmK2`Q /B /Bb+?B L- +?2 BH MmK2`Q /B
KQbb2 ĕ,

JQbb2(L) =

(
R b2 L = R U+�bQ #�b2V
kL � R b2 L > R U+�bQ BM/miiBpQV

amTTQM2M/Q +?2 Q;MB KQbb� /m`B mM b2+QM/Q- B KQM�+B �p`2##2`Q /�
H�pQ`�`2 T2` TBɍ /B 83y KBHB�`/B /B �MMBX
a�T2M/Q +?2 HǶmMBp2`bQ ?� +B`+� mM� p2MiBM� /B KBHB�`/B /B �MMB- TQbbB�KQ
/B`2 +?2 B KQM�+B M2 �p`�MMQ �M+Q`� T2` KQHiQ ,
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

G2 7mMxBQMB `B+Q`bBp2 bQMQ +QMp2MB2MiB T2` BKTH2K2Mi�`2 7mMxBQMB
K�i2K�iB+?2 /2}MBi2 BM KQ/Q BM/miiBpQX
1b2KTBQ, .2}MBxBQM2 BM/miiBp� /B bQKK� i`� /m2 BMi2`B MQM
M2;�iBpB,

bQKK�(t , v) =
(

t b2 v4y
R+ (bQKK�(t , v � R)) b2 v > y

G� bQKK� /B t +QM y pB2M2 /2}MBi� BM KQ/Q BKK2/B�iQc
H� bQKK� /B t +QM BH bm++2bbQ`2 /B v pB2M2 /2}MBi� +QK2 BH bm++2bbQ`2
/2HH� bQKK� i`� t 2 vX

1b2KTBQ, bQKK� /B j 2 k,

bQKK�(j, k) = R+ (bQKK�(j, R)) =
R+ (R+ (bQKK�(j, y))) =
R+ (R+ (j)) =
R+ 9 =
8

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j8k f 9jk



6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

1b2KTBQ, 6mMxBQM2 7�iiQ`B�H2X
/2}MBxBQM2 Bi2`�iBp�, 7�ii(M) = M · (M � R) · (M � k) · · · k · R
/2}MBxBQM2 BM/miiBp�,

7�ii(M) =
(
R b2 M = y U+�bQ #�b2V
M · 7�ii(M � R) b2 M > y U+�bQ BM/miiBpQV

Ĕ 2bb2MxB�H2 BH 7�iiQ +?2- �TTHB+�M/Q `BT2imi�K2Mi2 BH +�bQ BM/miiBpQ- +B
`B+QM/m+B�KQ T`BK� Q TQB �H +�bQ #�b2X

7�ii(j) = j · 7�ii(k) =
j · (k · 7�ii(R)) =
j · (k · (R · 7�ii(y))) =
j · (k · (R · R)) =
j · (k · R) =
j · k =
e

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj j8j f 9jk



6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

AH +Q/B+2 /2HH2 /m2 /Bp2`b2 p2`bBQMB
/2}MBxBQM2 Bi2`�iBp�,
BMi 7�iiUBMi MV &

BMi B-`Bbc

`Bb4Rc
7Q` UB4RcBI4McBYYV
`Bb4`Bb Bc

`2im`M `Bbc
'

/2}MBxBQM2 `B+Q`bBp�,
BMi 7�ii`B+UBMi MV &

B7 UM 44 yV
`2im`M Rc

2Hb2
`2im`M M  7�ii`B+UM@RVc

'
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

1b2KTBQ, S`Q;`�KK� +?2 mb� mM� 7mMxBQM2 `B+Q`bBp�X
OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=

BMi 7�ii`B+ UBMiVc

K�BMUV
&
BMi t- 7c
b+�M7U]W/]- �tVc
7 4 7�ii`B+UtVc
T`BMi7U]6�iiQ`B�H2 /B W/, W/$M]- t- 7Vc
'

BMi 7�ii`B+UBMi MV &
BMi `Bbc
B7 UM 44 yV
`Bb 4 Rc

2Hb2
`Bb 4 M  7�ii`B+UM@RVc

`2im`M `Bbc
'
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

1pQHmxBQM2 /2HH� TBH� UbmTTQM2M/Q t4jVX
t j
7 \

M j
`Bb \
t j
7 \

M k
`Bb \
M j
`Bb \
t j
7 \

M R
`Bb \
M k
`Bb \
M j
`Bb \
t j
7 \

M y
`Bb \
M R
`Bb \
M k
`Bb \
M j
`Bb \
t j
7 \

M y
`Bb R
M R
`Bb \
M k
`Bb \
M j
`Bb \
t j
7 \

M R
`Bb R
M k
`Bb \
M j
`Bb \
t j
7 \

M k
`Bb k
M j
`Bb \
t j
7 \

M j
`Bb e
t j
7 \

t j
7 e
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

1b2KTBQ, G2;;2`2 mM� b2[m2Mx� /B +�`�ii2`B i2`KBM�i� /� ^\M^ 2
bi�KT�`H� BMp2`iBi�X �/ 2b2KTBQ, `Qb� =) �bQ`

S`Q#H2K�, T`BK� /B TQi2` BMBxB�`2 � bi�KT�`2 /Q##B�KQ �p2` H2iiQ 2
K2KQ`Bxx�iQ imii� H� b2[m2Mx�,

R mb�M/Q mM� bi`miim`� /�iB QTTQ`imM� K� /BM�KB+� UHBbi2- H2 p2/`2KQ
TBɍ �p�MiBV

k mb�M/Q mM T`Q+2/BK2MiQ `B+Q`bBpQX
H2;;B�KQ mM +�`�ii2`2 /2HH� b2[m2Mx�- +R- H2;;B�KQ 2 bi�KTB�KQ
`B+Q`bBp�K2Mi2 BH `2biQ /2HH� b2[m2Mx� +kXXX+M 2 BM}M2 bi�KTB�KQ +Rc
BH +�bQ #�b2 ĕ H� H2iim`� /2H +�`�ii2`2 /B }M2 b2[m2Mx�X

pQB/ BMp2`iAMTmi_B+UV
& +?�` +?c

+? 4 ;2i+?�`UVc
B7 U+? 54 ^$M^V
&
BMp2`iAMTmi_B+UVc
Tmi+?�`U+?Vc
'

2Hb2
T`BMi7U]a2[m2Mx� BMp2`iBi�, ]Vc

'
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

K�BMUV
&
T`BMi7U]AKK2iiB mM� b2[m2Mx� /B +�`�ii2`B$M]Vc
BMp2`iAMTmi_B+UVc
T`BMi7U]$M]Vc

'

o2/B�KQ +QK2 bB 2pQHp2 H� TBH� T2` HǶBMTmi �"*\M
+? � +? "

+? �
+? *
+? "
+? �

+? \M
+? *
+? "
+? �

+? *
+? "
+? �

+? "
+? �

+? �

GǶQmiTmi T`Q/QiiQ ĕ BH b2;m2Mi2
a2[m2Mx� BMp2`iBi�, *"�
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

_B+Q`bBQM2 KmHiBTH�

aB ?� `B+Q`bBQM2 KmHiBTH� [m�M/Q mMǶ�iiBp�xBQM2 /B mM� 7mMxBQM2 Tmǁ
+�mb�`2 TBɍ /B mM� �iiBp�xBQM2 `B+Q`bBp� /2HH� bi2bb� 7mMxBQM2 U2bX iQ``2
/B >�MQBV
1b2KTBQ, .2}MBxBQM2 BM/miiBp� /2B MmK2`B /B 6B#QM�++BX

6 (y) = y
6 (R) = R
6 (M) = 6 (M � k) + 6 (M � R) b2 M > R

6 (y)- 6 (R)- 6 (k)- Ę ĕ /2ii� b2[m2Mx� /2B MmK2`B /B 6B#QM�++B,
y, R, R, k, j, 8, 3, Rj, kR, . . .
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=

BMi 7B#QM�++B UBMiVc

K�BMUV &
BMi Mc

T`BMi7U]AMb2`B`2 mM BMi2`Q =4 y, ]Vc
b+�M7U]W/]- �MVc
T`BMi7U]LmK2`Q W/ /B 6B#QM�++B, W/$M]- M- 7B#QM�++BUMVVc

'

BMi 7B#QM�++BUBMi BV
&
BMi `Bbc
B7 UB 44 yV

`Bb 4 yc
2Hb2 B7 UB 44 RV

`Bb 4 c
2Hb2

`Bb 4 7B#QM�++BUB@RV Y 7B#QM�++BUB@kVc
`2im`M `Bbc
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj jey f 9jk



6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

1b2KTB /B 7mMxBQMB `B+Q`bBp2
h`�/m``2 BM * H� /2}MBxBQM2 BM/miiBp� ;B¨ pBbi�,

bQKK�(t , v) =
(

t b2 v = y
R+ (bQKK�(t , v � R)) b2 v > y

BMi bQKK� UBMi t- BMi vV
&

BMi `Bbc
B7 Uv44yV

`Bb 4 tc
2Hb2

`Bb 4 R Y bQKK�Ut- v@RVc
`2im`M `Bbc

'
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

*�H+QHQ `B+Q`bBpQ /B tv UbB �bbmK2 v � yV

tv =

(
R b2 v = y
t · tv�R �Hi`BK2MiB

BMi 2tT UBMi t- BMi vV
&

BMi `Bbc
B7 Uv44yV

`Bb 4 Rc
2Hb2

`Bb 4 t  2tTUt- v@RVc
`2im`M `Bbc

'
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

*�H+QH�`2 `B+Q`bBp�K2Mi2 H� bQKK� /2;HB 2H2K2MiB M2HH� TQ`xBQM2 /B mM
�``�v p +QKT`2b� i`� ;HB BM/B+B 7`QK 2 iQX
1bT`BKB�KQ 7Q`K�HK2Mi2 [m�MiQ `B+?B2biQ,

bmKo2i(p , 7`QK, iQ) =
iQX

B=7`QK
p [B]

Ĕ 2pB/2Mi2 +?2,

iQX

B=7`QK
p [B] =

8
><

>:

y b2 7`QK > iQ

p [7`QK] +
iQP

B=7`QK+R
p [B] b2 7`QK  iQ

G� i`�/mxBQM2 BM * ĕ BKK2/B�i�X
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6mMxBQMB *2MMB /B T`Q;`�KK�xBQM2 `B+Q`bBp�

BMi bmKo2iUBMi  p- BMi 7`QK- BMi iQV
&

B7 U7`QK = iQV
`2im`M yc

2Hb2
`2im`M p(7`QK) Y bmKp2iUp-7`QKYR-iQVc

'

BMi bmKo2iUBMi  p- BMi 7`QK- BMi iQV
&

BMi bQKK�c
B7 U7`QK = iQV

bQKK� 4 yc
2Hb2

bQKK� 4 p(7`QK) Y bmKp2iUp-7`QKYR-iQVc
`2im`M bQKK�c

'
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Linguaggi regolari

Espressioni regolari

Un FA (NFA o DFA) è un metodo per costruire una macchina
che riconosce linguaggi regolari.

Le espressioni regolari una notazione algebrica per descrivere,
in modo dichiarativo, i linguaggi regolari.

Esempio: 01⇤ + 10⇤

Le espressioni regolari sono usate, ad esempio,
nella descrizione di particolari tipi di sequenze (pattern) nei
testi
nei comandi UNIX (grep)
negli strumenti per l’analisi lessicale di UNIX (Lex (Lexical
analyzer generator) e Flex (Fast Lex)).
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Linguaggi regolari

Operazioni sui linguaggi

Le espressioni regolari usano le seguenti operazioni.

Unione:
L [M = {w : w 2 L o w 2 M}
Esempio: {0, 10} [ {1, 10, 011} = {0, 10, 1, 10, 011}
Concatenazione:
L.M = {w : w = xy , x 2 L, y 2 M}
Esempio:
{0, 10} [ {1, 10, 011} = {01, 010, 0011, 101, 1010, 10011}
Potenze:
L0 = {✏}, L1 = L, Lk+1 = L.Lk

Chiusura di Kleene:

L⇤ =
1[

i=0

Li

Esempio: {0, 10}⇤ = {✏, 0, 10, 00, 010, 100, 1010, ...}
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Linguaggi regolari

Definizione induttiva di espressioni regolari

Se E è un’espressione regolare, L(E ) denota il linguaggio che E
definisce.

Base:
✏ e ; sono espressioni regolari.
L(✏) = {✏} e L(;) = ;.
Se a è un simbolo in ⌃, allora a è un’espressione regolare.
L(a) = {a}.

Induzione:
Se E e F sono espressioni regolari, allora E + F è
un’espressione regolare. L(E + F ) = L(E ) [ L(F ).
Se E e F sono espressioni regolari, allora E .F è un’espressione
regolare. L(E .F ) = L(E ).L(F ).
Se E è un’espressione regolare, allora (E ) è un’espressione
regolare. L((E )) = L(E ).
Se E è un’espressione regolare, allora E⇤ è un’espressione
regolare. L(E⇤) = (L(E ))⇤.
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Linguaggi regolari

Ordine di precedenza per gli operatori

1 Chiusura (*)

2 Concatenazione (.)

3 Più (+)

Esempio: 01⇤ + 1 è raggruppato in (0(1)⇤) + 1
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Linguaggi regolari

Esempi

L(ab) = L(a).L(b) = {ab}
L(ab + b) = L(ab) [ L(b) = {ab, b}
L(a(ab + b)) = L(a).(L(ab) [ L(b)) =
L(a).L(ab) [ L(a).L(b) = {aab, ab}
L(ab⇤) = (L(a)).(L(b))⇤ = {a, ab, abb, abbb, ...}
L((ab)⇤) = (L(ab))⇤ = {✏, ab, abab, ababab, ...}
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Linguaggi regolari

Esempio

Espressione regolare per
L = {w 2 {0, 1}⇤ : 0 e 1 alternati in w}

(01)⇤ + (10)⇤ + 0(10)⇤ + 1(01)⇤

o, equivalentemente,

(✏+ 1)(01)⇤(✏+ 0)

Notare che il linguaggio accetta anche le stringhe 0 e 1.
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Linguaggi regolari

Equivalenza di FA e espressioni regolari

Abbiamo già mostrato che DFA, NFA, e ✏-NFA sono tutti
equivalenti.

ε-NFA NFA

DFARE

Per mostrare che gli FA sono equivalenti alle espressioni regolari,
mostreremo che

1 Per ogni DFA A possiamo trovare (costruire, in questo caso)
un’espressione regolare R , tale che L(R) = L(A).

2 Per ogni espressione regolare R esiste un ✏-NFA A, tale che
L(A) = L(R).
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Linguaggi regolari

La tecnica di eliminazione di stati

Etichettiamo gli archi con espressioni regolari di simboli

q

q

p

p

1 1

k m

s

Q

Q

P1

Pm

k

1

11R

R 1m

R km

R k1

S

C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23



Linguaggi regolari

Ora eliminiamo lo stato s.

11R Q1 P1

R 1m

R k1

R km

Q1 Pm

Qk

Qk

P1

Pm

q

q

p

p

1 1

k m

+ S*

+

+

+

S*

S*

S*

Per lo stato accettante q eliminiamo dall’automa originale tutti gli
stati eccetto q0 e q.
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Per ogni q 2 F saremo rimasti con Aq della forma

Start

R
S

T

U

che corrisponde all’espressione regolare Eq = (R + SU⇤T )⇤SU⇤, se
q0 6= q, o con Aq della forma

R

Start

che corrisponde all’espressione regolare Eq = R⇤, se q0 2 F .
• L’espressione finale è M

q2F
Eq
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Esempio

A, dove L(A) = {W : w = x1b, o w = x1bc , x 2
{0, 1}⇤, {b, c} ✓ {0, 1}}

Start

0,1

1 0,1 0,1
A B C D

La trasformiamo in un automa con espressioni regolari come
etichette

0 1+

0 1+ 0 1+Start
A B C D

1
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Esempio

0 1+

0 1+ 0 1+Start
A B C D

1

Eliminiamo lo stato B . L’espressione sul nuovo arco che va da A a
C è R11 + Q1S⇤P1, dove R11 = ;, Q1 = 1, S = ;, P1 = 0+ 1.
Considerando che ;⇤ = ✏, l’espressione è

;+ 1;⇤(0+ 1) = 1;⇤(0+ 1) = 1(0+ 1)

0 1+

DC
0 1+( ) 0 1+Start

A
1
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Esempio

Da

0 1+

DC
0 1+( ) 0 1+Start

A
1

possiamo eliminare lo stato C e ottenere AD

0 1+

D
0 1+( ) 0 1+( )Start

A
1

con espressione regolare (0+ 1)⇤1(0+ 1)(0+ 1), dato che
R = 0+ 1, S = 1(0+ 1)(0+ 1) e U = T = ; e che quindi
(R + SU⇤T )⇤SU⇤ = R⇤S .
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Esempio

Da

0 1+

DC
0 1+( ) 0 1+Start

A
1

possiamo eliminare D (e con esso l’arco che va da C a D) e
ottenere AC con espressione regolare (0+ 1)⇤1(0+ 1)

0 1+

C
0 1+( )Start

A
1

• L’espressione finale è l’unione delle due precedenti:

(0+ 1)⇤1(0+ 1)(0+ 1) + (0+ 1)⇤1(0+ 1)
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Da espressioni regolari a ✏-NFA

Teorema 3.7: Per ogni espressione regolare R possiamo costruire
un ✏-NFA A, tale che L(A) = L(R).
Dimostrazione: Per induzione strutturale:
Base: Automa per ✏, ;, e a.

ε

a

(a)

(b)

(c)
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Induzione: Automa per R + S , RS , e R⇤ (quello per (R) coincide
con quello per R)

(a)

(b)

(c)

R

S

R S

R

ε ε

εε

ε

ε

ε

ε ε
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Esempio

Trasformiamo (0+ 1)⇤1(0+ 1)
ε

ε

ε

ε

0

1

ε

ε

ε

ε

0

1

ε

ε1

Start

(a)

(b)

(c)

0

1

ε ε

ε

ε

ε ε

εε

ε

0

1

ε ε

ε

ε

ε ε

ε
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Esempio

ε

ε

ε

ε

0

1

ε

ε

ε

ε

0

1

ε

ε1

Start

(a)

(b)

(c)

0

1

ε ε

ε

ε

ε ε

εε

ε

0

1

ε ε

ε

ε

ε ε

ε
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Leggi algebriche per i linguaggi

L [M = M [ L.
L’unione è commutativa.

(L [M) [ N = L [ (M [ N).
L’unione è associativa.

(LM)N = L(MN).
La concatenazione è associativa.

Nota: La concatenazione non è commutativa, cioè, esistono L e M
tali che LM 6= ML.

C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23



Linguaggi regolari

; [ L = L [ ; = L.
; è l’identità per l’unione.

{✏}L = L{✏} = L.
{✏} è l’identità sinistra e destra per la concatenazione.

;L = L; = ;.
; è l’annichilatore sinistro e destro per la concatenazione.
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L(M [ N) = LM [ LN.
La concatenazione è distributiva a sinistra sull’unione.

(M [ N)L = ML [ NL.
La concatenazione è distributiva a destra sull’unione.

L [ L = L.
L’unione è idempotente.

;⇤ = {✏}, {✏}⇤ = {✏}.
L+ = LL⇤ = L⇤L, L⇤ = L+ [ {✏}
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Linguaggi regolari

• (L⇤)⇤ = L⇤. La chiusura è idempotente.
Dimostrazione:

w 2 (L⇤)⇤ () w 2
1[

i=0

✓ 1[

j=0

Lj
◆i

() 9k ,m 2 N : w 2 (Lm)k

() 9p 2 N : w 2 Lp

() w 2
1[

i=0

Li

() w 2 L⇤
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Linguaggi regolari

Espressioni Regolari in UNIX

Le espressioni regolari fanno parte del sistema operativo UNIX fin
dall’inizio e sono usate in vari comandi che elaborano testi (ad
esempio grep, sed, lex, vi, awk, ad, ex, pg) per:

elencare/eliminare righe che contengono un’espressione
regolare

sostituire un’espressione regolare (find/replace)

...

La sintassi è leggermente diversa da quella vista finora.
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Espressioni Regolari in UNIX

insiemi di caratteri: pattern elementari che specificano la
presenza un carattere appartenente ad un certo insieme.

ancore: legano il pattern a comparire una posizione specifica
della riga (es. inizio, fine).

gruppi: “racchiudono” l’espressione regolare che può quindi
essere riferita come una singola entità.

modificatori: specificano ripetizioni dell’espressione che
precede il modificatore stesso.
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Espressioni Regolari in UNIX: sintassi

[abc] match any of the characters enclosed

[a-d] match any character in the enclosed range

[set] match any character not in the following set

.match any single character except <newline>

[:alpha:] some predefined character sets

[:digit:]

\ treat the next char literally. Normally used to escape
special characters such as “.” and “*”
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Proprietà dei Linguaggi regolari

Pumping Lemma.
Ogni linguaggio regolare soddisfa il pumping lemma. Se
qualcuno vi presenta un falso linguaggio regolare, l’uso del
pumping lemma mostrerà una contraddizione.

Proprietà di chiusura.
Come costruire automi da componenti usando delle
operazioni, ad esempio dati L e M possiamo costruire un
automa per L \M.

Proprietà di decisione.
Analisi computazionale di automi, cioè quanto costa
controllare varie proprietà, come l’equivalenza di due automi.

Tecniche di minimizzazione.
Possiamo risparmiare costruendo automi più piccoli.
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Il Pumping Lemma, informalmente

Supponiamo che L01 = {0n1n : n � 1} sia regolare.

Allora deve essere accettato da un qualche DFA A, con, ad
esempio, k stati.

Supponiamo che A legga 0k . Avrà le seguenti transizioni:

✏ p0
0 p1
00 p2
. . . . . .
0k pk

) 9i < j : pi = pj

Chiamiamo q questo stato.
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Linguaggi regolari

Adesso possiamo ingannare A:
Se �̂(q, 1i ) 2 F l’automa accetterà, sbagliando, 0j1i .
Se �̂(q, 1i ) /2 F l’automa rifiuterà, sbagliando, 0i1i .

Quindi L01 non può essere regolare.
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Teorema 4.1: Il Pumping Lemma per Linguaggi Regolari

Se L è un linguaggio regolare, per il Pumping Lemma, allora
Allora 9n, 8w 2 L : |w | � n ) w = xyz tale che:

1 y 6= ✏

2 |xy |  n

3 8k � 0, xykz 2 L
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Intuitivamente

n	

w	

x	 y	 z	

x	 z	

x	 y	 z	y	

L	

…	

w	

k=0	

k=2	
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Intuitivamente (2)

Esiste una costante n dipendente dal linguaggio L tale che
tutte le stringhe di lunghezza � n possono essere scomposte
in un dato modo

È sempre possibile scegliere una stringa non vuota y da
replicare, ovvero cancellare o ripetere k volte, pur rimanendo
all’interno del linguaggio L

Ovvero un cammino più lungo di n deve contenere un ciclo ed è il
ciclo a pompare.
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Dimostrazione

Supponiamo che L sia regolare.

Allora L è riconosciuto da un DFA A con, ad esempio, n stati
Q = {q0, ..., qn�1}.
Prendiamo come costante il valore n, e consideriamo una
generica stringa w 2 L più lunga di n. Avremo quindi
w = a1a2 . . . am 2 L con m � n.
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Dimostrazione (2)

Chiamiamo pi , per i 2 {0, ...,m}, lo stato in cui si trova l’automa
A dopo avere esaminato a1a2...ai a partire dallo stato iniziale q0.
Formalmente, utilizzando la funzione di transizione estesa:

p0 = �̂(q0, ✏) = q0

pi = �̂(q0, a1a2 · · · ai ).
Dato che ci sono n stati distinti, gli n+ 1 stati pi non possono
essere tutti distinti: ) 9i < j : pi = pj
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Dimostrazione (3)

Ora w = xyz , dove

1 x = a1a2 · · · ai (x porta a pi la prima volta)

2 y = ai+1ai+2 · · · aj (y porta da pi a pi , dato che pi e pj
coincidono)

3 z = aj+1aj+2 . . . am (z conclude w)

Start
pip0

a1 . . . ai

ai+1 . . . aj

aj+1 . . . am
x = z =

y =
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Dimostrazione (4)

Notiamo che

x può essere vuota (per i = 0) e anche z può essere vuota
(per j = n = m). Invece

y 6= ✏: la stringa y non è vuota, dato che i < j

|xy |  n dato che gli stati p0, ..., pj�1 sono tutti distinti (basta
considerare il minimo indice che si ripete)

Data la forma dell’automa, è chiaro che, eseguendo k � 0 cicli in
pi , l’automa accetta ogni stringa xykz .

per k = 0 , l’automa passa dallo stato iniziale q0 = p0 a
pi = pj su input x . Allora passa da pi allo stato accettante
con input z . Quindi accetta xz .

per k > 0, A va da q0 a pi su x , cicla su pi per k volte su
input yk e passa allo stato accettante per z e accetta xykz

Quindi per k � 0, abbiamo che xykz 2 L(A)
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PL: una condizione necessaria per la regolarità

Il pumping lemma fornisce una condizione necessaria a�nché un
linguaggio sia regolare. Ovvero:

L è regolare ) L soddisfa il Pumping Lemma

L non soddisfa il Pumping Lemma ) L non è regolare

Il Pumping Lemma non dice che solo i linguaggi regolari possono
godere della proprietà.
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Dimostrare che un linguaggio non è regolare con il P.L.

L non soddisfa il Pumping Lemma ) L non è regolare

Non soddisfare il Pumping Lemma significa invertire l’implicazione,
utilizzando il fatto che A ) B equivale a B ) A. Con un po’ di
manipolazione algebrica possiamo passare quindi dalla formula:

L reg. )

0

@(9n 8w 2 L|w | � n )

0

@9x , y , z t.c .

8
<

:

w = xyz
|xy |  n
y 6= ✏

^ 8k : xykz 2 L

1

A

1

A

alla formula

0

@8n 9w 2 L|w | � n ^

0

@8x , y , z t.c .

8
<

:

w = xyz
y 6= ✏
|xy |  n

) 9k : xykz 62 L

1

A

1

A)L reg.
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Esempio

Sia L01 = {0n1n} il linguaggio delle stringhe formate da un
certo numero di 0, seguiti dallo stesso numero di 1.

Supponiamo che L01 sia regolare. Allora w = 0n1n 2 L la
stringa per n (infatti |w | = 2n � n)

Per il pumping lemma, w = xyz , |xy |  n, y 6= ✏ e xykz 2 L01

w = 000...| {z }
x

...000| {z }
y

0111...11| {z }
z

8
><

>:

x = 0i

y = 0h h � 1 ^ i + h  n

z = 0j1n i + h + j = n

Valgono (1) e (2), ma

non vale (3): consideriamo xy0z = xz = 0i+j1n ha meno 0
che 1: xz non sta nel linguaggio.

Ne segue che L non è regolare.
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Esempio (cont.)

Anche non considerando l’ipotesi |xy |  n, potevamo anche
scegliere

y = 0h1j (x = 0n�h, z = 1n�j): è chiaro che ripetendo la
stringa k volte, gli 0 e gli 1 vengono mescolati; quindi la
stringa ottenuta non sta nel linguaggio 1

y = 1h è formata solo da 1: basta considerare xz ha meno 0
che 1 e non sta nel linguaggio
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Esempio

Sia Leq il linguaggio delle stringhe con ugual numero di zeri e
di uni.

Supponiamo che Leq sia regolare. Allora w = 0n1n 2 Leq.

Per il pumping lemma, w = xyz , |xy |  n, y 6= ✏ e xykz 2 Leq

w = 000 · · ·| {z }
x

· · · 0|{z}
y

0111 · · · 11| {z }
z

In particolare, xz 2 Leq, ma xz ha meno zeri di uni.

In alternativa possiamo utilizzare la chiusura dei linguaggi
regolari rispetto all’intersezione (vedi dopo) e procedere cos̀ı:

Supponiamo che Leq sia regolare
0⇤1⇤ sappiamo che è regolare
allora Leq \ 0⇤1⇤ = L01 è regolare, ma questo non lo è (lo
abbiamo dimostrato).
Quindi anche Leq non è regolare.
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Esempio

Supponiamo che Lpr = {1p : p è primo} sia regolare.
Sia n dato dal pumping lemma.
Scegliamo un numero primo p � n + 2 e w = 1p.

w =

pz }| {

111 · · ·· · · 11111 · · · 11z
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Esempio

Supponiamo che Lpr = {1p : p è primo} sia regolare.
Sia n dato dal pumping lemma.
Scegliamo un numero primo p � n + 2 e w = 1p.

w =

pz }| {

111 · · ·| {z }
x

· · · 1|{z}
y

|y |=m ^ |xz|=p�m

1111 · · · 11| {z }
z

Ora xyp�mz dovrebbe appartenere a Lpr
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Esempio

Supponiamo che Lpr = {1p : p è primo} sia regolare.
Sia n dato dal pumping lemma.
Scegliamo un numero primo p � n + 2 e w = 1p.

w =

pz }| {

111 · · ·| {z }
x

· · · 1|{z}
y

|y |=m ^ |xz|=p�m

1111 · · · 11| {z }
z

Ora xyp�mz dovrebbe appartenere a Lpr
|xyp�mz | = |xz |+(p�m)|y | = p�m+(p�m)m = (1+m)(p�m)
che non è primo a meno che uno dei fattori non sia 1.
• y 6= ✏ ) 1 +m > 1
• m = |y |  |xy |  n, p � n + 2
) p �m � n + 2� n = 2.
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Dimostrare che un linguaggio non è regolare come gioco a

due

Nel pumping lemma ci sono quattro quantificatori distinti.

Il giocatore 1 sceglie il linguaggio L

Il giocatore 2 (l’avversario) sceglie n senza dirlo a 1 (la
strategia di 1 deve valere per qualsiasi n [8n])
Il giocatore 1 sceglie w tale che |w | � n [9w ]

Il giocatore 2 sceglie come scomporre w rispettando i vincoli
(1) e (2) [8x , y , z ]
Il giocatore 1 “vince” scegliendo k tale che xykz 62 L [9k]
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Se il linguaggio è regolare “vince” l’avversario

L = ;: il giocatore non può scegliere w dall’insieme vuoto

L = {00, 11}: se l’avversario sceglie n > 2, il giocatore non
può scegliere w . Analogo ragionamento vale per tutti gli
insiemi finiti.

L = (00+ 11)⇤: scelto n, qualsiasi w scelto dal giocatore è
composto da coppie 00 o 11. L’avversario può scegliere una
qualsiasi di queste coppie per y . Ma allora per qualsiasi i ,
xy iz continua a rimanere dentro L.

L = 10⇤1⇤0 scelto n > 2, qualsiasi w scelto dal giocatore è
del tipo 10i1j0, con |w | � 1. Ognuna di queste stringhe w
può essere pompata, prendendo x = 1, y come secondo
simbolo della stringa e z come quel che rimane (|xy |  n e
|y | 6= 0), e rimanere dentro L.
Per ogni stringa, l’avversario trova come decomporre per
“vincere”.
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PL: non è una condizione su�ciente per la regolarità

Il pumping lemma fornisce soltanto una condizione necessaria
a�nché un linguaggio sia regolare. Ovvero:

L è regolare ) L soddisfa il Pumping Lemma

L non soddisfa il Pumping Lemma ) L non è regolare

L soddisfa il Pumping Lemma 6) L è regolare

Esistono linguaggi non regolari che soddisfano il Pumping Lemma:

{wwRv |w , v 2 {0, 1}+}

Per dimostrare la non regolarità dobbiamo usare altri sistemi.
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Proprietà di chiusura dei linguaggi regolari

Siano L e M due linguaggi regolari. Allora i seguenti linguaggi
sono regolari:

Unione: L [M

Intersezione: L \M

Complemento: N

Di↵erenza: L \M
Inversione: LR = {wR : w 2 L}
Chiusura: L⇤.

Concatenazione: L.M
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto a unione e complemento

Teorema 4.4. Per ogni coppia di linguaggi regolari L e M, L [M
è regolare.
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Chiusura rispetto a unione e complemento

Teorema 4.4. Per ogni coppia di linguaggi regolari L e M, L [M
è regolare.
Dimostrazione. Sia L = L(E ) e M = L(F ). Allora
L(E + F ) = L [M per definizione.
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto a unione e complemento

Teorema 4.4. Per ogni coppia di linguaggi regolari L e M, L [M
è regolare.
Dimostrazione. Sia L = L(E ) e M = L(F ). Allora
L(E + F ) = L [M per definizione.

Teorema 4.5. Se L è un linguaggio regolare su ⌃, allora che
L = ⌃⇤ \ L è regolare.
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto a unione e complemento

Teorema 4.4. Per ogni coppia di linguaggi regolari L e M, L [M
è regolare.
Dimostrazione. Sia L = L(E ) e M = L(F ). Allora
L(E + F ) = L [M per definizione.

Teorema 4.5. Se L è un linguaggio regolare su ⌃, allora che
L = ⌃⇤ \ L è regolare.
Dimostrazione. Sia L riconosciuto da un DFA

A = (Q,⌃, �, q0,F ).

Sia B = (Q,⌃, �, q0,Q \ F ). Allora L(B) = L.
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Esempio

Sia L riconosciuto dal DFA qui sotto:

Start

{ {q q {q0 0 0, ,q q1 2}}
0 1

1 0

0

1

}

Allora L è riconosciuto da:
1 0

Start

{ {q q {q0 0 0, ,q q1 2}}
0 1

}

1

0

Domanda: Quali sono le espressioni regolari per L e L?
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto all’intersezione

Teorema 4.8. Se L e M sono regolari, allora anche L \M è
regolare.
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto all’intersezione

Teorema 4.8. Se L e M sono regolari, allora anche L \M è
regolare.

Dimostrazione 1. Per la legge di De Morgan, L \M = L [M.
Sappiamo già che i linguaggi regolari sono chiusi sotto il
complemento e l’unione.
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto all’intersezione: un’altra dimostrazione

Se L e M sono regolari, allora anche L \M è regolare.
Dimostrazione 2. Sia L il linguaggio di

AL = (QL,⌃, �L, qL,FL)

e M il linguaggio di

AM = (QM ,⌃, �M , qM ,FM)

Supponiamo senza perdita di generalità che entrambi gli automi
siano deterministici.
Costruiremo un automa che simula AL e AM in parallelo, e accetta
se e solo se sia AL che AM accettano.
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Linguaggi regolari

Se AL va dallo stato p allo stato s leggendo a, e AM va dallo stato
q allo stato t leggendo a, allora AL\M andrà dallo stato (p, q) allo
stato (s, t) leggendo a.

Start

Input

AcceptAND

a

L

M

A

A
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Linguaggi regolari

Formalmente

AL\M = (QL ⇥ QM ,⌃, �L\M , (qL, qM),FL ⇥ FM),

dove
�L\M((p, q), a) = (�L(p, a), �M(q, a))

Si può mostrare per induzione su |w | che

�̂L\M((qL, qM),w) =
⇣
�̂L(qL,w), �̂M(qM ,w)

⌘
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Linguaggi regolari

Esempio

(c) = (a)⇥ (b)

Start

Start

1

0 0,1

0,11

0

(a)

(b)

Start

0,1

p q

r s

pr ps

qr qs

0

1

1

0

0

1

(c)
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto alla di↵erenza

Teorema 4.10 Se L e M sono linguaggi regolari, allora anche
L \M è regolare.
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto alla di↵erenza

Teorema 4.10 Se L e M sono linguaggi regolari, allora anche
L \M è regolare.
Dimostrazione. Osserviamo che L \M = L \M. Sappiamo già
che i linguaggi regolari sono chiusi sotto il complemento e
l’intersezione.
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto al “reverse”

Teorema 4.11 Se L è un linguaggio regolare, allora anche LR è
regolare.
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto al “reverse”

Teorema 4.11 Se L è un linguaggio regolare, allora anche LR è
regolare.
Dimostrazione 1: Sia L riconosciuto da un FA A. Modifichiamo
A per renderlo un FA per LR :

1 Giriamo tutti gli archi.

2 Rendiamo il vecchio stato iniziale l’unico stato finale.

3 Creiamo un nuovo stato iniziale p0, con �(p0, ✏) = F (i vecchi
stati finali).
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto al “reverse”: un’altra dimostrazione

Se L è un linguaggio regolare, allora anche LR è regolare.
Dimostrazione 2: Sia L descritto da un’espressione regolare E .
Costruiremo un’espressione regolare ER , tale che
L(ER) = (L(E ))R .
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Linguaggi regolari

Chiusura rispetto al “reverse”: un’altra dimostrazione

Se L è un linguaggio regolare, allora anche LR è regolare.
Dimostrazione 2: Sia L descritto da un’espressione regolare E .
Costruiremo un’espressione regolare ER , tale che
L(ER) = (L(E ))R .
Procediamo per induzione strutturale su E .
Base: Se E è ✏, ;, o a, allora ER = E .
Induzione:

1 E = F + G . Allora ER = FR + GR

2 E = F .G . Allora ER = GR .FR

3 E = F ⇤. Allora ER = (FR)⇤
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Linguaggi regolari

Proprietà di decisione

1 Convertire tra diverse rappresentazioni dei linguaggi regolari.

2 È L = ;?
3 È w 2 L?

4 Due descrizioni definiscono lo stesso linguaggio?
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Linguaggi regolari

Da NFA a DFA

Supponiamo che un ✏-NFA abbia n stati.

Per calcolare ECLOSE(p) seguiamo al più n2 archi. Lo
facciamo per n stati, quindi in totale sono n3 passi.

Il DFA ha 2n stati, per ogni stato S e ogni a 2 ⌃ calcoliamo
�D(S , a) in n3 passi, consultando l’informazione sulle
✏-chiusure e la tabella delle transizioni. In totale abbiamo
O(n32n) passi.

Se calcoliamo � solo per gli stati raggiungibili, dobbiamo
calcolare �D(S , a) solo s volte, dove s è il numero di stati
raggiungibili. In totale: O(n3s) passi.
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Linguaggi regolari

Da DFA a NFA
Dobbiamo solo mettere le parentesi gra↵e attorno agli stati.
Totale: O(n) passi.

Da FA a espressione regolare
Dobbiamo calcolare n3 cose di grandezza fino a 4n. Totale:
O(n34n).
L’FA può essere un NFA. Se prima vogliamo convertire l’NFA in un
DFA, il tempo totale sarà doppiamente esponenziale.

Da espressioni regolari a FA
Possiamo costruire un albero per l’espressione in n passi.
Possiamo costruire l’automa in n passi.
Eliminare le ✏-transizioni ha bisogno di O(n3) passi.
Se si vuole un DFA, potremmo aver bisogno di un numero
esponenziale di passi.
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Linguaggi regolari

Controllare se un linguaggio è vuoto

L(A) 6= ; per FA A se e solo se uno stato finale è raggiungibile
dallo stato iniziale in in A. Totale: O(n2) passi.

Oppure, possiamo guardare un’espressione regolare E e vedere
se L(E ) = ;, considerando tutti i casi:

E = F + G . Allora L(E ) è vuoto se e solo se sia L(F ) che
L(G ) sono vuoti.
E = F .G . Allora L(E ) è vuoto se e solo se o L(F ) o L(G ) sono
vuoti.
E = F ⇤. Allora L(E ) non è mai vuoto, perché ✏ 2 L(E ).
E = ✏. Allora L(E ) non è vuoto.
E = a. Allora L(E ) non è vuoto.
E = ;. Allora L(E ) è vuoto.
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Linguaggi regolari

Controllare l’appartenenza ad un linguaggio

Per controllare se w 2 L(A) per DFA A, simuliamo A su w .
Se |w | = n, questo prende O(n) passi.

Se A è un NFA e ha s stati, simulare A su w prende O(ns2)
passi.

Se A è un ✏-NFA e ha s stati, simulare A su w prende O(ns3)
passi.

Se L = L(E ), per l’espressione regolare E di lunghezza s,
prima convertiamo E in un ✏-NFA con 2s stati. Poi simuliamo
w su questo automa, in O(ns3) passi.
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Linguaggi regolari

Pumping Lemma per la non regolarità: qualche esercizio

Dimostrare che i seguenti linguaggi non sono regolari.

L’insieme delle stringhe di parentesi bilanciate.

L = {0n1m|n  m}
L = {0n1m2n|n,m interi}
L = {0n2 |n intero}
L = {ww |w 2 {0, 1}⇤}
L = {wwR |w 2 {0, 1}⇤}
L = {0i1j |mcd(i , j) = 1}
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6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

hBTB mb2`@/2}M2/

AH * K2ii2 � /BbTQbBxBQM2 mM BMbB2K2 /B iBTB /B /�iQ T`2/2}MBiB UiBTB
#mBHi@BMV 2 /2B K2++�MBbKB T2` /2}MB`2 MmQpB iBTB UiBTB mb2`@/2}M2/V
o2/B�KQ H2 `2;QH2 ;2M2`�HB +?2 ;Qp2`M�MQ H� /2}MBxBQM2 /B MmQpB iBTB 2
[mBM/B B +Qbi`miiB HBM;mBbiB+B U+Qbi`miiQ`BV +?2 BH * K2ii2 � /BbTQbBxBQM2X
hmiiB B iBTB MQM T`2/2}MBiB miBHBxx�iB BM mM T`Q;`�KK� /2pQMQ 2bb2`2
/B+?B�`�iB +QK2 Q;MB �Hi`Q 2H2K2MiQ /2H T`Q;`�KK�X lM� /B+?B�`�xBQM2
/B iBTQ pB2M2 7�ii� /B bQHBiQ M2HH� T�`i2 /B+?B�`�iBp� /2H T`Q;`�KK�X

T�`i2 /B+?B�`�iBp� ;HQ#�H2,
/B+?B�`�xBQMB /B +Qbi�MiB
/B+?B�`�xBQMB /B iBTB
/B+?B�`�xBQMB /B p�`B�#BHB
T`QiQiBTB /B 7mMxBQMBfT`Q+2/m`2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9R9 f 8RN



6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

.B+?B�`�xBQM2 /B iBTQ
lM� /B+?B�`�xBQM2 /B iBTQ UivT2 /2+H�`�iBQMV +QMbBbi2 M2HH� T�`QH�
+?B�p2 ivT2/27 b2;mBi� /�,

H� `�TT`2b2Mi�xBQM2 Q +Qbi`mxBQM2 /2H MmQpQ iBTQ UQpp2`Q H� bT2+B}+� /B
+QK2 ĕ +Qbi`mBiQ � T�`iB`2 /�B iBTB ;B¨ 2bBbi2MiBV
BH MQK2 /2H MmQpQ iBTQ
BH bBK#QHQ c +?2 +?Bm/2 H� /B+?B�`�xBQM2

1b2KTBQ, ivT2/27 BMi �MMQc
lM� pQHi� /2}MBiQ 2 MQKBM�iQ mM MmQpQ iBTQ- ĕ TQbbB#BH2 miBHBxx�`HQ
T2` /B+?B�`�`2 MmQpB Q;;2iiB U�/ 2bX p�`B�#BHBV /B [m2H iBTQX
1b2KTBQ,
7HQ�i tc
�MMQ �c
LQi�, AM * bB TQbbQMQ �M+?2 /2}MB`2 iBTB b2Mx� mb�`2 ivT2/27X
Zm2biǶmHiBK� +QMb2Mi2 HǶ�bbQ+B�xBQM2 /B mM MQK2 UB/2MiB}+�iQ`2V � mM
MmQpQ iBTQX S2` mMB7Q`KBi¨ 2 H2;;B#BHBi¨ /2H +Q/B+2 mb2`2KQ bT2bbQ
ivT2/27 T2` /2}MB`2 MmQpB iBTBX
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6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

hBTB b2KTHB+B mb2`@/2}M2/
_B/2}MBxBQM2, lM MmQpQ iBTQ Tmǁ 2bb2`2 /2}MBiQ `BMQKBM�M/Q mM
iBTQ ;B¨ 2bBbi2Mi2 U+BQĕ +`2�M/QM2 mM �HB�bV

ivT2/27 hBTQ1bBbi2Mi2 LmQpQhBTQc
/Qp2 hBTQ1bBbi2Mi2 Tmǁ 2bb2`2 mM iBTQ #mBHi@BM Q mb2`@/2}M2/X
1b2KTBQ,
ivT2/27 BMi �MMQc
ivT2/27 BMi M�im`�H2c
ivT2/27 +?�` +�`�ii2`2c

1MmK2`�xBQM2, *QMb2Mi2 /B /2}MB`2 mM MmQpQ iBTQ 2MmK2`�M/Q B
bmQB p�HQ`B- +QM H� b2;m2Mi2 bBMi�bbB

ivT2/27 2MmK &pR- pk- XXX - pF' LmQpQhBTQc
1b2KTBQ,
ivT2/27 2MmK &HmM- K�`- K2`- ;BQ- p2M- b�#- /QK' :BQ`MQc
ivT2/27 2MmK &;2M- 72#- K�`- �T`- K�;- ;Bm-

Hm;- �;Q- b2i- Qii- MQp- /B+' J2b2c
ivT2/27 2MmK &K- 7' b2bbQc
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6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

A p�HQ`B 2H2M+�iB M2HH� /2}MBxBQM2 /B mM MmQpQ iBTQ 2MmK2`�iQ- bQMQ
B/2MiB}+�iQ`B +?2 `�TT`2b2Mi�MQ +Qbi�MiB /B [m2H iBTQ U2b�ii�K2Mi2
+QK2 y- R- k- XXX bQMQ +Qbi�MiB /2H iBTQ BMi- Q ^�^- ^#^- XXX
bQMQ +Qbi�MiB /2H iBTQ +?�`VX
.mM[m2- b2 /B+?B�`B�KQ mM� p�`B�#BH2
:BQ`MQ ;c
TQbbB�KQ b+`Bp2`2 HǶ�bb2;M�K2MiQ
; 4 K�`c
G2 +Qbi�MiB /2B iBTB 2MmK2`�iB MQM p�MMQ `�++?Bmb2 i`� pB`;QH2ii2 Q i`�
�TB+B5
LX"X AH +QKTBH�iQ`2 �bbQ+B� �B MQKB miBHBxx�iB T2` /2MQi�`2 H2 +Qbi�MiB
/2B iBTB 2MmK2`�iB p�HQ`B M�im`�HB T`Q;`2bbBpBX
1b2KTBQ, BH p�HQ`2 �bbQ+B�iQ � ; /QTQ HǶ�bb2;M�K2MiQ ;4K�` ĕ BH
MmK2`Q M�im`�H2 UBMi2`QV RX
=) K�M+�Mx� /B �bi`�xBQM2, ĕ TQbbB#BH2 7�`2 `B72`BK2MiQ �HH�
`�TT`2b2Mi�xBQM2 /2B p�HQ`BX
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6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

G� `2H�xBQM2 i`� BMi2`B 2 iBTB 2MmK2`�iB +QMb2Mi2 /B �TTHB+�`2 � [m2biB
mHiBKB H2 b2;m2MiB QT2`�xBQMB,

QT2`�xBQMB �`BiK2iB+?2, Y-@- -f-W
m;m�;HB�Mx� 2 /Bbm;m�;HB�Mx�, 4- 54
+QM7`QMiQ, I-I4-=-=4

aB MQiB +?2 H� `2H�xBQM2 /B T`2+2/2Mx� i`� B p�HQ`B U+?2 /2i2`KBM�
HǶ2bBiQ /2HH2 QT2`�xBQMB /B +QM7`QMiQV /BT2M/2 /�HHǶQ`/BM2 BM +mB
p2M;QMQ 2H2M+�iB B p�HQ`B /2H iBTQ �H KQK2MiQ /2HH� bm� /2}MxBQM2X
1b2KTBQ, *QM H2 /B+?B�`�xBQMB pBbi2 BM T`2+2/2Mx�
HmM I ;BQ ĕ p2`Q UmM BMi2`Q /Bp2`bQ /� yV �T` I4 72# ĕ 7�HbQ UBH
p�HQ`2 BMi2`Q yV
AH * i`�ii� [m2biB iBTB +QK2 `B/2}MBxBQM2 /B BMi
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6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

hBTB 7�B /� i2, B #QQH2�MB
aQHmxBQM2 R
ivT2/27 BMi "QQH2�Mc
"QQH2�M #c XXX
aQHmxBQM2 k
O/27BM2 6�Ga1 yc
O/27BM2 h_l1 RcXXX
ivT2/27 BMi "QQH2�Mc
"QQH2�M #c
XXX
aQHmxBQM2 j
ivT2/27 2MmK &6�Ga1- h_l1' "QQH2�McXXX
"QQH2�M #c
XXX

LX"X A p�HQ`B p�MMQ 2H2M+�iB +QK2 bQT`�- `BbT2ii�M/Q H� +QMp2MxBQM2
�/Qii�i� /�H *, BH p�HQ`2 y `�TT`2b2Mi� 7�HbQX
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6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

1b2KTBQ,
ivT2/27 2MmK &7�Hb2- i`m2' #QQH2�Mc

#QQH2�M 2p2M UBMi MV
&
B7 UM W k 44 yV

`2im`M i`m2c
2Hb2

`2im`M 7�Hb2c
'

#QQH2�M BKTHB2b U#QQH2�M T- #QQH2�M [V
&

B7 UTV
`2im`M [c

2Hb2
`2im`M i`m2c

'
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6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

1b2KTBQ, lbQ /2H +Qbi`miiQ brBi+? +QM iBTB 2MmK2`�iB
ivT2/27 2MmK &HmM- K�`- K2`- ;BQ- p2M- b�#- /QK' :BQ`MQc
:BQ`MQ ;c
XXX
brBi+? U;V &
+�b2 HmM, +�b2 K�`, +�b2 K2`, +�b2 ;BQ, +�b2 p2M,

T`BMi7U]:BQ`MQ H�pQ`�iBpQ]Vc
#`2�Fc

+�b2 b�#, +�b2 /QK,
T`BMi7U]q22F@2M/]Vc
#`2�Fc

'

pQB/ bi�KT�:BQ`MQU:BQ`MQ ;V &
brBi+? U;V &
+�b2 HmM, T`BMi7U]HmM]Vc

#`2�Fc
XXX

+�b2 /QK, T`BMi7U]/QK]Vc
#`2�Fc

'
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6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

hBTB bi`miim`�iB mb2`@/2}M2/
AH * MQM TQbbB2/2 iBTB bi`miim`�iB #mBHi@BM- K� 7Q`MBb+2 /2B +Qbi`miiQ`B +?2
T2`K2iiQMQ /B /2}MB`2 iBTB bi`miim`�iB �M+?2 TBmiiQbiQ +QKTH2bbBX
�``�v 2 TmMi�iQ`B TQbbQMQ 2bb2`2 pBbiB +QK2 +Qbi`miiQ`B /B iBTQ U/2}MBb+QMQ
mM iBTQ /B /�iQ MQM b2KTHB+2 � T�`iB`2 /� iBTB 2bBbi2MiBVX
lbQ /B ivT2/27 +QM �``�v 2 TmMi�iQ`B
AM ;2M2`�H2- mM� /B+?B�`�xBQM2 /B iBTQ K2/B�Mi2 ivT2/27 ?� H� 7Q`K� /B mM�
/B+?B�`�xBQM2 /B p�`B�#BH2 T`2+2/mi� /�HH� T�`QH� +?B�p2 ivT2/27- 2 +QM BH
MQK2 /B iBTQ �H TQbiQ /2H MQK2 /2HH� p�`B�#BH2X
L2H +�bQ /B �``�v 2 TmMi�iQ`B,

ivT2/27 hBTQ1H2K2MiQ hBTQ�``�v(.BK2MbBQM2)c
ivT2/27 hBTQSmMi�iQ  hBTQSmMi�iQ`2c

1b2KTBQ,
ivT2/27 BMi �``�v.B2+BAMi2`B(Ry)c
ivT2/27 BMi J�i`B+2h`2sZm�ii`Q(j)(9)c
ivT2/27 BMi  SmMiAMi2`Qc
�``�v.B2+BAMi2`B p2ic f BMi p2i(Ry)c  f
SmMAMi2`Q Tc f BMi  Tc  f
J�i`B+2h`2sZm�ii`Q K�i- K�iRc f BMi K�i(j)(9)c BMi K�iR(j)(9)c  f
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AH +Qbi`miiQ`2 bi`m+i
lM� bi`miim`� ĕ mMǶ�;;`2;�xBQM2 /B 2H2K2MiB +?2 TQbbQMQ 2bb2`2
2i2`Q;2M2B U/B iBTQ /Bp2`bQVX
1b2KTBQ,
bi`m+i T2`bQM� &

+?�` MQK2(R8)c
+?�` +Q;MQK2(ky)c
BMi 2i�c
b2bbQ bc '

H� T�`QH� +?B�p2 bi`m+i BMi`Q/m+2 H� /2}MBxBQM2 /2HH� bi`miim`�
T2`bQM� ĕ HǶ2iB+?2ii� /2HH� bi`miim`�- �ii`B#mBb+2 mM MQK2 �HH�
/2}MBxBQM2 /2HH� bi`miim`�
MQK2- +Q;MQK2- 2i�- b bQMQ /2iiB +�KTB /2HH� bi`miim`�

Ĕ �M+?2 TQbbB#BH2 /2}MB`2 bi`miim`2 +QM +�KTB QKQ;2M2B
bi`m+i +QKTH2t &
/Qm#H2 `2�Hc
/Qm#H2 BK�;c '
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*�KTB /B mM� bi`miim`�
/2pQMQ �p2`2 MQKB mMBpQ+B �HHǶBMi2`MQ /B mM� bi`miim`�
bi`miim`2 /Bp2`b2 TQbbQMQ �p2`2 +�KTB +QM HQ bi2bbQ MQK2
B MQKB /2B +�KTB TQbbQMQ +QBM+B/2`2 +QM �Hi`B MQKB ;B¨ miBHBxx�iB U2bX
T2` p�`B�#BHB Q 7mMxBQMBV
1b2KTBQ,
BMi tc
bi`m+i � & +?�` tc BMi vc 'c
bi`m+i # & BMi rc 7HQ�i tc 'c

TQbbQMQ 2bb2`2 /B iBTQ /Bp2`bQ Ub2KTHB+2 Q �Hi`2 bi`miim`2V
mM +�KTQ /B mM� bi`miim`� MQM Tmǁ 2bb2`2 /2H iBTQ bi`miim`� +?2 bB bi�
/2}M2M/Q
mM +�KTQ Tmǁ T2`ǁ 2bb2`2 /B iBTQ TmMi�iQ`2 �HH� bi`miim`�
1b2KTBQ,
bi`m+i b & BMi �c

bi`m+i b  Tc 'c

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9k9 f 8RN



6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

.B+?B�`�xBQM2 /B p�`B�#BHB /B iBTQ bi`miim`�
G� /2}MBxBQM2 /B mM� bi`miim`� MQM T`QpQ+� �HHQ+�xBQM2 /B K2KQ`B�-
K� BMi`Q/m+2 mM MmQpQ iBTQ /B /�iQX
1b2KTBQ, bi`m+i T2`bQM� iBxBQ- /Q+2MiB(Ry)-  Tc

iBxBQ ĕ mM� p�`B�#BH2 /B iBTQ bi`m+i T2`bQM�
/Q+2MiB ĕ mM p2iiQ`2 /B Ry 2H2K2MiB /B iBTQ bi`m+i T2`bQM�
T ĕ mM TmMi�iQ`2 � mM� bi`m+i T2`bQM�
LX"X, T2`bQM� iBxBQc 1``Q`25

lM� p�`B�#BH2 /B iBTQ bi`miim`� Tmǁ 2bb2`2 /B+?B�`�i� +QMi2bim�HK2Mi2
�HH� /2}MBxBQM2 /2HH� bi`miim`�X
1b2KTBQ,
bi`m+i bim/2Mi2 & % bi`m+i &

+?�` MQK2(ky)c % +?�` MQK2(ky)c
HQM; K�i`B+QH�c % HQM; K�i`B+QH�c
bi`m+i /�i� //Mc % bi`m+i /�i� //Mc

' bR- bkc % ' bR- bkc

AM [m2biQ +�bQ bB Tmǁ �M+?2 QK2ii2`2 HǶ2iB+?2ii� /B bi`miim`�X
*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9k8 f 8RN



6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

lbQ /B ivT2/27 +QM bi`miim`2
�ii`�p2`bQ ivT2/27 ĕ TQbbB#BH2 �bbQ+B�`2 mM MQK2 �/ mM iBTQ /2}MBiQ
K2/B�Mi2 BH +Qbi`miiQ`2 bi`m+iX
1b2KTBQ,
bi`m+i /�i� & BMi ;BQ`MQ- K2b2- �MMQc 'c

ivT2/27 bi`m+i /�i� .�i�c

.�i� ĕ mM bBMQMBKQ /B bi`m+i /�i�- +?2 Tmǁ 2bb2`2 miBHBxx�iQ M2HH2
/B+?B�`�xBQMB /B p�`B�#BHBX
.�i� /R- /kc
.�i� �TT2HHB(Ry)-  T/c

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ke f 8RN



6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

PT2`�xBQMB bmHH2 bi`miim`2

aB TQbbQMQ �bb2;M�`2 p�`B�#BHB /B iBTQ bi`miim`� � p�`B�#BHB /2HHQ bi2bbQ
iBTQ bi`miim`�X
1b2KTBQ,
.�i� /R- /kc
XXX
/R 4 /kc
LQM ĕ TQbbB#BH2 BMp2+2 2z2iim�`2 BH +QM7`QMiQ i`� /m2 p�`B�#BHB /B iBTQ
bi`miim`�X
1b2KTBQ,
bi`m+i /�i� /R- /kc
B7 U/R 44 /kV XXX 1``Q`25

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9kd f 8RN



6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

GǶ2[mBp�H2Mx� /B iBTQ i`� bi`miim`2 ĕ T2` MQK2X
1b2KTBQ,
bi`m+i bR & BMi Bc 'c
bi`m+i bk & BMi Bc 'c
bi`m+i bR �- #c
bi`m+i bk +c

� 4 #c PE � 2 # bQMQ /2HHQ bi2bbQ iBTQ
� 4 +c 1``Q`25 � 2 + MQM bQMQ /2HHQ bi2bbQ iBTQ
aB Tmǁ Qii2M2`2 HǶBM/B`BxxQ /B mM� p�`B�#BH2 /B iBTQ bi`miim`� i`�KBi2
HǶQT2`�iQ`2 �X
aB Tmǁ `BH2p�`2 H� /BK2MbBQM2 /B mM� bi`miim`� +QM bBx2Q7X
1b2KTBQ, bBx2Q7Ubi`m+i /�i�V
�ii2MxBQM2, MQM ĕ /2iiQ +?2 H� /BK2MbBQM2 /B mM� bi`miim`� bB� T�`B
�HH� bQKK� /2HH2 /BK2MbBQMB /2B bBM;QHB +�KTBX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9k3 f 8RN



6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

�++2bbQ �B +�KTB /B mM� bi`miim`�

A +�KTB /B mM� bi`miim`� bB +QKTQ`i�MQ +QK2 p�`B�#BHB /2H iBTQ
+Q``BbTQM/2Mi2X GǶ�++2bbQ �ppB2M2 i`�KBi2 HǶQT2`�iQ`2 TmMiQ
.�i� Q;;Bc
Q;;BX;BQ`MQ 4 kec Q;;BXK2b2 4 9c Q;;BX�MMQ 4 kyRkc
T`BMi7U]W/ W/ W/]- Q;;BX;BQ`MQ- Q;;BXK2b2- Q;;BX�MMQVc

�++2bbQ i`�KBi2 mM TmMi�iQ`2 �HH� bi`miim`�X
.�i� Q;;B-  T/c
T/ 4 �Q;;Bc
U T/VX;BQ`MQ 4 kec U T/VXK2b2 4 9c U T/VX�MMQ 4 kyRkc

LX"X *B pQ;HBQMQ H2 UV T2`+?û ǳXǴ ?� T`BQ`Bi¨ TBɍ �Hi� /B ǳ ǴX
PT2`�iQ`2 7`2++B�, +QK#BM� BH /2`272`2MxB�K2MiQ 2 HǶ�++2bbQ �H +�KTQ /2HH�
bi`miim`�X
T/@=;BQ`MQ 4kec T/@=K2b2 4 9c T/@=�MMQ 4 kyRkc

LX"X, T/@=;BQ`MQ ĕ mM� �##`2pB�xBQM2 T2` U T/VX;BQ`MQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9kN f 8RN



6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

1b2KTBQ, �++2bbQ �H +�KTQ /B mM� bi`miim`� +?2 ĕ � bm� pQHi� +�KTQ /B
mMǶ�Hi`� bi`miim`�X

bi`m+i /BT2M/2Mi2
& S2`bQM� /�iB.BTc

.�i� /�i��bbmMxBQM2c
BMi biBT2M/BQc

'c
ivT2/27 bi`m+i /BT2M/2Mi2 .BT2M/2Mi2c

.BT2M/2Mi2 /BT-  Tc
XXX
/BTX/�i��bbmMxBQM2X;BQ`MQ 4 jc
/BTX/�i��bbmMxBQM2XK2b2 4 9c
/BTX/�i��bbmMxBQM2X�MMQ 4 RNNdc
XXX
UT@=/�i��bbmMxBQM2VX;BQ`MQ 4 8c
UT@=biBT2M/BQV 4 UT@=biBT2M/BQV Y Rkyc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9jy f 8RN



6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

AMBxB�HBxx�xBQM2 /B bi`miim`2
Smǁ �pp2MB`2- +QK2 T2` B p2iiQ`B- +QM mM 2H2M+Q /B BMBxB�HBxx�iQ`BX
1b2KTBQ, .�i� Q;;B 4 & ke- 9- kyRk '
a2 +B bQMQ K2MQ BMBxB�HBxx�iQ`B /B +�KTB /2HH� bi`miim`�- B +�KTB
`BK�M2MiB p2M;QMQ BMBxB�HBxx�iB � y UQ �H p�HQ`2 bT2+B�H2 LlGG- b2 BH
+�KTQ ĕ mM TmMi�iQ`2VX
S�bb�;;BQ /B T�`�K2i`B /B iBTQ bi`miim`�
Ĕ +QK2 T2` B T�`�K2i`B /B iBTQ b2KTHB+2,

BH T�bb�;;BQ ĕ T2` p�HQ`2 =) pB2M2 7�ii� mM� +QTB� /2HHǶBMi2`� bi`miim`�
/�H T�`�K2i`Q �iim�H2 � [m2HHQ 7Q`K�H2
ĕ +QKmM[m2 TQbbB#BH2 bBKmH�`2 BH T�bb�;;BQ T2` BM/B`BxxQ �ii`�p2`bQ mM
TmMi�iQ`2

LQi�, T2` T�bb�`2 T2` p�HQ`2 �/ mM� 7mMxBQM2 mM p2iiQ`2 UBH p2iiQ`2-
MQM BH TmMi�iQ`2 �H bmQ T`BKQ 2H2K2MiQV ĕ bm{+B2Mi2 `�++?Bm/2`HQ BM
mM� bi`miim`�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9jR f 8RN



6mMxBQMB hBTB mb2`@/2}M2/

1b2KTBQ,
bi`m+i /BT2M/2Mi2

& S2`bQM� /�iB.BTc
.�i� /�i��bbmMxBQM2c
BMi biBT2M/BQc

'c
ivT2/27 bi`m+i /BT2M/2Mi2 .BT2M/2Mi2c

pQB/ �mK2MiQU.BT2M/2Mi2  T- BMi T2`+2Mim�H2V
&

BMi BM+`2K2MiQc
BM+`2K2MiQ 4 UT @= biBT2M/BQV  T2`+2Mim�H2 f Ryyc
T @= biBT2M/BQ 4 T @= biBT2M/BQ Y BM+`2K2MiQc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9jk f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

�HHQ+�xBQM2 .BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

AH * K2ii2 � /BbTQbBxBQM2 /2HH2 T`BKBiBp2 T2` H� ;2biBQM2 /BM�KB+� /2HH�
K2KQ`B�- ;`�xB2 �HHǶmiBHBxxQ /B �H+mM2 7mMxBQMB K2bb2 � /BbTQbBxBQM2
/�HH� HB#`2`B� bi�M/�`/ Ubi�M/�`/ HB#`�`vVX AM7�iiB ĕ `B+?B2bi� HǶBM+HmbBQM2
/2H }H2 ?2�/2` Ibi/HB#X?=
G2 T`BKBiBp2 T`BM+BT�HB bQMQ

K�HHQ+-+�HHQ+- 2 `2�HHQ+, +QMb2MiQMQ /B �HHQ+�`2 /BM�KB+�K2Mi2
K2KQ`B� T2` mM� p�`B�#BH2 /B mM iBTQ bT2+B}+�iQ Q T2` �``�v /B
/BK2MbBQM2 MQM MQi� � T`BQ`Bc
7`22, +QMb2Mi2 /B `BH�b+B�`2 /BM�KB+�K2Mi2 K2KQ`B� UT`2+2/2Mi2K2Mi2
�HHQ+�i� +QM K�HHQ+V

A iBTB /B /�iQ bQMQ �M+Q`� bi�iB+B- Qpp2`Q ?�MMQ mM� /BK2MbBQM2 }bb�i�
� T`BQ`BX G2 p�`B�#BHB /B mM +2`iQ iBTQ /B /�iQ TQbbQMQ BMp2+2 2bb2`2
+`2�i2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9jj f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

K�HHQ+
G� +?B�K�i� /B 7mMxBQM2

K�HHQ+UbBx2Q7UhBTQ.�iQVVc
+`2� BM K2KQ`B� mM� p�`B�#BH2 /B iBTQ hBTQ.�iQ- 2 `2biBimBb+2 +QK2
`BbmHi�iQ HǶBM/B`BxxQ /2HH� p�`B�#BH2 +`2�i� ULlGG b2 7�HHBb+2VX
a2 T ĕ mM� p�`B�#BH2 /B iBTQ TmMi�iQ`2 � hBTQ.�iQ- HǶBbi`mxBQM2

T4K�HHQ+UbBx2Q7UhBTQ.�iQVVc
�bb2;M� HǶBM/B`BxxQ `2biBimBiQ /�HH� 7mMxBQM2 K�HHQ+ � T +?2 TmMi�
[mBM/B �HH� MmQp� p�`B�#BH2 UT ;B¨ 2bBbi2VX
lM� p�`B�#BH2 +`2�i� /BM�KB+�K2Mi2 ĕ M2+2bb�`B�K2Mi2 �MQMBK�, �
2bb� bB Tmǁ 7�`2 `B72`BK2MiQ bQHQ i`�KBi2 mM TmMi�iQ`2

� /Bz2`2Mx� /B mM� p�`B�#BH2 /B+?B�`�i� K2/B�Mi2 mM T`QT`BQ
B/2MiB}+�iQ`2- +?2 Tmǁ 2bb2`2 `B72`Bi� bB� /B`2ii�K2Mi2 bB� i`�KBi2 mM
TmMi�iQ`2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9j9 f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

�HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /B �``�v

SQbbQ +`2�`2 /BM�KB+�K2Mi2 mM �``�v /B BMi2`B H� +mB /BK2MbBQM2 L
pB2M2 BKK2bb� /� i�biB2`�\ GQ bB Tmǁ 7�`2 M2H KQ/Q b2;m2Mi2

Ti` 4 K�HHQ+UL bBx2Q7UBMiVVc

lM �``�v �HHQ+�iQ /BM�KB+�K2Mi2 Tmǁ TQB 2bb2`2 i`�ii�iQ +QK2 mM
�``�v +`2�iQ bi�iB+�K2Mi2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9j8 f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

+�HHQ+
*?2 �bbmMxBQMB TQbbB�KQ 7�`2 bmH +QMi2MmiQ /2HH� K2KQ`B� �TT2M�
�HHQ+�i� +QM K�HHQ+\
L2bbmM�- +QK2 M2H +�bQ /2HH� /B+?B�`�xBQM2 /B mM� p�`B�#BH2 MQM
BMBxB�HBxx�i�X S2`ǁ- 2bBbi2 H� 7mMxBQM2

+�HHQ+UbBx2ni MmK- bBx2ni bBx2Vc

�HHQ+� /BM�KB+�K2Mi2 MmK 2H2K2MiB /B /BK2MbBQM2 bBx2 UBM #vi2bV 2 HB
BMBxB�HBxx� � y- �/ 2b2KTBQ +QM

BMi  Ti` 4 UBMi V +�HHQ+UL-bBx2Q7UBMiVVc

bB �HHQ+�MQ L BMi2`B 2 HB bB BMBxB�HBxx� � yX
_2biBimBb+2 LlGG BM +�bQ /B 7�HHBK2MiQ /2HHǶ�HHQ+�xBQM2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9je f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

`2�HHQ+
*?2 bm++2/2 b2 +B bB �++Q`;2 +?2 HǶ�``�v �HHQ+�iQ ĕ i`QTTQ TB++QHQ 2 HQ
bB pmQH2 BM;`�M/B`2 /BM�KB+�K2Mi2 b2Mx� T2`/2`2 H2 BM7Q`K�xBQMB
K2KQ`Bxx�i2\

`2�HHQ+UpQB/  Ti`- bBx2ni bBx2Vc

Ti` ĕ mM TmMi�iQ`2 �/ mMǶ�`2� /B K2KQ`B� T`2+2/2Mi2K2Mi2 �HHQ+�i�
bBx2 ĕ H� MmQp� /BK2MbBQM2 UBM #vi2bV /2HHǶ�`2� /B K2KQ`B�
_2biBimBb+2 BH TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HHǶ�``�v `B/BK2MbBQM�iQ Q
LlGG

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9jd f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

7`22
AM *- H� ;2biBQM2 /2HHQ ?2�T 2 H� /2�HHQ+�xBQM2 /2HHQ bT�xBQ ĕ H�b+B�i� �H
T`Q;`�KK�iQ`2X
a2 T ĕ HǶBM/B`BxxQ /B mM� p�`B�#BH2 �HHQ+�i� /BM�KB+�K2Mi2- H� +?B�K�i�

7`22UTVc
`BH�b+B� HQ bT�xBQ /B K2KQ`B� TmMi�iQ /� T

H� +Q``BbTQM/2Mi2 K2KQ`B� }bB+� ĕ `2b� /BbTQMB#BH2 T2` [m�HbB�bB �Hi`Q
mbQX

7`22 /2p2 `B+2p2`2 +QK2 T�`�K2i`Q �iim�H2 UT2` p�HQ`2V mM TmMi�iQ`2
�H [m�H2 2`� bi�iQ �bb2;M�iQ +QK2 p�HQ`2 HǶBM/B`BxxQ `2biBimBiQ /� mM�
7mMxBQM2 /B �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /B K2KQ`B� U+QK2 K�HHQ+V-
�Hi`BK2MiB BH +QKTQ`i�K2MiQĕ BM/2}MBiQX
�ii2MxBQM2, G� +?B�K�i� 7`22UTV MQM Tmǁ KQ/B}+�`2 BH p�HQ`2 /2H
TmMi�iQ`2- +?2 [mBM/B MQM /Bp2Mi� LlGG- K� +QMiBMm� � TmMi�`2
�HHǶBM/B`BxxQ /2HH� xQM� T`2+2/2Mi2K2Mi2 �HHQ+�i�X �++2/2`2 i`�KBi2 T
� [m2bi� xQM�- �/2bbQ HB#2`� 2 `B�HHQ+�#BH2- ĕ b+Q``2iiQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9j3 f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

>2�T
SQB+?û H2 p�`B�#BHB /BM�KB+?2 TQbbQMQ 2bb2`2 +`2�i2 2 /Bbi`mii2 BM mM
[m�HbB�bB TmMiQ /2H T`Q;`�KK� 2bb2 MQM TQbbQMQ 2bb2`2 �HHQ+�i2 bmHHQ
bi�+FX
o2M;QMQ �HHQ+�i2 BM mMǶ�Hi`� xQM� /B K2KQ`B� +?B�K�i� ?2�T
UKm++?BQVX G� HQ`Q ;2biBQM2 `BbmHi� KQHiQ TBɍ BM2{+B2Mi2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9jN f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

S`Q/mxBQM2 /B ;�`#�;2 UbT�xx�im`�V
aB p2`B}+� [m�M/Q H� K2KQ`B� �HHQ+�i� /BM�KB+�K2Mi2 `BbmHi�
HQ;B+�K2Mi2 BM�++2bbB#BH2- 2 [mBM/B bT`2+�i�- T2`+?û MQM 2bBbi2 �H+mM
`B72`BK2MiQ �/ 2bb�X
1b2KTBQ,
S4K�HHQ+UbBx2Q7UhBTQ.�iQVVc
XXX
S4Zc
AM [m2biQ KQ/Q H� +2HH� TmMi�i� /� S bm#BiQ /QTQ HǶ�bb2;M�K2MiQ S4Z
T2`/2 Q;MB TQbbB#BHBi¨ /B �++2bbQ U/� +mB BH i2`KBM2 bT�xx�im`�VX

 P 
 

Q 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 99y f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

S`Q/mxBQM2 /B ;�`#�;2 UbT�xx�im`�V
aB p2`B}+� [m�M/Q H� K2KQ`B� �HHQ+�i� /BM�KB+�K2Mi2 `BbmHi�
HQ;B+�K2Mi2 BM�++2bbB#BH2- 2 [mBM/B bT`2+�i�- T2`+?û MQM 2bBbi2 �H+mM
`B72`BK2MiQ �/ 2bb�X
1b2KTBQ,
S4K�HHQ+UbBx2Q7UhBTQ.�iQVVc
XXX
S4Zc
AM [m2biQ KQ/Q H� +2HH� TmMi�i� /� S bm#BiQ /QTQ HǶ�bb2;M�K2MiQ S4Z
T2`/2 Q;MB TQbbB#BHBi¨ /B �++2bbQ U/� +mB BH i2`KBM2 bT�xx�im`�VX

 P 
 

Q 

garbage 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 99y f 8RN



6mMxBQMB �HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�

_B72`BK2MiB ~miim�MiB U/�M;HBM; `272`2M+2bV
aBKK2i`B+Q �H T`Q#H2K� T`2+2/2Mi2, +QMbBbi2 M2H +`2�`2 `B72`BK2MiB
7�bmHHB � xQM2 /B K2KQ`B� HQ;B+�K2Mi2 BM2bBbi2MiBX
1b2KTBQ,
S4Zc
7`22UZVc
GǶQT2`�xBQM2 7`22UZV T`QpQ+� BH `BH�b+BQ /2HH� K2KQ`B� �HHQ+�i� T2`
H� p�`B�#BH2 +mB Z TmMi�
S TmMi� � mM� xQM� /B K2KQ`B� MQM TBɍ bB;MB}+�iBp� UTmǁ 2bb2`2
`Bmb�i� BM 7mim`QVX
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Equivalenza e minimizzazione

Problema: due descrizioni di linguaggi regolari denotano lo stesso
linguaggio?

vedremo un algoritmo che permette di stabilire se due FA
definiscono lo stesso linguaggio, sono equivalenti

una conseguenza importante, è l’esistenza di un modo per
minimizzare un automa, ovvero per trovare l’automa minimo
(con il minor numero di stati) equivalente

l’automa minimo è unico a meno di ridenominazione degli stati

C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23



Linguaggi regolari Esercitazione su Pumping Lemma e proprietà di Chiusura per i linguaggi regolari

Stati equivalenti

Sia A = (Q,⌃, �, q0,F ) un DFA, e {p, q} ✓ Q. Definiamo

p ⌘ q , 8w 2 ⌃⇤ : �̂(p,w) 2 F se e solo se �̂(q,w) 2 F

• Se p ⌘ q diciamo che p e q sono equivalenti
• Se p 6⌘ q diciamo che p e q sono distinguibili
In altre parole: p e q sono distinguibili se e solo se

9w : �̂(p,w) 2 F e �̂(q,w) /2 F , o viceversa

Ovvero se e solo se esiste almeno una stringa w che li di↵erenzia,
ovvero l’automa si muove da p in uno stato accettante e da q in
uno stato non accettante (o viceversa).
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Esempio

Start

0

0

1

1

0

1

0

1

1
0

01

0
11

0

A B C D

E F G H

�̂(C , ✏) 2 F , �̂(G , ✏) /2 F ) C 6⌘ G
�̂(A, 01) = C 2 F , �̂(G , 01) = E /2 F ) A 6⌘ G
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Stati distinguibili

Alcuni stati distinguibili:

C 6= G infatti C è accettante e G no. Formalmente, la stringa
che li distingue è la stringa vuota,

�̂(C , ✏) 2 F , �̂(G , ✏) /2 F

Consideriamo A e G . Non sono distinti da ✏ (entrambi non
sono accettanti). Non sono distinti da 0 perche porta A in B
e G in se stesso, ma entrambi non sono accettanti.
Analogamente non sono distinti da 1 perche porta A in F e G
in E , ma entrambi non sono accettanti. Abbiamo tuttavia:

�̂(A, 01) = C 2 F , �̂(G , 01) = E /2 F ) A 6⌘ G

Dato che C è accettante e E non lo è, la stringa 01 distingue
A da G , ovvero A 6⌘ G .
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Cosa si può dire su A e E?

Start

0

0

1

1

0

1

0

1

1
0

01

0
11

0

A B C D

E F G H

�̂(A, ✏) = A /2 F , �̂(E , ✏) = E /2 F
�̂(A, 1) = F = �̂(E , 1)
Quindi �̂(A, 1x) = �̂(E , 1x) = �̂(F , x)
�̂(A, 00) = G = �̂(E , 00)
�̂(A, 01) = C = �̂(E , 01)
Conclusione: A ⌘ E .
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Algoritmo induttivo

Possiamo calcolare tutte e sole le coppie di stati distinguibili con il
seguente metodo induttivo (algoritmo di riempimento-tabella):
Formalmente, calcoliamo la minima relazione RA ✓ Q ⇥Q tale che
Base: Se p 2 F e q 62 F , allora (p, q) 2 RA, ovvero p 6⌘ q.
Induzione: Se 9a 2 ⌃ : (�(p, a), �(q, a)) 2 RA, ovvero
�(p, a) 6⌘ �(q, a), allora (p, q) 2 RA, ovvero p 6⌘ q.
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Algoritmo induttivo

Applichiamo l’algoritmo ad A:

B

C

D

E

F

G

H

A B C D E F G

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x x

Le coppie marcate nella tabella stanno in RA (sono distinguibili).
Le coppie (E ,A), (B ,H), (F ,D) /2 RA sono le uniche che risultano
non distinguibili, equivalenti.
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Algoritmo: dettagli

1 Marcare tutte le coppie (qi , qj).qi 2 F ^ qj 62 F o viceversa:
dato che C è l’unico stato accettante, l’algoritmo parte con
(C , q) 2 RA per qualsiasi altro stato q

2 Marcare ogni coppia non ancora marcata (qi , qj) se
(�(qi , a), �(qj , a)) (a 2 ⌃) è già marcata: marchiamo gli stati
(p, q) che si muovono con a in una coppia di stati del punto
1. Ad es. la coppia (E ,F ) viene aggiunta perché si muove in
(H,C ) con input 0. Analogamente, vengono aggiunte tutte le
altre coppie, ad eccezione di (A,G ) ed (E ,G ).

3 Ripetere il passo precedente fino a che non si possono marcare
ulteriori stati: al passo successivo si aggiungono le coppie
(A,G ) ed (E ,G ). Infatti in entrambi i casi i due stati si
muovono, leggendo 1, negli stati (E ,F ), che sono stati
aggiunti al passo 2.

4 Le coppie rimaste (qi , qj) 62 RA sono di stati indistinguibili:
non ci sono altre coppie da aggiungere, rimangono fuori solo
le coppie (E ,A), (B ,H), (F ,D).C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23
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Variante al modo di procedere (Algoritmo di Hopcroft)

1 Si inizia proponendo una prima partizione: gli stati in F e
quelli Q \ F , in modo da non avere nella partizione finale
nessuna classe con stati finale e non finali.

2 Poi iterativamente si a�na questa partizione, fino ad arrivare
alle classe finali: per ogni stato q di una classe si osserva dove
si arriva con 0: se non si rimane nella stessa classe di q, allora
q forma una nuova classe insieme agli stati che si comportano
come q, ovvero che su 0 vanno nello stesso stato raggiunto da
q su 0. Si ripete il procedimento su 1. A questo punto si
procede con la intersezione delle partizioni ottenute e si ripete
il procedimento a partire dalle nuove classi.
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Altro modo di procedere (2)

1 Dividiamo gli stati in {C} e {A,B ,D,E ,F ,G ,H}.
2 Osserviamo che con 0: da A si va in B (stessa classe), da B si

va in G (stessa classe), mentre da D si va in C (l’altra
classe), da E si va in H (stessa classe), da F si va in C (altra
classe, come G ), da G si va in G (stessa classe), infine da H
si va in G (stessa classe). Nuova partizione della classe degli
stati non finali: {A,B ,E ,G ,H} e {D,F}.

3 Osserviamo che con 1: da A si va in F (stessa classe), da B si
va in C (altra classe), mentre da D si va in G (stessa classe),
da E si va in F (stessa classe), da F si va in G (stessa classe),
da G si va in E (stessa classe), infine da H si va in C (altra
classe). Nuova partizione della classe degli stati non finali:
{A,D,E ,F ,G} e {B ,H}.

4 Intersecando otteniamo: {A,E ,G}, {B ,H}, {C}, {D,F}.
5 Ripetiamo. e otteniamo: {A,E} e {G}.
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Correttezza dell’algoritmo

Teorema 4.20: Se p e q non sono distinguibili dall’algoritmo,
allora p ⌘ q. Ovvero

(p, q) /2 RA sse p ⌘ q

Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che esista una
coppia“sbagliata” {p, q}, tale che

1 9w : �̂(p,w) 2 F , �̂(q,w) /2 F , o viceversa.

2 L’algoritmo non distingue tra p e q, ovvero (p, q) /2 RA.

Sia w = a1a2 · · · an la stringa più corta che identifica la coppia
“sbagliata” {p, q}, ovvero �̂(p,w) 2 F and �̂(q,w) /2 F .
Allora w 6= ✏ perché altrimenti l’algoritmo distinguerebbe p da q
(caso base). Quindi n � 1 (deve esserci almeno un simbolo a1).
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Consideriamo gli stati r = �(p, a1) e s = �(q, a1)

Notiamo che

�̂(p,w) = �̂(r , a2 · · · an) 2 F and �̂(q,w) = �̂(s, a2 · · · an) /2 F

Allora {r , s} non può essere una coppia sbagliata perché
{r , s} sarebbe identificata da una stringa più corta di w .

Quindi, l’algoritmo deve aver scoperto nel caso base che r and
s sono distinguibili, ovvero (r , s) 2 RA.

Ma allora l’algoritmo distinguerebbe p da q nella parte
induttiva. Contraddizione.

Quindi non ci sono coppie ”sbagliate” e il teorema è vero.

C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23



Linguaggi regolari Esercitazione su Pumping Lemma e proprietà di Chiusura per i linguaggi regolari

Testare l’equivalenza di linguaggi regolari

Siano L e M linguaggi regolari (descritti in qualche forma).
Per testare se L = M

1 convertiamo sia L che M in DFA.

2 Immaginiamo il DFA che sia l’unione dei due DFA (non
importa se ha due stati iniziali)

3 Se l’algoritmo dice che i due stati iniziali sono distinguibili,
allora L 6= M, altrimenti L = M.
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Esempio

Start

Start

0

0

1

1

0

1 0

1

1

0

A B

C D

E

Possiamo vedere che entrambi i DFA accettano L(✏+ (0+ 1)⇤0).
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Esempio

Il risultato dell’algoritmo è

B

C

D

E

A B C D

x

x

x

x

x x

La coppia di stati iniziali (A,C ) non è marcata. Quindi i due
automi sono equivalenti.
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Minimizzazione di DFA

Possiamo usare l’algoritmo per minimizzare un DFA mettendo
insieme tutti gli stati equivalenti. Cioè rimpiazzando p by p/⌘ .

Il DFA unione di prima ha le seguenti classi di equivalenza:
{{A,C ,D}, {B ,E}}.
Notare: a�nché p/⌘ sia una classe di equivalenza, la
relazione ⌘ deve essere una relazione di equivalenza
(riflessiva, simmetrica, e transitiva).
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Classi di equivalenza

B

C

D

E

F

G

H

A B C D E F G

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x x

Il primo DFA esaminato ha le seguenti classi di equivalenza:

{{A,E}, {B ,H}, {C}, {D,F}, {G}}
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Transitività

Teorema 4.23: Se p ⌘ q e q ⌘ r , allora p ⌘ r .

Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che p 6⌘ r .

Allora 9w tale che �̂(p,w) 2 F e �̂(r ,w) 62 F , o viceversa.

Lo stato �̂(q,w) o è di accettazione o no.

Caso 1: �̂(q,w) è di accettazione. Allora q 6⌘ r .

Caso 2: �̂(q,w) non è di accettazione. Allora p 6⌘ q.

Il caso contrario può essere dimostrato simmetricamente.

Quindi deve essere p ⌘ r .
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Minimizzazione di automi

Per minimizzare un DFA A = (Q,⌃, �, q0,F ) costruiamo un DFA
B = (Q/⌘ ,⌃, �, q0/⌘ ,F/⌘), dove

�(p/⌘ , a) = �(p, a)/⌘ ,

ovvero le mosse della classe di equivalenza dello stato p, per ogni
a 2 ⌃ sono la classe di equivalenza trovata tramite � per ogni
stato p 2 p/⌘ .
Nota A�nché B sia ben definito, dobbiamo mostrare che

Se p ⌘ q allora �(p, a) ⌘ �(q, a)

Se �(p, a) 6⌘ �(q, a), allora l’algoritmo concluderebbe p 6⌘ q, quindi
B è ben definito.
Analogamente, si può mostrare che F/⌘ contiene tutti e soli gli
stati accettanti di A.

C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23



Linguaggi regolari Esercitazione su Pumping Lemma e proprietà di Chiusura per i linguaggi regolari

Esempio

Possiamo minimizzare

Start

0

0

1

1

0

1

0

1

1
0

01

0
11
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A B C D

E F G H
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Esempio

Otteniamo:

Start

1

0

0

1

1

0

1
0

1

0A,E

G D,F

B,H C
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Commenti

Gli stati sono le classi di equivalenza

{{A,E}, {B ,H}, {C}, {D,F}, {G}}

lo stato iniziale è la classe di equivalenza dello stato iniziale A,
ovvero {A,E}
gli stati accettanti sono le classi di equivalenza dell’unico
stato accettante C , ovvero {C}
per ogni classe di equivalenza e per ogni simbolo, tutta la
classe si muove in modo uniforme. Esempio: {A,E} leggendo
0 si muove in {B ,H}.
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Nota: Non possiamo applicare l’algoritmo agli NFA. Proviamo a
minimizzare, ad esempio, l’NFA che riconosce il linguaggio
(0 + 1)⇤(10)⇤(0 + 1)⇤0

Start

0,1

0

1 0

A B

C

Intuitivamente possiamo rimuovere lo stato C e le sue
transizioni.

L’algoritmo tuttavia non riporterebbe nessuna coppia di stati
equivalenti

B è finale e distinguibile da A e C

Si può togliere lo stato C e il ciclo, ma A 6⌘ C , quindi
l’automa non è minimo.
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Perché non si può migliorare il DFA minimizzato

Sia B il DFA minimizzato ottenuto applicando l’algoritmo al
DFA A.

Sappiamo già che L(A) = L(B).

Potrebbe esistere un DFA C , con L(C ) = L(B) e meno stati
di B?

Applichiamo l’algoritmo a B “unito con” C .

Dato che L(B) = L(C ), abbiamo qB0 ⌘ qC0 .

Inoltre, �(qB0 , a) ⌘ �(qC0 , a), per ogni a.
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Per ogni stato p in B esiste almeno uno stato q in C , tale che
p ⌘ q.

Dimostrazione:
Non ci sono stati inaccessibili, quindi p = �̂(qB0 , a1a2 · · · ak),
per una qualche stringa a1a2 · · · ak .
Allora q = �̂(qC0 , a1a2 · · · ak), e p ⌘ q.
Dato che C ha meno stati di B , ci devono essere due stati r e
s di B tali che r ⌘ t ⌘ s, per qualche stato t di C .
Ma allora r ⌘ s che è una contraddizione, dato che B è stato
costruito dall’algoritmo.
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OBM+Hm/2 Ibi/HB#X?=
K�BMUV
&
BMi t 4 Ry-  SR-  Skc

SR 4 K�HHQ+UbBx2Q7UBMiVVc
 SR 4 k tc
Sk 4 SRc
 Sk4 j U SRVc
T`BMi7U]t4W/  SR4W/  Sk4W/ $M]- t-  SR-  SkVc
7`22USRVc
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OBM+Hm/2 Ibi/BQX?=
OBM+Hm/2 Ibi/HB#X?=
K�BMUV
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*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 998 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi2

Ĕ KQHiQ +QKmM2 /Qp2` `�TT`2b2Mi�`2 b2[m2Mx2 /B 2H2K2MiB imiiB /2HHQ
bi2bbQ iBTQ 2 7�`2 QT2`�xBQMB bm /B 2bb2X
1b2KTB, b2[m2Mx� /B BMi2`B Ukj 9e 8 k3 jV

b2[m2Mx� /B +�`�ii2`B U^t^ ^`^ ^7^V
b2[m2Mx� /B T2`bQM2 +QM MQK2 2 /�i� /B M�b+Bi�

6BMQ`� �##B�KQ mb�iQ ;HB �``�v T2` `2�HBxx�`2 i�HB bi`miim`2- MQMQbi�Mi2
+Bǁ TQ`iB i�HpQHi� � mM BKTB2;Q BM2{+B2Mi2 /2HH� K2KQ`B�X
o2/B�KQ �/2bbQ mM KQ/Q #�b�iQ bmHHǶ�HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /B p�`B�#BHB-
+?2 +B T2`K2ii2 /B `2�HBxx�`2 HBbi2 /B 2H2K2MiB BM K�MB2`� +?2 H�
K2KQ`B� }bB+� miBHBxx�i� +Q``BbTQM/� K2;HBQ � [m2HH� �bi`�ii�- +BQĕ �H
MmK2`Q /B 2H2K2MiB /2HH� b2[m2Mx� +?2 pQ;HB�KQ `�TT`2b2Mi�`2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 99e f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

.Bp2`bB KQ/B /B `�TT`2b2Mi�`2 b2[m2Mx2 /B 2H2K2MiB

RX _�TT`2b2Mi�xBQM2 b2[m2MxB�H2, i`�KBi2 �``�v
o�Mi�;;B,

HǶ�++2bbQ �;HB 2H2K2MiB ĕ /B`2iiQ Ui`�KBi2 BM/B+2V 2/ 2{+B2Mi2
HǶQ`/BM2 /2;HB 2H2K2MiB ĕ [m2HHQ BM K2KQ`B� =) MQM b2`pQMQ bi`miim`2
/�iB �//BxBQM�HB
ĕ b2KTHB+2 K�MBTQH�`2 HǶBMi2`� bi`miim`� U+QTB�- Q`/BM�K2MiQ- ĘV

ap�Mi�;;B,
/Q##B�KQ �p2`2 mMǶB/2� T`2+Bb� /2HH� /BK2MbBQM2 /2HH� b2[m2Mx�
BMb2`B`2 Q 2HBKBM�`2 2H2K2MiB ĕ +QKTHB+�iQ 2/ BM2{+B2Mi2 U+QKTQ`i� mM
MmK2`Q /B bTQbi�K2MiB +?2 M2H +�bQ T2;;BQ`2 Tmǁ 2bb2`2 /2HHǶQ`/BM2 /2H
MmK2`Q /2;HB 2H2K2MiB /2HH� bi`miim`�V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 99d f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

kX _�TT`2b2Mi�xBQM2 +QHH2;�i�
lM� HBbi� +QM+�i2M�i� ĕ mM� b2[m2Mx� HBM2�`2 /B MQ/B- +B�b+mMQ /2B
[m�HB K2KQ`Bxx� mM p�HQ`2 2 +QMiB2M2 mM `B72`BK2MiQ UTmMi�iQ`2V �H
MQ/Q bm++2bbBpQ M2HH� b2[m2Mx�X
S2` �;;BmM;2`2 2 +�M+2HH�`2 MQ/B BM [m�HmM[m2 TQbBxBQM2
b2KTHB+2K2Mi2 �;;Bmbi�M/Q BH bBbi2K� /B TmMi�iQ`B b2Mx� QT2`�`2 bmB
MQ/B MQM BMi2`2bb�iB /�HH� �;;BmMi� Q /�HH� +�M+2HH�xBQM2X
GǶ�++2bbQ �;HB 2H2K2MiB ĕ /B iBTQ b2[m2MxB�H2, T2` �++2/2`2 �H ;2M2`B+Q
MQ/Q- bB /2p2 b+�M/B`2 H� HBbi�- /�iQ +?2 HǶ�++2bbQ �/ mM 2H2K2MiQ ĕ
TQbbB#BH2 �ii`�p2`bQ BH TmMi�iQ`2 +QMi2MmiQ M2HHǶ2H2K2MiQ T`2+2/2Mi2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 993 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

kX _�TT`2b2Mi�xBQM2 +QHH2;�i� U+QMiBMm�V
G� b2[m2Mx� /B 2H2K2MiB pB2M2 `�TT`2b2Mi�i� /� mM� bi`miim`� /B /�iB
+QHH2;�i�- `2�HBxx�i� i`�KBi2 bi`miim`2 2 TmMi�iQ`BX
P;MB 2H2K2MiQ ĕ `�TT`2b2Mi�iQ +QM mM� bi`miim`� *,

mM +�KTQ UQ TBɍ +�KTB b2 M2+2bb�`BQV T2` HǶ2H2K2MiQ U�/ 2bX BMiV
mM +�KTQ TmMi�iQ`2 �HH� bi`miim`� +?2 `�TT`2b2Mi� HǶ2H2K2MiQ
bm++2bbBpQ UQppB�K2Mi2- i�H2 bi`miim`� ?� iBTQ B/2MiB+Q � [m2HHQ /2HH�
bi`miim`� +Q``2Mi2V

GǶmHiBKQ 2H2K2MiQ MQM ?� mM 2H2K2MiQ bm++2bbBpQ
BH +�KTQ TmMi�iQ`2 ?� p�HQ`2 LlGG +?2 �bbmK2 [mBM/B BH bB;MB}+�iQ /B
ǳ}M2 HBbi�ǴX

GǶBMBxBQ /2HH� HBbi� ĕ BM/BpB/m�iQ /� mM� p�`B�#BH2 /2H iBTQ /2B TmMi�iQ`B
�B p�`B 2H2K2MiBX

a�`¨ MQbi`� �#Bim/BM2 �ii`B#mB`2 � [m2bi� p�`B�#BH2 BH MQK2 bi2bbQ /2HH�
HBbi�- B/2MiB}+�M/Q BH +QM+2iiQ /B ǳBMBxBQ HBbi�Ǵ U Q ǳi2bi� /2HH� HBbi�ǴV
+QM H� HBbi� bi2bb�X

HǶ�++2bbQ � mM� HBbi� �ppB2M2 �ii`�p2`bQ BH TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 99N f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

:`�}+�K2Mi2

25 8 5

lista

G� p�`B�#BH2 HBbi�- /B iBTQ TmMi�iQ`2- ĕ miBHBxx�i� T2` �++2/2`2 �HH�
b2[m2Mx�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98y f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

.2}MBxBQM2 `B+Q`bBp� /B HBbi�

SQbbB�KQ /2}MB`2 `B+Q`bBp�K2Mi2 mM� HBbi� +QK2 b2;m2X
lM� HBbi� ĕ mM� bi`miim`� /2}MBi� bm mM BMbB2K2 /B 2H2K2MiB +?2,

MQM +QMiB2M2 M2bbmM 2H2K2MiQ UHBbi� pmQi� [ ]V- QTTm`2
+QMiB2M2 mM 2H2K2MiQ 1G /2iiQ i2bi� U?2�/V /2HH� HBbi�V b2;mBiQ /�H
`2biQ /2HH� HBbi� G- /2ii� +Q/�, U[1G, G]V

G� /2}MBxBQM2 mb�i� /�H * `B~2ii2 T`QT`BQ [m2bi� /2}MBxBQM2X lM�
p�`B�#BH2 /B iBTQ HBbi� Tmǁ p�H2`2 LlGG U+?2 `�TT`2b2Mi� H� HBbi�
pmQi�V- QTTm`2 Tmǁ 2bb2`2 mM TmMi�iQ`2 � mM� bi`miim`� +?2 +QMiB2M2
mM /�iQ TBɍ mM TmMi�iQ`2- +?2 `�TT`2b2Mi� mMǶ�Hi`� HBbi�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98R f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, a2[m2Mx2 /B BMi2`BX
bi`m+i 1G &

BMi BM7Qc
bi`m+i 1G  M2tic

'c
ivT2/27 bi`m+i 1G 1H2K2MiQGBbi�c
ivT2/27 1H2K2MiQGBbi�  GBbi�.B1H2K2MiBc

R G� T`BK� /B+?B�`�xBQM2 bi`m+i 1G /2}MBb+2 mM T`BKQ +�KTQ- BM7Q-
/B iBTQ BMi 2 T2`K2ii2 /B /B+?B�`�`2 BH +�KTQ M2ti +QK2 TmMi�iQ`2 �H
iBTQ bi`miim`�iQ +?2 bB bi� /2}M2M/Qc

k H� b2+QM/� /B+?B�`�xBQM2 miBHBxx� ivT2/27 T2` `B/2MQKBM�`2 BH iBTQ
bi`m+i 1G +QK2 1H2K2MiQGBbi�c

j H� i2`x� /B+?B�`�xBQM2 /2}MBb+2 BH iBTQ GBbi�.B1H2K2MiB +QK2
TmMi�iQ`2 �H iBTQ 1H2K2MiQGBbi�X
� [m2biQ TmMiQ TQbbB�KQ /2}MB`2 p�`B�#BHB /B iBTQ HBbi�,
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�R- GBbi�kc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98k f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

8 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

8 

3 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

8 

3 

15 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

�HB�bBM;
aB T�`H� /B �HB�bBM; [m�M/Q bB miBHBxx�MQ /m2 TmMi�iQ`B U�HB�bV T2` 7�`
`B72`BK2MiQ �HHQ bi2bbQ p�HQ`2X
a2 bB KQ/B}+� BH p�HQ`2 TmMi�iQ /� mMQ /2B /m2- BKTHB+Bi�K2Mi2 U+QK2
2z2iiQ +QHH�i2`�H2V bB KQ/B}+� �M+?2 BH p�HQ`2 TmMi�iQ /�HHǶ�Hi`Q-
2bb2M/Q HQ bi2bbQX
Zm2biQ ĕ mM 72MQK2MQ T�`iB+QH�`K2Mi2 `BH2p�Mi2 [m�M/Q bB
K�MBTQH�MQ HBbi2X
L2HHǶ2b2KTBQ pBbiQ T`BK�- b2 �p2bbB,
HBbi�k4�1Hkc
HBbi�k @@= BM7Q 4 N
�HHQ`� �p`2B �M+?2 +?2 H� +QM/BxBQM2
UU1HR@@=M2tiV@@=BM7Q 44 NV b�`2##2 p2`�
_B+Q`/B�KQ +?2 HBbi�k @@= BM7Q 2[mBp�H2 � U HBbi�kVXBM7Q

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 989 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

L2H T`Q;`�KK� +?2 �##B�KQ �TT2M� pBbiQ T2` +`2�`2 mM� HBbi� /B i`2
2H2K2MiB /Q##B�KQ /B+?B�`�`2 i`2 p�`B�#BHB /B iBTQ 1H2K2MiQGBbi�X
AH MmK2`Q /2;HB 2H2K2MiB /2HH� HBbi� /2p2 2bb2`2 /2+BbQ � i2KTQ /B
+QKTBH�xBQM2X
LQM ĕ TQbbB#BH2- T2` 2b2KTBQ- +`2�`2 mM� HBbi� +QM mM MmK2`Q /B
2H2K2MiB H2iiB BM BM;`2bbQX J� �HHQ`� [m�H ĕ BH p�Mi�;;BQ `BbT2iiQ
�HHǶ�``�v\
Zm2HHQ +?2 �##B�KQ pBbiQ MQM ĕ HǶmMB+Q KQ/QX SQbbB�KQ `B+Q``2`2
�HHǶ�HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 988 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f �HHQ+�xBQM2 T`BKQ 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=BM7Q 4 3c

HBbi�@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f b2+QM/Q 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=M2ti@=BM7Q 4 jc
HBbi�@=M2ti@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f i2`xQ 2H2K2MiQ  f
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=BM7Q 4 R8c
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=M2ti 4 LlGGc

PILA HEAP 

lista ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98e f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f �HHQ+�xBQM2 T`BKQ 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=BM7Q 4 3c

HBbi�@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f b2+QM/Q 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=M2ti@=BM7Q 4 jc
HBbi�@=M2ti@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f i2`xQ 2H2K2MiQ  f
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=BM7Q 4 R8c
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=M2ti 4 LlGGc

PILA HEAP 

lista 
info next 

8 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98e f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f �HHQ+�xBQM2 T`BKQ 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=BM7Q 4 3c

HBbi�@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f b2+QM/Q 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=M2ti@=BM7Q 4 jc
HBbi�@=M2ti@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f i2`xQ 2H2K2MiQ  f
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=BM7Q 4 R8c
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=M2ti 4 LlGGc

PILA HEAP 

lista 
info next 

8 

info next 

3 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98e f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f �HHQ+�xBQM2 T`BKQ 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=BM7Q 4 3c

HBbi�@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f b2+QM/Q 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=M2ti@=BM7Q 4 jc
HBbi�@=M2ti@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f i2`xQ 2H2K2MiQ  f
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=BM7Q 4 R8c
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=M2ti 4 LlGGc

PILA HEAP 

lista 
info next 

8 

info next 

3 

info next 

15 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98e f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

Pbb2`p�xBQMB,
HBbi� ĕ /B iBTQ GBbi�.B1H2K2MiB- [mBM/B ĕ mM TmMi�iQ`2 2 MQM mM�
bi`miim`�
H� xQM� /B K2KQ`B� T2` Q;MB 2H2K2MiQ /2HH� HBbi� UMQM T2` Q;MB
p�`B�#BH2 /B iBTQ GBbi�.B1H2K2MiBV /2p2 2bb2`2 �HHQ+�i�
2bTHB+Bi�K2Mi2 +QM K�HHQ+
1bBbi2 mM KQ/Q TBɍ b2KTHB+2 /B +`2�`2 H� HBbi� /B j 2H2K2MiB\
*`2B�KQ H� HBbi� � T�`iB`2 /�H 7QM/Q5

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98d f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 

aux ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

info next 

8 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

info next 

8 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

info next 

8 

info next 

3 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

info next 

8 

info next 

3 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

PT2`�xBQMB bmHH2 HBbi2
.2}MB�KQ mM� b2`B2 /B T`Q+2/m`2 2 7mMxBQMB T2` QT2`�`2 bmHH2 HBbi2X
lbB�KQ HBbi2 /B BMi2`B T2` b2KTHB+Bi¨- K� imii2 H2 QT2`�xBQMB bQMQ
`2�HBxx�#BHB BM KQ/Q /2H imiiQ �M�HQ;Q bm HBbi2 /B �Hi`Q iBTQ Ub�HpQ `�`2
2++2xBQMBV
6�++B�KQ `B72`BK2MiQ �HH2 /B+?B�`�xBQMB /2B iBTB 1H2K2MiQGBbi� 2
GBbi�.B1H2K2MiB pBbi2 BM T`2+2/2Mx�

AMBxB�HBxx�xBQM2
.2}MB�KQ mM� T`Q+2/m`� +?2 BMBxB�HBxx� mM� HBbi� �bb2;M�M/Q BH p�HQ`2
LlGG �HH� p�`B�#BH2 i2bi� /2HH� HBbi�X
h�H2 p�`B�#BH2 /2p2 2bb2`2 KQ/B}+�i� 2 [mBM/B T�bb�i� T2` BM/B`BxxQX
*Bǁ T`QpQ+�- M2HHǶBMi2bi�xBQM2 /2HH� T`Q+2/m`�- H� T`2b2Mx� /B mM
TmMi�iQ`2 � TmMi�iQ`2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98N f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�V
&
 HBbi�4LlGGc
'

amTTQMB�KQ Q`� +?2 AMBxB�HBxx� bB� +?B�K�i� T�bb�M/Q +QK2
T�`�K2i`Q HǶBM/B`BxxQ /2HH� p�`B�#BH2 GBbi�R /B iBTQ
GBbi�.B1H2K2MiB- �/ 2b2KTBQ,

GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�U�GBbi�RVc

PILA 

Lista1 ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ey f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�V
&
 HBbi�4LlGGc
'

amTTQMB�KQ Q`� +?2 AMBxB�HBxx� bB� +?B�K�i� T�bb�M/Q +QK2
T�`�K2i`Q HǶBM/B`BxxQ /2HH� p�`B�#BH2 GBbi�R /B iBTQ
GBbi�.B1H2K2MiB- �/ 2b2KTBQ,

GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�U�GBbi�RVc

PILA 

Lista1 ? 

RDA Inizializza 

lista 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ey f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�V
&
 HBbi�4LlGGc
'

amTTQMB�KQ Q`� +?2 AMBxB�HBxx� bB� +?B�K�i� T�bb�M/Q +QK2
T�`�K2i`Q HǶBM/B`BxxQ /2HH� p�`B�#BH2 GBbi�R /B iBTQ
GBbi�.B1H2K2MiB- �/ 2b2KTBQ,

GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�U�GBbi�RVc

PILA 

Lista1 

RDA Inizializza 

lista 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ey f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�V
&
 HBbi�4LlGGc
'

amTTQMB�KQ Q`� +?2 AMBxB�HBxx� bB� +?B�K�i� T�bb�M/Q +QK2
T�`�K2i`Q HǶBM/B`BxxQ /2HH� p�`B�#BH2 GBbi�R /B iBTQ
GBbi�.B1H2K2MiB- �/ 2b2KTBQ,

GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�U�GBbi�RVc

PILA  

Lista1 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ey f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*Qb� bm++2/2`2##2 b2 T�bb�bbBKQ BH T�`�K2i`Q T2` p�HQ`2\
pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
HBbi�4LlGGc

'

K�BMUV &
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA  

Lista1 ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eR f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*Qb� bm++2/2`2##2 b2 T�bb�bbBKQ BH T�`�K2i`Q T2` p�HQ`2\
pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
HBbi�4LlGGc

'

K�BMUV &
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA  

Lista1 ? 

lista ? 

RDA Inizializza 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eR f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*Qb� bm++2/2`2##2 b2 T�bb�bbBKQ BH T�`�K2i`Q T2` p�HQ`2\
pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
HBbi�4LlGGc

'

K�BMUV &
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA  

Lista1 ? 

lista 

RDA Inizializza 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eR f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*Qb� bm++2/2`2##2 b2 T�bb�bbBKQ BH T�`�K2i`Q T2` p�HQ`2\
pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
HBbi�4LlGGc

'

K�BMUV &
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA  

Lista1 ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eR f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*QMi`QHHQ HBbi� pmQi�

#QQH2�M GBbi�omQi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
`2im`M UHBbi�44LlGGVc
'

� HBbi� pB2M2 T�bb�iQ BH p�HQ`2 +QMi2MmiQ M2HH� p�`B�#BH2 i2bi� /B HBbi� 2
[mBM/B TmMi� �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi� +QMbB/2`�i�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ek f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

ai�KT� /2;HB 2H2K2MiB /B mM� HBbi�
.�i� H� HBbi�

pQ;HB�KQ +?2 p2M;� bi�KT�iQ,
8 Ĝ> 3 Ĝ> 9 Ĝ> ff

  

5 8 4 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ej f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

o2`bBQM2 Bi2`�iBp�,
pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&

r?BH2 UHBb 54 LlGGV
&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

LX"X, HBb 4 HBb@=M2ti 7� TmMi�`2 HBb �HHǶ2H2K2MiQ bm++2bbBpQ /2HH�
HBbi�
�ii2MxBQM2, SQbbB�KQ mb�`2 HBb T2` b+Q``2`2 H� HBbi� T2`+?û- �p2M/Q
miBHBxx�iQ BH T�bb�;;BQ T2` p�HQ`2- H2 KQ/B}+?2 � HBb MQM bB
`BT2`+mQiQMQ bmH T�`�K2i`Q �iim�H2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e9 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&
r?BH2 UHBb 54 LlGGV

&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

K�BMUV
&
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
XXX
f +Qbi`mxBQM2 HBbi� 8 @@= 3 @@= 9  f
XXX
ai�KT�GBbi�UGBbi�RVc
XXX

'

 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e8 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&
r?BH2 UHBb 54 LlGGV

&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

K�BMUV
&
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
XXX
f +Qbi`mxBQM2 HBbi� 8 @@= 3 @@= 9  f
XXX
ai�KT�GBbi�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA HEAP 

5 

8 

4 
Lista1 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e8 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&
r?BH2 UHBb 54 LlGGV

&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

K�BMUV
&
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
XXX
f +Qbi`mxBQM2 HBbi� 8 @@= 3 @@= 9  f
XXX
ai�KT�GBbi�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA HEAP 

5 

8 

4 
Lista1 

lis 

RDA StampaLista 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e8 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&
r?BH2 UHBb 54 LlGGV

&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

K�BMUV
&
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
XXX
f +Qbi`mxBQM2 HBbi� 8 @@= 3 @@= 9  f
XXX
ai�KT�GBbi�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA HEAP 

5 

8 

4 
Lista1 

lis 

RDA StampaLista 

Output 

5 -->  

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e8 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&
r?BH2 UHBb 54 LlGGV

&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

K�BMUV
&
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
XXX
f +Qbi`mxBQM2 HBbi� 8 @@= 3 @@= 9  f
XXX
ai�KT�GBbi�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA HEAP 

5 

8 

4 
Lista1 

lis 

RDA StampaLista 

Output 

5 --> 8 -->  

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e8 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&
r?BH2 UHBb 54 LlGGV

&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

K�BMUV
&
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
XXX
f +Qbi`mxBQM2 HBbi� 8 @@= 3 @@= 9  f
XXX
ai�KT�GBbi�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA HEAP 

5 

8 

Lista1 

lis 

RDA StampaLista 

Output 

5 --> 8 --> 4 --> // 

4 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e8 f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&
r?BH2 UHBb 54 LlGGV

&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

K�BMUV
&
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
XXX
f +Qbi`mxBQM2 HBbi� 8 @@= 3 @@= 9  f
XXX
ai�KT�GBbi�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA HEAP 

5 

8 

Lista1 
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*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eN f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMb2`Bb+Bh2bi�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- hBTQ1H2KGBbi� 2H2KV
&
GBbi�.B1H2K2MiB �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 2H2Kc
�mt@=M2ti 4  HBbi�c
 HBbi� 4 �mtc

'

BH T`BKQ T�`�K2i`Q ĕ H� HBbi� /� KQ/B}+�`2 UT�bb�i� T2` BM/B`BxxQV
BH b2+QM/Q T�`�K2i`Q ĕ HǶ2H2K2MiQ /� BMb2`B`2 UT�bb�iQ T2` BM/B`BxxQV

1b2`+BxBQ
AKTQbi�`2 mM� +?B�K�i� �HH� T`Q+2/m`� 2 i`�++B�`2 HǶ2pQHmxBQM2 /B TBH�
2 ?2�T

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eN f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

BH T`BKQ T�`�K2i`Q ĕ H� HBbi� /� KQ/B}+�`2 UT�bb�i� T2` BM/B`BxxQV
BH b2+QM/Q T�`�K2i`Q ĕ HǶ2H2K2MiQ /� BMb2`B`2 UT�bb�iQ T2` BM/B`BxxQV

�ii2MxBQM2, M2H +�bQ /B HBbi2 /B iBTQ hBTQ1H2KGBbi� H� T`Q+2/m`� Tmǁ
2bb2`2 ;2M2`�HBxx�i� b2 bm i�H2 iBTQ ĕ /2}MBiQ HǶ�bb2;M�K2MiQ

1b2`+BxBQ
AKTQbi�`2 mM� +?B�K�i� �HH� T`Q+2/m`� 2 i`�++B�`2 HǶ2pQHmxBQM2 /B TBH�
2 ?2�T

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eN f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*�M+2HH�xBQM2 /2H T`BKQ 2H2K2MiQ

b2 H� HBbi� ĕ pmQi� MQM 7�++B�KQ MmHH�
�Hi`BK2MiB 2HBKBMB�KQ BH T`BKQ 2H2K2MiQ

=) H� HBbi� /2p2 2bb2`2 T�bb�i� T2` BM/B`BxxQ
+�M+2HH�`2 bB;MB}+� �M+?2 /2�HHQ+�`2 H� K2KQ`B� Q++mT�i� /�HHǶ2H2K2MiQ

=) /Q##B�KQ BMpQ+�`2 7`22 T�bb�M/Q BH TmMi�iQ`2 �HHǶ2H2K2MiQ /�
+�M+2HH�`2
=) ĕ M2+2bb�`BQ mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ

PILA HEAP 
 

8 

4 

lista 
5 

10 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9dy f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*�M+2HH�xBQM2 /2H T`BKQ 2H2K2MiQ

b2 H� HBbi� ĕ pmQi� MQM 7�++B�KQ MmHH�
�Hi`BK2MiB 2HBKBMB�KQ BH T`BKQ 2H2K2MiQ

=) H� HBbi� /2p2 2bb2`2 T�bb�i� T2` BM/B`BxxQ
+�M+2HH�`2 bB;MB}+� �M+?2 /2�HHQ+�`2 H� K2KQ`B� Q++mT�i� /�HHǶ2H2K2MiQ

=) /Q##B�KQ BMpQ+�`2 7`22 T�bb�M/Q BH TmMi�iQ`2 �HHǶ2H2K2MiQ /�
+�M+2HH�`2
=) ĕ M2+2bb�`BQ mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ

PILA HEAP 
 

8 

4 

lista 
5 

10 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9dy f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*�M+2HH�xBQM2 /2H T`BKQ 2H2K2MiQ

b2 H� HBbi� ĕ pmQi� MQM 7�++B�KQ MmHH�
�Hi`BK2MiB 2HBKBMB�KQ BH T`BKQ 2H2K2MiQ

=) H� HBbi� /2p2 2bb2`2 T�bb�i� T2` BM/B`BxxQ
+�M+2HH�`2 bB;MB}+� �M+?2 /2�HHQ+�`2 H� K2KQ`B� Q++mT�i� /�HHǶ2H2K2MiQ

=) /Q##B�KQ BMpQ+�`2 7`22 T�bb�M/Q BH TmMi�iQ`2 �HHǶ2H2K2MiQ /�
+�M+2HH�`2
=) ĕ M2+2bb�`BQ mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ

PILA HEAP 
 

8 

4 

lista 
5 

10 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9dy f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*�M+2HH�xBQM2 /2H T`BKQ 2H2K2MiQ

b2 H� HBbi� ĕ pmQi� MQM 7�++B�KQ MmHH�
�Hi`BK2MiB 2HBKBMB�KQ BH T`BKQ 2H2K2MiQ

=) H� HBbi� /2p2 2bb2`2 T�bb�i� T2` BM/B`BxxQ
+�M+2HH�`2 bB;MB}+� �M+?2 /2�HHQ+�`2 H� K2KQ`B� Q++mT�i� /�HHǶ2H2K2MiQ

=) /Q##B�KQ BMpQ+�`2 7`22 T�bb�M/Q BH TmMi�iQ`2 �HHǶ2H2K2MiQ /�
+�M+2HH�`2
=) ĕ M2+2bb�`BQ mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ

PILA HEAP 
 

8 

aux 

4 

lista 
5 

10 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9dy f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

*�M+2HH�xBQM2 /2H T`BKQ 2H2K2MiQ

b2 H� HBbi� ĕ pmQi� MQM 7�++B�KQ MmHH�
�Hi`BK2MiB 2HBKBMB�KQ BH T`BKQ 2H2K2MiQ

=) H� HBbi� /2p2 2bb2`2 T�bb�i� T2` BM/B`BxxQ
+�M+2HH�`2 bB;MB}+� �M+?2 /2�HHQ+�`2 H� K2KQ`B� Q++mT�i� /�HHǶ2H2K2MiQ

=) /Q##B�KQ BMpQ+�`2 7`22 T�bb�M/Q BH TmMi�iQ`2 �HHǶ2H2K2MiQ /�
+�M+2HH�`2
=) ĕ M2+2bb�`BQ mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ

PILA HEAP 
 

8 

aux 

4 

lista 
5 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9dy f 8ky



6mMxBQMB GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ *�M+2HH�S`BKQUGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�V
&

GBbi�.B1H2K2MiB �mtc
B7 U HBbi� 54 LlGGV

&
�mt 4  HBbi�c
 HBbi� 4 U HBbi�V@=M2tic
7`22U�mtVc

'
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9dR f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi2

Ĕ KQHiQ +QKmM2 /Qp2` `�TT`2b2Mi�`2 b2[m2Mx2 /B 2H2K2MiB imiiB /2HHQ
bi2bbQ iBTQ 2 7�`2 QT2`�xBQMB bm /B 2bb2X
1b2KTB, b2[m2Mx� /B BMi2`B Ukj 9e 8 k3 jV

b2[m2Mx� /B +�`�ii2`B U^t^ ^`^ ^7^V
b2[m2Mx� /B T2`bQM2 +QM MQK2 2 /�i� /B M�b+Bi�

6BMQ`� �##B�KQ mb�iQ ;HB �``�v T2` `2�HBxx�`2 i�HB bi`miim`2- MQMQbi�Mi2
+Bǁ TQ`iB i�HpQHi� � mM BKTB2;Q BM2{+B2Mi2 /2HH� K2KQ`B�X
o2/B�KQ �/2bbQ mM KQ/Q #�b�iQ bmHHǶ�HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /B p�`B�#BHB-
+?2 +B T2`K2ii2 /B `2�HBxx�`2 HBbi2 /B 2H2K2MiB BM K�MB2`� +?2 H�
K2KQ`B� }bB+� miBHBxx�i� +Q``BbTQM/� K2;HBQ � [m2HH� �bi`�ii�- +BQĕ �H
MmK2`Q /B 2H2K2MiB /2HH� b2[m2Mx� +?2 pQ;HB�KQ `�TT`2b2Mi�`2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 99e f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

.Bp2`bB KQ/B /B `�TT`2b2Mi�`2 b2[m2Mx2 /B 2H2K2MiB

RX _�TT`2b2Mi�xBQM2 b2[m2MxB�H2, i`�KBi2 �``�v
o�Mi�;;B,

HǶ�++2bbQ �;HB 2H2K2MiB ĕ /B`2iiQ Ui`�KBi2 BM/B+2V 2/ 2{+B2Mi2
HǶQ`/BM2 /2;HB 2H2K2MiB ĕ [m2HHQ BM K2KQ`B� =) MQM b2`pQMQ bi`miim`2
/�iB �//BxBQM�HB
ĕ b2KTHB+2 K�MBTQH�`2 HǶBMi2`� bi`miim`� U+QTB�- Q`/BM�K2MiQ- ĘV

ap�Mi�;;B,
/Q##B�KQ �p2`2 mMǶB/2� T`2+Bb� /2HH� /BK2MbBQM2 /2HH� b2[m2Mx�
BMb2`B`2 Q 2HBKBM�`2 2H2K2MiB ĕ +QKTHB+�iQ 2/ BM2{+B2Mi2 U+QKTQ`i� mM
MmK2`Q /B bTQbi�K2MiB +?2 M2H +�bQ T2;;BQ`2 Tmǁ 2bb2`2 /2HHǶQ`/BM2 /2H
MmK2`Q /2;HB 2H2K2MiB /2HH� bi`miim`�V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 99d f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

kX _�TT`2b2Mi�xBQM2 +QHH2;�i�
lM� HBbi� +QM+�i2M�i� ĕ mM� b2[m2Mx� HBM2�`2 /B MQ/B- +B�b+mMQ /2B
[m�HB K2KQ`Bxx� mM p�HQ`2 2 +QMiB2M2 mM `B72`BK2MiQ UTmMi�iQ`2V �H
MQ/Q bm++2bbBpQ M2HH� b2[m2Mx�X
S2` �;;BmM;2`2 2 +�M+2HH�`2 MQ/B BM [m�HmM[m2 TQbBxBQM2
b2KTHB+2K2Mi2 �;;Bmbi�M/Q BH bBbi2K� /B TmMi�iQ`B b2Mx� QT2`�`2 bmB
MQ/B MQM BMi2`2bb�iB /�HH� �;;BmMi� Q /�HH� +�M+2HH�xBQM2X
GǶ�++2bbQ �;HB 2H2K2MiB ĕ /B iBTQ b2[m2MxB�H2, T2` �++2/2`2 �H ;2M2`B+Q
MQ/Q- bB /2p2 b+�M/B`2 H� HBbi�- /�iQ +?2 HǶ�++2bbQ �/ mM 2H2K2MiQ ĕ
TQbbB#BH2 �ii`�p2`bQ BH TmMi�iQ`2 +QMi2MmiQ M2HHǶ2H2K2MiQ T`2+2/2Mi2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 993 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

kX _�TT`2b2Mi�xBQM2 +QHH2;�i� U+QMiBMm�V
G� b2[m2Mx� /B 2H2K2MiB pB2M2 `�TT`2b2Mi�i� /� mM� bi`miim`� /B /�iB
+QHH2;�i�- `2�HBxx�i� i`�KBi2 bi`miim`2 2 TmMi�iQ`BX
P;MB 2H2K2MiQ ĕ `�TT`2b2Mi�iQ +QM mM� bi`miim`� *,

mM +�KTQ UQ TBɍ +�KTB b2 M2+2bb�`BQV T2` HǶ2H2K2MiQ U�/ 2bX BMiV
mM +�KTQ TmMi�iQ`2 �HH� bi`miim`� +?2 `�TT`2b2Mi� HǶ2H2K2MiQ
bm++2bbBpQ UQppB�K2Mi2- i�H2 bi`miim`� ?� iBTQ B/2MiB+Q � [m2HHQ /2HH�
bi`miim`� +Q``2Mi2V

GǶmHiBKQ 2H2K2MiQ MQM ?� mM 2H2K2MiQ bm++2bbBpQ
BH +�KTQ TmMi�iQ`2 ?� p�HQ`2 LlGG +?2 �bbmK2 [mBM/B BH bB;MB}+�iQ /B
ǳ}M2 HBbi�ǴX

GǶBMBxBQ /2HH� HBbi� ĕ BM/BpB/m�iQ /� mM� p�`B�#BH2 /2H iBTQ /2B TmMi�iQ`B
�B p�`B 2H2K2MiBX

a�`¨ MQbi`� �#Bim/BM2 �ii`B#mB`2 � [m2bi� p�`B�#BH2 BH MQK2 bi2bbQ /2HH�
HBbi�- B/2MiB}+�M/Q BH +QM+2iiQ /B ǳBMBxBQ HBbi�Ǵ U Q ǳi2bi� /2HH� HBbi�ǴV
+QM H� HBbi� bi2bb�X

HǶ�++2bbQ � mM� HBbi� �ppB2M2 �ii`�p2`bQ BH TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQX

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 99N f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

:`�}+�K2Mi2

25 8 5

lista

G� p�`B�#BH2 HBbi�- /B iBTQ TmMi�iQ`2- ĕ miBHBxx�i� T2` �++2/2`2 �HH�
b2[m2Mx�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98y f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

.2}MBxBQM2 `B+Q`bBp� /B HBbi�

SQbbB�KQ /2}MB`2 `B+Q`bBp�K2Mi2 mM� HBbi� +QK2 b2;m2X
lM� HBbi� ĕ mM� bi`miim`� /2}MBi� bm mM BMbB2K2 /B 2H2K2MiB +?2,

MQM +QMiB2M2 M2bbmM 2H2K2MiQ UHBbi� pmQi� [ ]V- QTTm`2
+QMiB2M2 mM 2H2K2MiQ 1G /2iiQ i2bi� U?2�/V /2HH� HBbi�V b2;mBiQ /�H
`2biQ /2HH� HBbi� G- /2ii� +Q/�, U[1G, G]V

G� /2}MBxBQM2 mb�i� /�H * `B~2ii2 T`QT`BQ [m2bi� /2}MBxBQM2X lM�
p�`B�#BH2 /B iBTQ HBbi� Tmǁ p�H2`2 LlGG U+?2 `�TT`2b2Mi� H� HBbi�
pmQi�V- QTTm`2 Tmǁ 2bb2`2 mM TmMi�iQ`2 � mM� bi`miim`� +?2 +QMiB2M2
mM /�iQ TBɍ mM TmMi�iQ`2- +?2 `�TT`2b2Mi� mMǶ�Hi`� HBbi�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98R f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, a2[m2Mx2 /B BMi2`BX
bi`m+i 1G &

BMi BM7Qc
bi`m+i 1G  M2tic

'c
ivT2/27 bi`m+i 1G 1H2K2MiQGBbi�c
ivT2/27 1H2K2MiQGBbi�  GBbi�.B1H2K2MiBc

R G� T`BK� /B+?B�`�xBQM2 bi`m+i 1G /2}MBb+2 mM T`BKQ +�KTQ- BM7Q-
/B iBTQ BMi 2 T2`K2ii2 /B /B+?B�`�`2 BH +�KTQ M2ti +QK2 TmMi�iQ`2 �H
iBTQ bi`miim`�iQ +?2 bB bi� /2}M2M/Qc

k H� b2+QM/� /B+?B�`�xBQM2 miBHBxx� ivT2/27 T2` `B/2MQKBM�`2 BH iBTQ
bi`m+i 1G +QK2 1H2K2MiQGBbi�c

j H� i2`x� /B+?B�`�xBQM2 /2}MBb+2 BH iBTQ GBbi�.B1H2K2MiB +QK2
TmMi�iQ`2 �H iBTQ 1H2K2MiQGBbi�X
� [m2biQ TmMiQ TQbbB�KQ /2}MB`2 p�`B�#BHB /B iBTQ HBbi�,
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�R- GBbi�kc

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98k f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

8 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

8 

3 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

1b2KTBQ, *`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
1H2K2MiQGBbi� 1HR-1Hk-1Hjc
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi�4�1HRc

1HRXBM7Q 4 3c
1HRXM2ti 4 �1Hkc

1HkXBM7Q 4 jc
1HkXM2ti 4 �1Hjc

1HjXBM7Q 4 R8c
1HjXM2ti 4 LlGGc

 lista 
El1 

El2 

El3 

8 

3 

15 

LQi�, T2` TQi2` mb�`2 H� +Qbi�Mi2 LlGG /Q##B�KQ BKTQ`i�`2 BH }H2
bi/HB#X?

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98j f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

�HB�bBM;
aB T�`H� /B �HB�bBM; [m�M/Q bB miBHBxx�MQ /m2 TmMi�iQ`B U�HB�bV T2` 7�`
`B72`BK2MiQ �HHQ bi2bbQ p�HQ`2X
a2 bB KQ/B}+� BH p�HQ`2 TmMi�iQ /� mMQ /2B /m2- BKTHB+Bi�K2Mi2 U+QK2
2z2iiQ +QHH�i2`�H2V bB KQ/B}+� �M+?2 BH p�HQ`2 TmMi�iQ /�HHǶ�Hi`Q-
2bb2M/Q HQ bi2bbQX
Zm2biQ ĕ mM 72MQK2MQ T�`iB+QH�`K2Mi2 `BH2p�Mi2 [m�M/Q bB
K�MBTQH�MQ HBbi2X
L2HHǶ2b2KTBQ pBbiQ T`BK�- b2 �p2bbB,
HBbi�k4�1Hkc
HBbi�k @@= BM7Q 4 N
�HHQ`� �p`2B �M+?2 +?2 H� +QM/BxBQM2
UU1HR@@=M2tiV@@=BM7Q 44 NV b�`2##2 p2`�
_B+Q`/B�KQ +?2 HBbi�k @@= BM7Q 2[mBp�H2 � U HBbi�kVXBM7Q

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 989 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

L2H T`Q;`�KK� +?2 �##B�KQ �TT2M� pBbiQ T2` +`2�`2 mM� HBbi� /B i`2
2H2K2MiB /Q##B�KQ /B+?B�`�`2 i`2 p�`B�#BHB /B iBTQ 1H2K2MiQGBbi�X
AH MmK2`Q /2;HB 2H2K2MiB /2HH� HBbi� /2p2 2bb2`2 /2+BbQ � i2KTQ /B
+QKTBH�xBQM2X
LQM ĕ TQbbB#BH2- T2` 2b2KTBQ- +`2�`2 mM� HBbi� +QM mM MmK2`Q /B
2H2K2MiB H2iiB BM BM;`2bbQX J� �HHQ`� [m�H ĕ BH p�Mi�;;BQ `BbT2iiQ
�HHǶ�``�v\
Zm2HHQ +?2 �##B�KQ pBbiQ MQM ĕ HǶmMB+Q KQ/QX SQbbB�KQ `B+Q``2`2
�HHǶ�HHQ+�xBQM2 /BM�KB+� /2HH� K2KQ`B�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 988 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f �HHQ+�xBQM2 T`BKQ 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=BM7Q 4 3c

HBbi�@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f b2+QM/Q 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=M2ti@=BM7Q 4 jc
HBbi�@=M2ti@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f i2`xQ 2H2K2MiQ  f
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=BM7Q 4 R8c
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=M2ti 4 LlGGc

PILA HEAP 

lista ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98e f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f �HHQ+�xBQM2 T`BKQ 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=BM7Q 4 3c

HBbi�@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f b2+QM/Q 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=M2ti@=BM7Q 4 jc
HBbi�@=M2ti@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f i2`xQ 2H2K2MiQ  f
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=BM7Q 4 R8c
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=M2ti 4 LlGGc

PILA HEAP 

lista 
info next 

8 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98e f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f �HHQ+�xBQM2 T`BKQ 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=BM7Q 4 3c

HBbi�@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f b2+QM/Q 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=M2ti@=BM7Q 4 jc
HBbi�@=M2ti@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f i2`xQ 2H2K2MiQ  f
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=BM7Q 4 R8c
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=M2ti 4 LlGGc

PILA HEAP 

lista 
info next 

8 

info next 

3 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98e f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*`2�xBQM2 /B mM� HBbi� /B i`2 BMi2`B }bb�iB, U3- j- R8V
GBbi�.B1H2K2MiB HBbi�c f TmMi�iQ`2 �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi�  f

HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f �HHQ+�xBQM2 T`BKQ 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=BM7Q 4 3c

HBbi�@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f b2+QM/Q 2H2K2MiQ  f

HBbi�@=M2ti@=BM7Q 4 jc
HBbi�@=M2ti@=M2ti 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc f i2`xQ 2H2K2MiQ  f
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=BM7Q 4 R8c
HBbi�@=M2ti@=M2ti@=M2ti 4 LlGGc

PILA HEAP 

lista 
info next 

8 

info next 

3 

info next 

15 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98e f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

Pbb2`p�xBQMB,
HBbi� ĕ /B iBTQ GBbi�.B1H2K2MiB- [mBM/B ĕ mM TmMi�iQ`2 2 MQM mM�
bi`miim`�- +QbŢ +QK2- BM BMi  T- T ĕ mM TmMi�iQ`2 � BMi2`Q 2 MQM mM
BMi2`QX
H� xQM� /B K2KQ`B� T2` Q;MB 2H2K2MiQ /2HH� HBbi� UMQM T2` Q;MB
p�`B�#BH2 /B iBTQ GBbi�.B1H2K2MiBV /2p2 2bb2`2 �HHQ+�i�
2bTHB+Bi�K2Mi2 +QM K�HHQ+
1bBbi2 mM KQ/Q TBɍ b2KTHB+2 /B +`2�`2 H� HBbi� /B j 2H2K2MiB\
*`2B�KQ H� HBbi� � T�`iB`2 /�H 7QM/Q5

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98d f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 

aux ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

info next 

8 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

info next 

8 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

info next 

8 

info next 

3 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

GBbi�.B1H2K2MiB �mt- HBbi� 4 LlGGc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 R8c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�V
�mt@=BM7Q 4 3c �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 jc �mt@=M2ti 4 HBbi�c
HBbi� 4 �mtc

PILA HEAP 

lista 
info next 

15 
aux 

info next 

8 

info next 

3 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 983 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

PT2`�xBQMB bmHH2 HBbi2
.2}MB�KQ mM� b2`B2 /B T`Q+2/m`2 2 7mMxBQMB T2` QT2`�`2 bmHH2 HBbi2X
lbB�KQ HBbi2 /B BMi2`B T2` b2KTHB+Bi¨- K� imii2 H2 QT2`�xBQMB bQMQ
`2�HBxx�#BHB BM KQ/Q /2H imiiQ �M�HQ;Q bm HBbi2 /B �Hi`Q iBTQ Ub�HpQ `�`2
2++2xBQMBV
6�++B�KQ `B72`BK2MiQ �HH2 /B+?B�`�xBQMB /2B iBTB 1H2K2MiQGBbi� 2
GBbi�.B1H2K2MiB pBbi2 BM T`2+2/2Mx�

AMBxB�HBxx�xBQM2
.2}MB�KQ mM� T`Q+2/m`� +?2 BMBxB�HBxx� mM� HBbi� �bb2;M�M/Q BH p�HQ`2
LlGG �HH� p�`B�#BH2 i2bi� /2HH� HBbi�X
h�H2 p�`B�#BH2 /2p2 2bb2`2 KQ/B}+�i� 2 [mBM/B T�bb�i� T2` BM/B`BxxQX
*Bǁ T`QpQ+�- M2HHǶBMi2bi�xBQM2 /2HH� T`Q+2/m`�- H� T`2b2Mx� /B mM
TmMi�iQ`2 � TmMi�iQ`2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 98N f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�V
&
 HBbi�4LlGGc
'

amTTQMB�KQ Q`� +?2 AMBxB�HBxx� bB� +?B�K�i� T�bb�M/Q +QK2
T�`�K2i`Q HǶBM/B`BxxQ /2HH� p�`B�#BH2 GBbi�R /B iBTQ
GBbi�.B1H2K2MiB- �/ 2b2KTBQ,

GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�U�GBbi�RVc

PILA 

Lista1 ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ey f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�V
&
 HBbi�4LlGGc
'

amTTQMB�KQ Q`� +?2 AMBxB�HBxx� bB� +?B�K�i� T�bb�M/Q +QK2
T�`�K2i`Q HǶBM/B`BxxQ /2HH� p�`B�#BH2 GBbi�R /B iBTQ
GBbi�.B1H2K2MiB- �/ 2b2KTBQ,

GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�U�GBbi�RVc

PILA 

Lista1 ? 

RDA Inizializza 

lista 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ey f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�V
&
 HBbi�4LlGGc
'

amTTQMB�KQ Q`� +?2 AMBxB�HBxx� bB� +?B�K�i� T�bb�M/Q +QK2
T�`�K2i`Q HǶBM/B`BxxQ /2HH� p�`B�#BH2 GBbi�R /B iBTQ
GBbi�.B1H2K2MiB- �/ 2b2KTBQ,

GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�U�GBbi�RVc

PILA 

Lista1 

RDA Inizializza 

lista 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ey f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�V
&
 HBbi�4LlGGc
'

amTTQMB�KQ Q`� +?2 AMBxB�HBxx� bB� +?B�K�i� T�bb�M/Q +QK2
T�`�K2i`Q HǶBM/B`BxxQ /2HH� p�`B�#BH2 GBbi�R /B iBTQ
GBbi�.B1H2K2MiB- �/ 2b2KTBQ,

GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�U�GBbi�RVc

PILA  

Lista1 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ey f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*Qb� bm++2/2`2##2 b2 T�bb�bbBKQ BH T�`�K2i`Q T2` p�HQ`2\
pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
HBbi�4LlGGc

'

K�BMUV &
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA  

Lista1 ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eR f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*Qb� bm++2/2`2##2 b2 T�bb�bbBKQ BH T�`�K2i`Q T2` p�HQ`2\
pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
HBbi�4LlGGc

'

K�BMUV &
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA  

Lista1 ? 

lista ? 

RDA Inizializza 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eR f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*Qb� bm++2/2`2##2 b2 T�bb�bbBKQ BH T�`�K2i`Q T2` p�HQ`2\
pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
HBbi�4LlGGc

'

K�BMUV &
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA  

Lista1 ? 

lista 

RDA Inizializza 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eR f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*Qb� bm++2/2`2##2 b2 T�bb�bbBKQ BH T�`�K2i`Q T2` p�HQ`2\
pQB/ AMBxB�HBxx�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
HBbi�4LlGGc

'

K�BMUV &
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
AMBxB�HBxx�UGBbi�RVc
XXX

'

PILA  

Lista1 ? 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9eR f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*QMi`QHHQ HBbi� pmQi�

#QQH2�M GBbi�omQi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbi�V
&
`2im`M UHBbi�44LlGGVc
'

� HBbi� pB2M2 T�bb�iQ BH p�HQ`2 +QMi2MmiQ M2HH� p�`B�#BH2 i2bi� /B HBbi� 2
[mBM/B TmMi� �H T`BKQ 2H2K2MiQ /2HH� HBbi� +QMbB/2`�i�X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ek f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

ai�KT� /2;HB 2H2K2MiB /B mM� HBbi�
.�i� H� HBbi�

pQ;HB�KQ +?2 p2M;� bi�KT�iQ,
8 Ĝ> 3 Ĝ> 9 Ĝ> ff

  

5 8 4 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9ej f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

o2`bBQM2 Bi2`�iBp�,
pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&

r?BH2 UHBb 54 LlGGV
&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

HBb 4 HBb@=M2ti 7� TmMi�`2 HBb �HHǶ2H2K2MiQ bm++2bbBpQ /2HH� HBbi�
UHBb 54 LlGGV T2`K2ii2 /B b+Q``2`2 }MQ �HH� }M2 /2HH� HBbi�- /B +mB
bQHBi�K2Mi2 MQM b�TTB�KQ H� HmM;?2xx�X
�ii2MxBQM2, SQbbB�KQ mb�`2 HBb T2` b+Q``2`2 H� HBbi� T2`+?û- �p2M/Q
miBHBxx�iQ BH T�bb�;;BQ T2` p�HQ`2- H2 KQ/B}+?2 � HBb MQM bB
`BT2`+mQiQMQ bmH T�`�K2i`Q �iim�H2X

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e9 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&
r?BH2 UHBb 54 LlGGV

&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

K�BMUV
&
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
XXX
f +Qbi`mxBQM2 HBbi� 8 @@= 3 @@= 9  f
XXX
ai�KT�GBbi�UGBbi�RVc
XXX

'

 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9e8 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ ai�KT�GBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB HBbV
&
r?BH2 UHBb 54 LlGGV

&
T`BMi7U]W/ @@=]- HBb@=BM7QVc
HBb 4 HBb@=M2tic
'

T`BMi7U]ff]Vc
'

K�BMUV
&
GBbi�.B1H2K2MiB GBbi�Rc
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B 4 yc f BM/B+2 /2H T`BKQ 2H2K2MiQ  f
i`Qp�iQ 4 7�Hb2c

r?BH2 UB I .AJ �� 5 i`Qp�iQV
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B7 Up2i(B) 44 2H2KV f 2H2K2MiQ +Q``2Mi2  f
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AM+�TbmHB�KQ [m2biQ +Q/B+2 BM mM� 7mMxBQM2 � p�HQ`B #QQH2�MB
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&
B7 UHBb@=BM7Q 44 2H2KV
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LQM +Ƕĕ #BbQ;MQ /B mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ T2` b+Q``2`2 H� HBbi�
=) BH T�bb�;;BQ T2` p�HQ`2 +QMb2Mi2 /B b+Q``2`2 miBHBxx�M/Q BH
T�`�K2i`Q 7Q`K�H25
�##B�KQ �bbmMiQ +?2 bmH iBTQ hBTQ1H2K2MiQGBbi� bB� /2}MBiQ
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lM 2H2K2MiQ 2H2K
MQM �TT�`iB2M2 �HH� HBbi� pmQi�
�TT�`iB2M2 �HH� HBbi� +QM i2bi� t b2 2H2K +QBM+B/2 +QM t
�TT�`iB2M2 �HH� HBbi� +QM i2bi� t /Bp2`b� /� 2H2K 2 `2biQ G b2 2 bQHQ b2
�TT�`iB2M2 � G

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9dN f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

AMb2`BK2MiQ /B mM 2H2K2MiQ BM +Q/�
a2 H� HBbi� ĕ pmQi� +QBM+B/2 +QM HǶBMb2`BK2MiQ BM i2bi�
=) ĕ M2+2bb�`BQ BH T�bb�;;BQ T2` BM/B`BxxQ5
a2 H� HBbi� MQM ĕ pmQi�- #BbQ;M� b+�M/B`H� }MQ BM 7QM/Q
=) /Q##B�KQ mb�`2 mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ T2` H� b+�MbBQM2
G� b+�MbBQM2 /2p2 i2`KBM�`2 BM +Q``BbTQM/2Mx� /2HHǶmHiBKQ 2H2K2MiQ �H
[m�H2 p� +QHH2;�iQ [m2HHQ MmQpQ

 
*lista 

8 3 
15 

ultimo 

aux 

15 

5 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93y f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

AMb2`BK2MiQ /B mM 2H2K2MiQ BM +Q/�
a2 H� HBbi� ĕ pmQi� +QBM+B/2 +QM HǶBMb2`BK2MiQ BM i2bi�
=) ĕ M2+2bb�`BQ BH T�bb�;;BQ T2` BM/B`BxxQ5
a2 H� HBbi� MQM ĕ pmQi�- #BbQ;M� b+�M/B`H� }MQ BM 7QM/Q
=) /Q##B�KQ mb�`2 mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ T2` H� b+�MbBQM2
G� b+�MbBQM2 /2p2 i2`KBM�`2 BM +Q``BbTQM/2Mx� /2HHǶmHiBKQ 2H2K2MiQ �H
[m�H2 p� +QHH2;�iQ [m2HHQ MmQpQ

 
*lista 

8 3 
15 

aux 

15 

5 

ultimo 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93y f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

AMb2`BK2MiQ /B mM 2H2K2MiQ BM +Q/�
a2 H� HBbi� ĕ pmQi� +QBM+B/2 +QM HǶBMb2`BK2MiQ BM i2bi�
=) ĕ M2+2bb�`BQ BH T�bb�;;BQ T2` BM/B`BxxQ5
a2 H� HBbi� MQM ĕ pmQi�- #BbQ;M� b+�M/B`H� }MQ BM 7QM/Q
=) /Q##B�KQ mb�`2 mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ T2` H� b+�MbBQM2
G� b+�MbBQM2 /2p2 i2`KBM�`2 BM +Q``BbTQM/2Mx� /2HHǶmHiBKQ 2H2K2MiQ �H
[m�H2 p� +QHH2;�iQ [m2HHQ MmQpQ

 
*lista 

8 3 
15 

aux 

15 

5 

ultimo 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93y f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

AMb2`BK2MiQ /B mM 2H2K2MiQ BM +Q/�
a2 H� HBbi� ĕ pmQi� +QBM+B/2 +QM HǶBMb2`BK2MiQ BM i2bi�
=) ĕ M2+2bb�`BQ BH T�bb�;;BQ T2` BM/B`BxxQ5
a2 H� HBbi� MQM ĕ pmQi�- #BbQ;M� b+�M/B`H� }MQ BM 7QM/Q
=) /Q##B�KQ mb�`2 mM TmMi�iQ`2 �mbBHB�`BQ T2` H� b+�MbBQM2
G� b+�MbBQM2 /2p2 i2`KBM�`2 BM +Q``BbTQM/2Mx� /2HHǶmHiBKQ 2H2K2MiQ �H
[m�H2 p� +QHH2;�iQ [m2HHQ MmQpQ

 
*lista 

8 3 
15 

aux 

15 

5 

ultimo 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93y f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*Q/B+2 /2HH� p2`bBQM2 Bi2`�iBp�
pQB/ AMb2`xBQM2AM*Q/�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- hBTQ1H2K2MiQGBbi� 2H2KV
&
GBbi�.B1H2K2MiB mHiBKQc f TmMi�iQ`2 mb�iQ T2` H� b+�MbBQM2  f
GBbi�.B1H2K2MiB �mtc

f +`2�xBQM2 /2H MmQpQ 2H2K2MiQ  f
�mt 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
�mt@=BM7Q 4 2H2Kc
�mt@=M2ti 4 LlGGc

B7 U HBbi� 44 LlGGV
 HBbi� 4 �mtc

2Hb2 &
mHiBKQ 4  HBbi�c
r?BH2 UmHiBKQ@=M2ti 54 LlGGV
mHiBKQ 4 mHiBKQ@=M2tic

f +QM+�i2M�xBQM2 /2H MmQpQ 2H2K2MiQ BM +Q/� �HH� HBbi�  f
mHiBKQ@=M2ti 4 �mtc

'
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93R f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

AMb2`BK2MiQ `B+Q`bBpQ /B mM 2H2K2MiQ BM +Q/�
*�`�ii2`Bxx�xBQM2 BM/miiBp� /2HHǶBMb2`BK2MiQ BM +Q/�
aB� MmQp�GBbi� H� HBbi� Qii2Mmi� BMb2`2M/Q 2H2K BM +Q/� � HBbi�X

R b2 HBbi� ĕ pmQi�- �HHQ`� MmQp�GBbi� ĕ +QbiBimBi� /�H bQHQ 2H2K
U+�bQ #�b2V

k �Hi`BK2MiB MmQp�GBbi� ĕ Qii2Mmi� /� HBbi� 7�+2M/Q HǶBMb2`BK2MiQ /B 2H2K
BM +Q/� �H `2biQ /B HBbi� U+�bQ `B+Q`bBpQV

pQB/ AMb2`xBQM2AM*Q/�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- hBTQ1H2K2MiQGBbi� 2H2KV
&
B7 U HBbi� 44 LlGGV
&

 HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
U HBbi�V@=BM7Q 4 2H2Kc
U HBbi�V@=M2ti 4 LlGGc

'
2Hb2

AMb2`Bb+B*Q/�GBbi�U \\ - 2H2KVc
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93k f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

AMb2`BK2MiQ `B+Q`bBpQ /B mM 2H2K2MiQ BM +Q/�
pQB/ AMb2`xBQM2AM*Q/�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- hBTQ1H2K2MiQGBbi� 2H2KV
&
B7 U HBbi� 44 LlGGV
&

 HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
U HBbi�V@=BM7Q 4 2H2Kc
U HBbi�V@=M2ti 4 LlGGc

'
2Hb2

AMb2`Bb+B*Q/�GBbi�U U HBbi�V@=M2ti - 2H2KVc
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93j f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

AMb2`BK2MiQ `B+Q`bBpQ /B mM 2H2K2MiQ BM +Q/�
pQB/ AMb2`xBQM2AM*Q/�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- hBTQ1H2K2MiQGBbi� 2H2KV
&
B7 U HBbi� 44 LlGGV
&

 HBbi� 4 K�HHQ+UbBx2Q7U1H2K2MiQGBbi�VVc
U HBbi�V@=BM7Q 4 2H2Kc
U HBbi�V@=M2ti 4 LlGGc

'
2Hb2

AMb2`xBQM2AM*Q/�U�UU HBbi�V@=M2tiV- 2H2KVc
'

LX"X, SQi`2KKQ [mB bQbiBimB`2  HBbi� 44 LlGG +QM
GBbi�omQi�U HBbi�V

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 939 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*�M+2HH�xBQM2 /2HH� T`BK� Q++Q``2Mx� /B mM 2H2K2MiQ
bB b+�M/Bb+2 H� HBbi� �HH� `B+2`+� /2HHǶ2H2K2MiQ
b2 HǶ2H2K2MiQ MQM +QKT�`2 MQM bB 7� MmHH�
�Hi`BK2MiB- � b2+QM/� /B /Qp2 bB i`Qp� HǶ2H2K2MiQ- bB /BbiBM;mQMQ i`2
+�bB

R HǶ2H2K2MiQ ĕ BH T`BKQ /2HH� HBbi�, bB �;;BQ`M� BH TmMi�iQ`2 BMBxB�H2 BM
KQ/Q +?2 TmMiB �HHǶ2H2K2MiQ bm++2bbBpQ
=) T�bb�;;BQ T2` BM/B`BxxQ55

k HǶ2H2K2MiQ MQM ĕ Mû BH T`BKQ Mû HǶmHiBKQ, bB �;;BQ`M� BH +�KTQ M2ti
/2HHǶ2H2K2MiQ +?2 T`2+2/2 [m2HHQ /� +�M+2HH�`2 BM KQ/Q +?2 TmMiB
�HHǶ2H2K2MiQ +?2 b2;m2

j HǶ2H2K2MiQ ĕ HǶmHiBKQ, +QK2 UkV- bQHQ +?2 BH +�KTQ M2ti /2HHǶ2H2K2MiQ
T`2+2/2Mi2 pB2M2 TQbiQ � LlGG

BM imiiB 2 i`2 B +�bB #BbQ;M� HB#2`�`2 H� K2KQ`B� Q++mT�i� /�HHǶ2H2K2MiQ
/� +�M+2HH�`2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 938 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

Pbb2`p�xBQMB,
T2` TQi2` �;;BQ`M�`2 BH +�KTQ M2ti /2HHǶ2H2K2MiQ T`2+2/2Mi2- #BbQ;M�
72`K�`2 H� b+�MbBQM2 bmHHǶ2H2K2MiQ T`2+2/2Mi2 U2 MQM bm [m2HHQ /�
+�M+2HH�`2V

T2` 72`K�`2 H� b+�MbBQM2 /QTQ �p2` i`Qp�iQ 2 +�M+2HH�iQ HǶ2H2K2MiQ- bB
miBHBxx� mM� b2MiBM2HH� #QQH2�M�
a2;m2M/Q [m2bi� B/2�- 7�`2 T2` 2b2`+BxBQ H� p2`bBQM2 Bi2`�iBp� /2HH�
+�M+2HH�xBQM2X

 

8 3 
15 

precedente 

15 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93e f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

o2`bBQM2 Bi2`�iBp�,
pQB/ *�M+2HH�1H2K2MiQGBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- hBTQ1H2K2MiQGBbi� 2H2KV
&
GBbi�.B1H2K2MiB T`2+c f TmMi�iQ`2 �HH^2H2K2MiQ T`2+2/2Mi2  f
GBbi�.B1H2K2MiB +Q``c f TmMi�iQ`2 �HH^2H2K2MiQ +Q``2Mi2  f
#QQH2�M i`Qp�iQc f mb�iQ T2` i2`KBM�`2 H� b+�MbBQM2  f

B7 U HBbi� 54 LlGGV
B7 UU HBbi�V@=BM7Q442H2KV

& f +�M+2HH� BH T`BKQ 2H2K2MiQ  f
*�M+2HH�S`BKQUHBbi�Vc

'
2Hb2 f b+�MbBQM2 /2HH� HBbi� 2 +�M+2HH�xBQM2 /2HH^2H2K2MiQ  f

T`2+ 4  HBbi�c +Q`` 4 T`2+@=M2tic i`Qp�iQ 4 7�Hb2c
r?BH2 U+Q`` 54 LlGG �� 5i`Qp�iQV
B7 U+Q``@=BM7Q 44 2H2KV
& f +�M+2HH� H^2H2K2MiQ  f

i`Qp�iQ 4 i`m2c f T`QpQ+� H^mb+Bi� /�H +B+HQ  f
T`2+@=M2ti 4 +Q``@=M2tic
7`22U+Q``Vc '

2Hb2 &
T`2+ 4 T`2+@=M2tic f �p�Mx�K2MiQ /2B /m2 TmMi�iQ`B  f
+Q`` 4 +Q``@=M2tic '

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93d f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

o2`bBQM2 `B+Q`bBp�,
pQB/ *�M+2HH�1H2K2MiQGBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- hBTQ1H2K2MiQGBbi� 2H2KV
&
B7 U HBbi� 54 LlGGV

B7 UU HBbi�V@=BM7Q44 2H2KV
& f +�M+2HH� BH T`BKQ 2H2K2MiQ  f

*�M+2HH�S`BKQUHBbi�Vc
'

2Hb2 f +�M+2HH� 2H2K /�H `2biQ  f
*�M+2HH�1H2K2MiQGBbi�U�UU HBbi�V@=M2tiV- 2H2KVc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 933 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*�M+2HH�xBQM2 /B imii2 H2 Q++Q``2Mx2 /B mM 2H2K2MiQ
o2`bBQM2 Bi2`�iBp�

�M�HQ;� �HH� +�M+2HH�xBQM2 /2HH� T`BK� Q++Q``2Mx�
T2`ǁ- /QTQ �p2` i`Qp�iQ 2 +�M+2HH�iQ HǶ2H2K2MiQ- #BbQ;M� +QMiBMm�`2 H�
b+�MbBQM2
+B bB 72`K� bQHQ [m�M/Q bB ĕ �``Bp�iB �HH� }M2 /2HH� HBbi�
=) MQM b2`p2 H� b2MiBM2HH� #QQH2�M� T2` 72`K�`2 H� b+�MbBQM2

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 93N f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

*�M+2HH�xBQM2 /B imii2 H2 Q++Q``2Mx2 /B mM 2H2K2MiQ
*�`�ii2`Bxx�xBQM2 BM/miiBp�

aB� `Bb H� HBbi� Qii2Mmi� +�M+2HH�M/Q imii2 H2 Q++Q``2Mx2 /B 2H2K /� HBbi�X
�HHQ`�,

R b2 HBbi� ĕ H� HBbi� pmQi�- �HHQ`� `Bb ĕ H� HBbi� pmQi� U+�bQ #�b2V
k �Hi`BK2MiB- b2 BH T`BKQ 2H2K2MiQ /B HBbi� ĕ m;m�H2 �/ 2H2K- �HHQ`� `Bb ĕ

Qii2Mmi� /� HBbi� +�M+2HH�M/Q BH T`BKQ 2H2K2MiQ 2 imii2 H2 Q++Q``2Mx2
/B 2H2K /�H `2biQ /B HBbi� U+�bQ `B+Q`bBpQV

j �Hi`BK2MiB `Bb ĕ Qii2Mmi� /� HBbi� +�M+2HH�M/Q imii2 H2 Q++Q``2Mx2 /B
2H2K /�H `2biQ /B HBbi� U+�bQ `B+Q`bBpQV
1b2`+BxBQ
AKTH2K2Mi�`2 H2 /m2 p2`bBQMB

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9Ny f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

o2`bBQM2 Bi2`�iBp�
pQB/ *�M+2HH�hmiiBGBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- hBTQ1H2K2MiQGBbi� 2H2KV
&
GBbi�.B1H2K2MiB T`2+c f TmMi�iQ`2 �HH^2H2K2MiQ T`2+2/2Mi2  f
GBbi�.B1H2K2MiB +Q``c f TmMi�iQ`2 �HH^2H2K2MiQ +Q``2Mi2  f
#QQH2�M i`Qp�iQ 4 7�Hb2c
r?BH2 UU HBbi� 54 LlGGV �� 5 i`Qp�iQV f +�M+2HH� H2 Q++Q``2Mx2  f

B7 UU HBbi�V@=BM7Q542H2KV f /B 2H2K BM i2bi�  f
i`Qp�iQ 4 i`m2c

2Hb2 *�M+2HH�S`BKQUHBbi�Vc

B7 U HBbi� 54 LlGGV
&

T`2+ 4  HBbi�c +Q`` 4 T`2+@=M2tic
r?BH2 U+Q`` 54 LlGGV
B7 U+Q``@=BM7Q 44 2H2KV
& f +�M+2HH� H^2H2K2MiQ  f

T`2+@=M2ti 4 +Q``@=M2tic
7`22U+Q``Vc
+Q`` 4 T`2+@=M2tic'

2Hb2 &
T`2+ 4 T`2+@=M2tic f �p�Mx�K2MiQ /2B /m2 TmMi�iQ`B  f
+Q`` 4 +Q``@=M2tic '

'
'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9NR f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

o2`bBQM2 `B+Q`bBp�
pQB/ *�M+2HH�hmiiBGBbi�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- hBTQ1H2K2MiQGBbi� 2H2KV
&
GBbi�.B1H2K2MiB �mtc

B7 U HBbi� 54 LlGGV
B7 UU HBbi�V@=BM7Q442H2KV
& f +�M+2HH�xBQM2 /2H T`BKQ 2H2K2MiQ  f
*�M+2HH�S`BKQUHBbi�Vc

f +�M+2HH�xBQM2 /B 2H2K /�H `2biQ /2HH� HBbi�  f
*�M+2HH�hmiiBGBbi�UHBbi�- 2H2KVc

'
2Hb2
*�M+2HH�hmiiBGBbi�U�UU HBbi�V@=M2tiV- 2H2KVc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9Nk f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

AMb2`BK2MiQ /B mM 2H2K2MiQ BM mM� HBbi� Q`/BM�i�
.�i� mM� HBbi� U�/ 2bX /B BMi2`BV ;B¨ Q`/BM�i� UBM Q`/BM2 +`2b+2Mi2V- bB
pmQH2 BMb2`B`2 mM MmQpQ 2H2K2MiQ K�Mi2M2M/Q HǶQ`/BM�K2MiQX
o2`bBQM2 Bi2`�iBp�, T2` 2b2`+BxBQ
o2`bBQM2 `B+Q`bBp�
*�`�ii2`BxxB�KQ BH T`Q#H2K� BM/miiBp�K2Mi2
aB� `Bb H� HBbi� Qii2Mmi� BMb2`2M/Q HǶ2H2K2MiQ 2H2K M2HH� HBbi� Q`/BM�i�
HBbi�X

R b2 HBbi� ĕ H� HBbi� pmQi�- �HHQ`� `Bb ĕ +QbiBimBi� bQHQ /� 2H2K U+�bQ #�b2V
k b2 BH T`BKQ 2H2K2MiQ /B HBbi� ĕ K�;;BQ`2 Q m;m�H2 � 2H2K- �HHQ`� `Bb ĕ

Qii2Mmi� /� HBbi� BMb2`2M/Q 2H2K BM i2bi� U+�bQ #�b2V
j �Hi`BK2MiB `Bb ĕ Qii2Mmi� /� HBbi� BMb2`2M/Q Q`/BM�i�K2Mi2 2H2K M2H `2biQ

/B HBbi� U+�bQ `B+Q`bBpQV

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9Nj f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

pQB/ AMb2`xBQM2P`/BM�i�UGBbi�.B1H2K2MiB  HBbi�- BMi 2H2KV
&
B7 U HBbi� 44 LlGGV

AMb2`Bb+Bh2bi�GBbi�UHBbi�- 2H2KVc
2Hb2

B7 UU HBbi�V @@= BM7Q =4 2H2KV
AMb2`Bb+Bh2bi�GBbi�UHBbi�- 2H2KVc

2Hb2
AMb2`xBQM2P`/BM�i�U�UU HBbi�V@=M2tiV- 2H2KVc

'

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9N9 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

InserzioneOrdinata(&Lista1, 10) 

 

PILA HEAP 

5 

Lista1 

8 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9N8 f 8ky
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InserzioneOrdinata(&Lista1, 10) 

 

PILA HEAP 

5 

Lista1 

8 lista 

elem 10 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9N8 f 8ky
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InserzioneOrdinata(&Lista1, 10) 

 

PILA HEAP 

5 

Lista1 

8 lista 

elem 10 

lista 

elem 10 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9N8 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

InserzioneOrdinata(&Lista1, 10) 

 

PILA HEAP 

5 

Lista1 

8 lista 

elem 10 

lista 

elem 10 

lista 

elem 10 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9N8 f 8ky



GBbi2 +QHH2;�i2

InserzioneOrdinata(&Lista1, 10) 

 

PILA HEAP 

5 

Lista1 

8 lista 

elem 10 

lista 

elem 10 

lista 

elem 10 

10 

*X "Q/2B U.BTXiQ AM7Q`K�iB+�V 6SG kykkfkj 9N8 f 8ky



Linguaggi regolari
Linguaggi liberi

Grammatiche libere

Grammatiche e Linguaggi Liberi da Contesto

Abbiamo visto che molti linguaggi non sono regolari.
Consideriamo allora classi più grandi di linguaggi.

I Linguaggi Liberi da Contesto (CFL) sono stati usati nello
studio dei linguaggi naturali dal 1950, e nello studio dei
compilatori dal 1960.

Le grammatiche libere da contesto (CFG) sono la base
della sintassi BNF (Backus-Naur-Form).

Oggi i CFL sono importanti per XML.

Studieremo: CFG, i linguaggi che generano e gli alberi
sintattici.

C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23



Linguaggi regolari
Linguaggi liberi

Grammatiche libere

Esempio informale di CFG

Consideriamo Lpal = {w 2 ⌃⇤ : w = wR}
Per esempio: otto 2 Lpal , madamimadam 2 Lpal .

Sia ⌃ = {0, 1} e supponiamo che Lpal sia regolare.
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Linguaggi regolari
Linguaggi liberi

Grammatiche libere

Esempio informale di CFG

Consideriamo Lpal = {w 2 ⌃⇤ : w = wR}
Per esempio: otto 2 Lpal , madamimadam 2 Lpal .

Sia ⌃ = {0, 1} e supponiamo che Lpal sia regolare.

Sia n dato dal pumping lemma. Allora 0n10n 2 Lpal . Nel
leggere 0n il FA deve passare per un loop. Se omettiamo il
loop, contraddizione.

Definiamo Lpal induttivamente:
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Esempio informale di CFG

Consideriamo Lpal = {w 2 ⌃⇤ : w = wR}
Per esempio: otto 2 Lpal , madamimadam 2 Lpal .

Sia ⌃ = {0, 1} e supponiamo che Lpal sia regolare.

Sia n dato dal pumping lemma. Allora 0n10n 2 Lpal . Nel
leggere 0n il FA deve passare per un loop. Se omettiamo il
loop, contraddizione.

Definiamo Lpal induttivamente:
Base: ✏, 0, e 1 sono palindromi.
Induzione: Se w è palindroma, anche 0w0 e 1w1 lo sono.
Nessun altra stringa è palindroma.
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Le CFG sono un modo formale per definire linguaggi come Lpal .

1. P ! ✏

2. P ! 0

3. P ! 1

4. P ! 0P0

5. P ! 1P1

0 e 1 sono terminali

P è una variabile (o nonterminale, o categoria sintattica)

P è in questa gramatica anche il simbolo iniziale.

1–5 sono produzioni (o regole)
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Definizione formale di CFG

Una grammatica libera da contesto è una quadrupla

G = (V ,T ,P , S)

dove

V è un insieme finito di variabili o [simboli] non terminali o
categorie sintattiche. (Rappresentano insiemi di stringhe)

T è un insieme finito di [simboli] terminali.

P è un insieme finito di produzioni (regole ricorsive che
definiscone le variabili) della forma A ! ↵, dove A è una
variabile, la testa della produzione, e ↵ 2 (V [ T )⇤ è il corpo
della produzione. Possono esserci regole alternative per la
stessa variabile.

S è una variabile distinta chiamata il simbolo iniziale.
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Esempi

Gpal = ({P}, {0, 1},A,P), dove A =
{P ! ✏,P ! 0,P ! 1,P ! 0P0,P ! 1P1}.
A volte raggruppiamo le produzioni con la stessa testa:
A = {P ! ✏|0|1|0P0|1P1}.
Le espressioni regolari su {0, 1} possono essere definite dalla
grammatica

Gregex = ({E}, {0, 1},A,E )

dove A corrisponde a

{E ! 0,E ! 1,E ! E .E ,E ! E + E ,E ! E ?,E ! (E )}
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Esempio

Espressioni (semplici) in un tipico linguaggio di programmazione.
Gli operatori sono + e *, e gli operandi sono identificatori, cioè
stringhe in L((a + b)(a + b + 0+ 1)⇤)
Usiamo la grammatica G = ({E , I},T ,P ,E ) dove
T = {+, ⇤, (, ), a, b, 0, 1} e P è il seguente insieme di produzioni:

1. E ! I

2. E ! E + E

3. E ! E ⇤ E
4. E ! (E )

5. I ! a

6. I ! b

7. I ! Ia

8. I ! Ib

9. I ! I0

10. I ! I1
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Derivazioni usando le grammatiche

• Inferenza ricorsiva, usando le produzioni dal corpo alla testa
• Derivazioni, usando le produzioni dalla testa al corpo
Esempio di inferenza ricorsiva:

Stringa Ling. Prod. Stringhe usate

(i) a I 5.I ! a -
(ii) b I 6.I ! b -
(iii) b0 I 9.I ! I0 (ii)
(iv) b00 I 9.I ! I0 (iii)
(v) a E 1.E ! I (i)
(vi) b00 E 1.E ! I (iv)
(vii) a+ b00 E 2.E ! E + E (v), (vi)
(viii) (a+ b00) E 4.E ! (E ) (vii)
(ix) a ⇤ (a+ b00) E 3.E ! E ⇤ E (v), (viii)
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Derivazioni

Sia G = (V ,T ,P , S) una CFG, A 2 V , {↵,�} ⇢ (V [ T )⇤, e
A ! � 2 P .

Allora scriviamo
↵A� )

G
↵��

o, se è ovvia la G ,
↵A� ) ↵��

e diciamo che da ↵A� si deriva ↵��.

Definiamo
⇤) la chiusura riflessiva e transitiva di ), cioe’:

Base: Sia ↵ 2 (V [ T )⇤. Allora ↵
⇤) ↵.

Induzione: Se ↵
⇤) �, e � ) �, allora ↵

⇤) �.
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Esempio

Derivazione di a ⇤ (a+ b00) da E nella grammatica delle
espressioni:

E ) E⇤E ) I⇤E ) a⇤E ) a⇤(E ) )
a⇤(E+E ) ) a⇤(I+E ) ) a⇤(a+E ) ) a⇤(a+I ) )

a ⇤ (a+I0) ) a ⇤ (a+I00) ) a ⇤ (a+ b00)

Ad ogni passo potremmo avere varie regole tra cui scegliere,
ad esempio
I⇤E ) a⇤E ) a ⇤ (E ), oppure
I⇤E ) I⇤(E ) ) a ⇤ (E ).
Non tutte le scelte portano a derivazioni di una particolare
stringa, per esempio

E ) E+E

non ci fa derivare a ⇤ (a+ b00).
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Derivazioni a sinistra e a destra

Derivazione a sinistra )
lm

: rimpiazza sempre la variabile più

e a sinistra con il corpo di una delle sue regole.

Derivazione a destra )
rm

: rimpiazza sempre la variabile più

a destra con il corpo di una delle sue regole.

Der. a sinistra: quella del lucido precedente.

A destra:
E )
rm

E ⇤ E )
rm

E ⇤ (E ) )
rm

E ⇤ (E + E ) )
rm

E ⇤ (E + I ) )
rm

E ⇤ (E + I0)

)
rm

E ⇤ (E + I00) )
rm

E ⇤ (E + b00) )
rm

E ⇤ (I + b00)

)
rm

E ⇤ (a+ b00) )
rm

I ⇤ (a+ b00) )
rm

a ⇤ (a+ b00)

Possiamo concludere che E
⇤)
rm

a ⇤ (a+ b00)
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Il linguaggio di una grammatica

Se G (V ,T ,P , S) è una CFG, allora il linguaggio di G è

L(G ) = {w 2 T ⇤ : S
⇤)
G

w}

cioè l’insieme delle stringhe su T ⇤ derivabili dal simbolo
iniziale.

Se G è una CFG, chiameremo L(G ) un linguaggio libero da
contesto.

Esempio: L(Gpal) è un linguaggio libero da contesto.

Il linguaggio è visto come l’insieme delle stringhe generate
dalla grammatica (approccio generativo-sintetico), mentre
finora come l’abbiamo visto come l’insieme delle stringhe
riconosciute o accettate dagli automi (approccio
riconoscitivo-analitico).
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Teorema 5.7:

L(Gpal) = {w 2 {0, 1}⇤ : w = wR}

Dimostrazione: (direzione ◆) Supponiamo w = wR . Mostriamo
per induzione su |w | che w 2 L(Gpal).

Base: |w | = 0, o |w | = 1. Allora w è ✏, 0, o 1. Dato che
P ! ✏,P ! 0, e P ! 1 sono produzioni, concludiamo che
P

⇤)
G

w in tutti i casi base.

Induzione: Supponiamo |w | � 2. Dato che w = wR ,
abbiamo w = 0x0, o w = 1x1, e x = xR .
Se w = 0x0 sappiamo che per l’ipotesi induttiva P

⇤) x .
Allora

P ) 0P0
⇤) 0x0 = w

Quindi w 2 L(Gpal).
Il caso di w = 1x1 è simile.
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(direzione ✓) Supponiamo che w 2 L(Gpal) e dobbiamo mostrare
che w = wR .
Dato che w 2 L(Gpal), abbiamo P

⇤) w .

Faremo un’induzione sulla lunghezza di
⇤).

Base: La derivazione P
⇤) w ha 1 passo.

Allora w deve essere ✏, 0, o 1, tutte palindromi.

Induzione: Sia n � 1, e supponiamo che la derivazione abbia
n + 1 passi e che l’enunciato sia vero per tutte le derivazioni
di n passi (se P

⇤) x in n passi, allora x = xR). Allora una
derivazione di n + 1 passi deve essere del tipo

w = 0x0
⇤( 0P0 ! P oppure w = 1x1

⇤( 1P1 ! P

dove la seconda derivazione di x ha n passi. Infatti n + 1 > 1
e le produzioni P ( 0P0 e P ( 1P1 sono le uniche che
permettono passi aggiuntivi.
Per l’ipotesi induttiva, x è palindroma. Lo sarà quindi anche
la stringa w .
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Forme sentenziali

Sia G = (V ,T ,P , S) una CFG, e ↵ 2 (V [ T )⇤.

Se S
⇤) ↵ diciamo che ↵ è una forma sentenziale (sentential

form).

Se S )
lm

↵ diciamo che ↵ è una forma sentenziale sinistra,

Se S )
rm

↵ diciamo che ↵ è una forma sentenziale destra

Nota: L(G ) contiene le forme sentenziali (o sentence) che
sono in T ⇤.

C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23



Linguaggi regolari
Linguaggi liberi

Grammatiche libere

Esempi

Prendiamo la G delle espressioni. Allora E ⇤ (I + E ) è una
forma sentenziale perché

E ) E ⇤ E ) E ⇤ (E ) ) E ⇤ (E + E ) ) E ⇤ (I + E )

Questa derivazione non è né a sinistra né a destra

a ⇤ E è una forma sentenziale sinistra, perché

E )
lm

E ⇤ E )
lm

I ⇤ E )
lm

a ⇤ E

E ⇤ (E + E ) è una forma sentenziale destra, perché

E )
rm

E ⇤ E )
rm

E ⇤ (E ) )
rm

E ⇤ (E + E )
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Alberi sintattici

Se w 2 L(G ), per una CFG, allora w ha un albero sintattico,
che ci dice la struttura (sintattica) di w

w potrebbe essere un programma, una query SQL, un
documento XML, ...

Gli alberi sintattici sono una rappresentazione alternativa alle
derivazioni e alle inferenze ricorsive.

Ci possono essere diversi alberi sintattici per la stessa stringa

Idealmente ci dovrebbe essere solo un albero sintattico (la
”vera” struttura), cioè il linguaggio dovrebbe essere non
ambiguo.

Sfortunatamente, non sempre possiamo rimuovere l’ambiguità.
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Costruzione di un albero sintattico

Sia G = (V ,T ,P , S) una CFG. Un albero è un albero sintattico
per G se:

1 Ogni nodo interno è etichettato con una variabile in V .

2 Ogni foglia è etichettata con un simbolo in V [ T [ {✏}.
Ogni foglia etichettata con ✏ deve essere l’unico figlio del suo
genitore.

3 Se un nodo interno è etichettato A, e i suoi figli (da sinistra a
destra) sono etichettati

X1X2 . . .Xk

allora A ! X1X2 . . .Xk 2 P .
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Esempio

Nella grammatica

1. E ! I

2. E ! E + E

3. E ! E ⇤ E
4. E ! (E )

··
·

il seguente è un albero sintattico:

E

E + E

I

Questo albero sintattico mostra la derivazione E
⇤) I + E
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Esempio

Nella grammatica

1. P ! ✏

2. P ! 0

3. P ! 1

4. P ! 0P0

5. P ! 1P1

il seguente è un albero sintattico:
P

P

P

0 0

1 1

ε

Mostra la derivazione P
⇤) 0110.
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Il prodotto di un albero sintattico

Il prodotto di un albero sintattico è la stringa di foglie da
sinistra a destra.

Sono importanti quegli alberi sintattici dove:
1 Il prodotto è una stringa terminale.
2 La radice è etichettata dal simbolo iniziale.

L’insieme dei prodotti di questi alberi sintattici è il linguaggio
della grammatica.
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Esempio

E

E E*

I

a

E

E E

I

a

I

I

I

b

( )

+

0

0

Il prodotto è a ⇤ (a+ b00).C. Bodei Fondamenti di Programmazione a.a. 22/23
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Gerarchia di Chomsky

Type Language Grammar Automaton
0 Recursively 

Enumerable
Unrestricted DTM - NTM

1 Context Sensitive Context Sensitive Linearly Bounded 
Automaton

2 Context Free Context Free NPDA
3 Regular Right Linear, 

Left Linear
DFA, NFA

0 Type  1 Type  2 Type  3 Type ÌÌÌ

Abbiamo visto solo
i linguaggi di tipo 2 e 3 e
non abbiamo visto gli NPDA

Expressive
power



Gerarchia di Chomsky

Linguaggi liberi

Linguaggi ricorsivi

Linguaggi ricorsivamente enumerabili

an bn

Linguaggi regolari

an bn cn

am bn
Linguaggi finiti

L3

L2

L1

L0

a*

qualsiasi funzione calcolabile

L0 ⊃ L1 ⊃ L2 ⊃ L3 ⊃ L finiti



Gerarchia di grammatiche

Grammatiche libere dal contesto

Grammatiche dipendenti dal contesto

Grammatiche generali

Grammatiche regolari
L3

L2

L1

L0



Grammatiche Generali*

Produzioni: α --> β, dove α, β sono stringhe di 
terminali e non terminali
Ex:
• S --> aBc
• aB --> cA
• Ac --> d
Un linguaggio generato da una grammatica di questo 
genere è detto ricorsivamente enumerabile

* O non ristrette o a struttura di frase



Grammatiche dipendenti dal contesto

Produzioni: α --> β, dove α, β sono stringhe di terminali 
e non terminali e | α | ≤ | β |
Ex:
• S --> abc | aAbc
• aB --> bA
• Ac --> Bbcc
• bB --> Bb
• aB --> aa | aaA
Genera an bn cn



Grammatiche libere dal contesto

Produzioni: S --> β, dove S è un simbolo non terminale 
e β è una stringa di terminali e non terminali 
Ex:
• S --> ab | aSb
Genera an bn



Grammatiche regolari

Produzioni: S --> v, dove S è un simbolo non terminale e  
v è una stringa composta da un terminale o da un 
terminale e un non terminale 
Ex:
• S --> a | aS
Genera a*

• Se la produzione è del tipo A --> aB oppure A --> a si chiama 
lineare destra o regolare

• Se la produzione è del tipo A --> Ba oppure A --> a si chiama 
lineare sinistra

Per ogni grammatica lineare a destra esiste una grammatica lineare a sinistra 
equivalente


