Nim. dellesistenza dells B: cerca una coppia c,d) te
QJ,.‘, e '8 Q\GSSQ c]i resto J'. 'J moo]u(o L'&L'H.

Prendo 4 mdmodo che :
) k| er obni primo Im:
2) ﬁlzr ,)..g)Qr):L. ’

Ad esempio, = by B (m1).

Allora i "numeri AH, 29L+1) vy mntH Sono  coprimi.

Per il Tea esiste ¢ e o= (L-A.HB er ognu';l,...,m.

Im‘me notiamao c\hQ 9)‘,2, \<QL (per ) e uine‘i Qy;<L-A,+1.

La ¢unzione “pre,d,i)=x” & derinra dalla pro rietd

“n @ il resto Je\la Q‘ivisione euclides o\i L per L-DLH”, che

us essere espressa 43 una formula Ay, O
Ex.:usando |3 B, mostrare che “x¥=3" ¢ Jeﬁinibi'e
d3 wna formuls &,

Dim. (di =) del treo. dells volts scorsa): Emgna vedere
che tutti bli insiem definiti d3 formule S, sono semidecidibili
A UeSto SCopo, notidmo che Tutt i insiemi deciniti da
formule DNy sons PR erché ottenut; @ rarﬁre Ja rafici
Ql\’ t+ e - che sono PR usando connettivi Loo'e_ani e
udntificator vistreni. [ ,

Teo.: O%ni enuncidto o nel |'mgu3g§o ée“ar‘itmeﬂca 3& C\QSSQ A,
& ° “decisa” da Q, cic€ Q0 o Q0.

Bim.: Q)o‘oo (forse). O

Cor.: Se o e di c|aSSQ Ao, allors

) NEo (“vero in N) <= QI+ O’)‘
2) N o (“ealse in N”) <= Q0.

Es: @H “commurativizd di +”. Tuttavia, per ogni rermine
chiuso T Q- Vx,% <X KE4 =4+ \oerche’ o‘uena
formula A, & vera in N.

_"20.: Tutt gli enunciati ¢ nel |mguaggio Je”'aritmema J«' C'QSSQ
24 che Sona  “veri” in N Sono dimostrati da Q, cio€

NEo <= Qo
&Non vale NE10 = Q10 )oer enunciati 2 4.
S.: “Bx,% Xt M F MR,
Bim.:«:) owia. (= Induziov\e Su“a costrugione c’i o,
* O¢/A\y ~> teo. Sopra.
\ o ¢ ugu.a|e 3 IxY  dove YO SOQ/JiS-Fa l‘iro-resi
"fﬁ;ﬁé"é mJuniva. IN F= o <= ¢siste meN 1.c. N F Y (m)
MU (A= S D). To. induttiva = QYR >Q - I W),
. Quamnmnm riStretri; ac] esempio Si3d o
“YrSE 345K Wix,4)" dove I rermine chiuso
¢ dove Y(t,») soddises l'irotes; induttiva per
TWiti | termini chiusi t,’s.
Lemma: Se [ & un termine chiutsqJ allora 3 melN tc
Qrt=m. bim.: Q)O\Do (forse). O
Prendo meN 1.c. Qr+t=m. Allora
N P‘jxfﬁ\ E%Sx ’\Y(x,%))o'ugnc]i NN
NE= AV YR, D Dz NE YV Y&, D) per okni &,
Segue er | . ms)émiva _CMQ Qi+~ 7 " "o,
Percia Ql——,&/\ ,\/o’\l'(,&,}':), cioe Q+0o.

=0 4%
 Connettivi booleani: ex. O
ES.; Se Q—o'dhach e consSisrente in Q) 8”or\3 e vera in |N
Teo. (RAPPRESENTABlL\TB\): Q%Y\i funzione calcolal,de 5 n\l’p'l — N
‘L’oTS‘Q ¢ RAPPAESENTARILE in QJ cioe @siste una #or‘mu|a
W(K(,...,XQ,%) di C\QSSQ 2 tc Se %(%,...,C\.,g_)'-'Qr 3”01‘3
Q- Y (a,.,%,49) H13,=§r
bim.: dbbiamo visto che § & Qje\CiY\ibile da una #ormu\a 2
00x,..., %, ). Inaltre, dbbiamo visto prim3 che %h
enunciati =, “veri” in N seno dimostrati da Q. “Quind
§ Q... ag)=k =N E@(T,., qe, &)= QY& 04g,%)
b'\ in:Se § € T0t3|e) Si rua' mosStrare c\ae
QY (R, T ,y) w>n'=0 O
‘r€o.: esiISTe unad funzione gu\a: Ng—-’(N PR T.C. FQP Q%Y\i
Pormu‘& Y (‘eulari‘tme‘tica) er ogni variaLa\e X € er
ogni termine I sostituibile 3 x” i '\, si ha
Sub: (T, RO P17 ) = Te (/)T
(cMe Sub ¢ calcolabile tota\e Segue dalla tes; di C\hurc\r).
1nol‘£re ¢siSte unad funzione Num:N—>N PR t.cC.
Num :mr+2 TS @', cic€ mi—s TA"
(di nuovo tesi d; Church).
Tdes & Godel:trovare un enunciato dell’sritmetica che
AiCQ “lo non Some un -teorema”.
Lemma Clia onale: er oi \tor*mu,a \0(x) Q‘ove x € "unica
vamabzle m)er\a) esiste un enuncidto ¥ che dice
(1o SO(HSSFQ ‘?”, cio€ t.c. QAR X< (7).
Dim.: m 122 Sub(m, ™, m), cio& B(Te")="p(Fer)". Quests
funzione “cliagonah” & PR perche Sub lo ¢,
A((ora, Fer raffresentaki\ira” esiste una #ormu‘a 6()(,8,)
Tc. se hNey=L allora A+ S(E,%)f—%/éﬁl.
Prendiamo |3 formuls a ) : “\d& S(x,4) — lo(%\”.
Tneormalmente, o) dice : RN,
“Qavioniamo” in Q: per own; 0€N, d ), cio€
“Nuy 8, )=y, eﬂuivale 3 ®(B@), ciod
QA d (@)Y ¢(D ).
Prendismo a = . Abbiamo allora che D(a)=
=T (Fy = Ta(ay. Qu’md'\ se ¥ & l'enunciato QZ(FO—(;W)
ciod &), dlora QX+ Y (T¥7). O
TTeo. (Tars\/;\, indecinibilitd del vero): l:er‘ obni formuld Qx>
Jove x unica variabile lilbera \se$(\0)={m(ﬂ\(l=‘€(ﬁ)g F
+ { oT|N E0f = TA (true arithmerics).
TBim.: applico il lemma éiagona\e 3“3 formula 19(x) ecJ
ottenO l’esis-tenza (‘i uw enuncidto ¥ 1. C.
Q- ‘gﬁﬂ\e(‘:?).()rendo &= Allora:
b eTASS NEY = N =1, ciod
NEE (TS £ ¢ Des (). Percis TAF s (). O

TA non é semidec. er'c\ae non é det‘m}to éa G\Cuna

formul3, tantomeno 4.

Cor.: PA & incompleto.

Dim.: se PA fosse’ com \Q'to) visto che PA ha un insieme
Ji assiom; Jecio)i)a'\\% s3rebbe éedéi\o'\(e e
TA="TVeor (PAY. O

Teo. ( mcom‘ﬂe‘re%%a di G—BAQ\): eSiSte un enunciate G

t.c. TH-G e TH-1G TaQ "erildnangg sssiomanesacd

Not3: esiste un rrec‘icato Prov € NxN c]ecicmi\\e T.C.
ProvT("'<\04,..., a3l T vale =<V, 0ny &
unad dimosrr‘aﬁone di THY, T teoriad ricorsivamente
agsiomarizzavile.

Bim. (cle' teo.): '8 %rmu‘a TeorT(K) e |8 sormula che

definisce il predicato semidec. (‘B%Provr(’a)x)”,
cio® il predicato che Q\ice. Cx & un teoremd & 1~
Per il lemma dia%cma\e, abbiamo lesistenza di un
enuncidgte G t.c. GJQSG > 1Veor (FG7).
{) THG: se per assurdo THG, dllora esisterebbe
m €N che codificd und Sud dim.) qusﬂé'\ Prov-r(m, rG).
Per 13 ra)orresenrah\itﬁ J’» C1UQS'L’0 redicato ho che egiste
und formula Pex,4) te 'QHPI(A,TS) =
= QA P(x, 7SN, cioé QrTear(r67). Ma allor
QF1G=>TH G e T sarebbe contraclc)i‘rtoria) assurdo.
D TH- =G usiamo |ipotes; Su)o)o\emenwre che NET
(non @ necessaria per i\ Tteo. Ji Rosser). A]obiamo VisSto
Sorra che TH G) u‘mcli er ogni m €N ‘1Pr‘ov-\-(/v\,r(‘;'),
Per rarrresentabs‘irﬁ) QP& TS => T 1P, TeN).
Ma N T, qundi NE==P(R,TET) per ogni m, q'umcii
NI=Vx=Px, TG1). Visto che Ni=T € T & consistente,
T H- 3xP(x, T&7), ciod Th-Teorr (TG7). Allora T H- G,
ltrimenti da 0 T FHTeor(TG7), assurdo. O

e un esempio o'i enunciato “vera” in N m3 non

dimostrabile. Incami PAW- G, ciog per ogni m IProvp,(m,767).

Quindi NIE= Yk 1PX,767), cio€ Ni=-1Teop(67), cioe N G.

TEO.:'B TRorid purd Ql€| 1° orc’ine ne\ |ingua.ggo Jell’aritmetaca

(senza assiom extra-lo%ici) ¢ indecidibile. Jor

Dim. : notiame che, per ogni enuncidto O, o7 € Teor (QI+—>
— Qo= -(QAr.AQ3)—C clove Q\h...)Qy Sono
g\i 3SSiomi c‘i Q. Ques-toﬁ‘:> TN AQr— & egf'te"]l—‘e}=
=teorid pura L 3 funzione %:"o"t—e'”am.../\Q;-» o1 ¢
CalcQ‘a\a\\e tordle e duindi o1 € Teor(Q) <>
©%("07")€ Teorid rur'a.ViSTo che Teor () non & JeciJiEa‘e,
anche teoria pura won & Jecidibile.






